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Réponse des auteurs aux commentaires sur ’article
« Traitement d’échantillons non probabilistes en pondérant
par l’inverse de la probabilité, avec application
aux données recueillies par approche participative de
Statistique Canada » :

De nouvelles avancées concernant les méthodes de
vraisemblance pour I’estimation des probabilités de
participation pour des échantillons non probabilistes

Jean-Francois Beaumont, Keven Bosa, Andrew Brennan,
Joanne Charlebois et Kenneth Chu'

Résumé

Inspirés par les deux excellentes discussions de notre article, nous offrons un regard nouveau et présentons de
nouvelles avancées sur le probléme de 1’estimation des probabilités de participation pour des échantillons non
probabilistes. Tout d’abord, nous proposons une amélioration de la méthode de Chen, Li et Wu (2020), fondée
sur la théorie de la meilleure estimation linéaire sans biais, qui tire plus efficacement parti des données
disponibles des échantillons probabiliste et non probabiliste. De plus, nous élaborons une méthode de
vraisemblance de 1’échantillon, dont I’idée est semblable a la méthode d’Elliott (2009), qui tient adéquatement
compte du chevauchement entre les deux échantillons quand il est possible de I’identifier dans au moins un des
¢échantillons. Nous utilisons la théorie de la meilleure prédiction linéaire sans biais pour traiter le scénario ou le
chevauchement est inconnu. Il est intéressant de constater que les deux méthodes que nous proposons coincident
quand le chevauchement est inconnu. Ensuite, nous montrons que de nombreuses méthodes existantes peuvent
étre obtenues comme cas particulier d’une fonction d’estimation sans biais générale. Enfin, nous concluons en
formulant quelques commentaires sur 1’estimation non paramétrique des probabilités de participation.

Mots-clés : Meilleure estimation linéaire sans biais; meilleure prédiction liné€aire sans biais; équation d’estimation;
vraisemblance de la population; pseudo-vraisemblance; vraisemblance de 1’échantillon.

1. Observations générales

Nous aimerions commencer par remercier les participants a la discussion d’avoir pris le temps de lire
notre article et de nous faire part de leurs observations judicieuses et réfléchies sur la pondération par
I’inverse de la probabilité pour les échantillons non probabilistes. Dr. Wu nous éclaire sur trois méthodes
de pondération fréquemment utilisées pour les échantillons non probabilistes, tandis que Dr. Gershunskaya
et Dr. Beresovsky présentent deux nouvelles méthodes : la régression logistique implicite, voir aussi
Beresovsky (2019), Savitsky, Williams, Gershunskaya, et coll. (2022), Gershunskaya et Lahiri (2023), et la
pseudo-régression logistique implicite. Nous avons grandement apprécié la lecture de ces deux discussions

qui nous ont permis d’améliorer nos connaissances dans le domaine et nous ont incités a approfondir nos

1. Jean-Frangois Beaumont, Keven Bosa, Andrew Brennan, Joanne Charlebois et Kenneth Chu, Statistique Canada, 150, promenade Tunney’s Pasture,
Ottawa (Ontario) KI1A 0T6. Courriels : jean-francois.beaumont(@statcan.gc.ca, keven.bosa@statcan.gc.ca, andrew.brennan@statcan.gc.ca,
joanne.charlebois@statcan.gc.ca et kenneth.chu@statcan.gc.ca.
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réflexions sur le sujet. Dans ce qui suit, nous vous ferons part de ces réflexions ainsi que de nouvelles

avancées.

Les sections 2, 3 et 4 sont consacrées aux méthodes de Chen, Li et Wu (2020), Wang, Valliant et Li
(2021) et Elliott (2009), voir aussi Elliott et Valliant (2017), respectivement. Nous fournissons des
observations supplémentaires sur ces méthodes et nous établissons des liens avec les méthodes de régression
logistique implicite et de pseudo-régression logistique implicite. Nous montrons que les trois méthodes sont
valides en ce sens qu’elles donnent des fonctions d’estimation sans biais pour les paramétres du modele de
participation, quelle que soit la taille de 1’échantillon probabiliste et non probabiliste, ainsi que la taille du
chevauchement entre les deux échantillons. Toutefois, seule la méthode Chen-Li-Wu (CLW) posséde la
propriété d’étre équivalente a la méthode du maximum de vraisemblance quand 1’échantillon probabiliste
est un recensement, ce que nous appelons la propriété de vraisemblance du recensement. Dans la section 2,
nous montrons également que la méthode CLW ne tire pas pleinement parti de I’information auxiliaire
disponible, ce qui peut entrainer une fonction d’estimation inefficace, particuliérement quand I’échantillon
non probabiliste est plus grand que 1’échantillon probabiliste. En utilisant la théorie de la meilleure
estimation linéaire sans biais, nous proposons une amélioration de la méthode CLW qui répond a ce
probléme et qui satisfait toujours la propriété de vraisemblance du recensement. Dans la section 5, nous
proposons une méthode de vraisemblance de I’échantillon, semblable en esprit a la méthode d’Elliott et de
régression logistique implicite, qui tient adéquatement compte du chevauchement entre les deux
échantillons, a condition qu’il puisse étre identifi¢ dans 1’'un des deux échantillons. Notre méthode de
vraisemblance de I’échantillon satisfait la propriét¢ de vraisemblance du recensement. Au moyen de la
théorie de la meilleure prédiction linéaire sans biais, nous obtenons une fonction d’estimation « optimale »
applicable quand le chevauchement ne peut étre identifié dans aucun des deux échantillons. 11 est intéressant
de mentionner qu’elle est identique a la fonction d’estimation sous-jacente a notre amélioration de la
méthode CLW. A la section 6, nous unifions les méthodes existantes qui n’exigent pas ’identification du
chevauchement et nous montrons leur équivalence pour le modele des groupes homogenes. Une bréve
synthése est présentée a la section 7, ainsi que quelques commentaires sur 1’estimation non paramétrique

des probabilités de participation.

2. Méthode de la vraisemblance de la population et méthode de Chen,
Li et Wu (2020)

Nous utilisons la notation de notre article principal : le vecteur des variables auxiliaires pour 1’unité &
de la population finie U est noté¢ X,, et I’indicateur de participation (indicateur de participation a
1’échantillon non probabiliste sy, —U) pour I'unité de population k € U est désigné par 6,. La probabilité
de participation p, = Pr(ék =1 |x . ) >0 est modélisée au moyen d’un modele paramétrique tel que le modéle
logistique p, (@)= [1 + exp(—x;{a)}fl , ou @ estun vecteur de parametres inconnus du modele. Nous posons

I’hypothese d’indépendance standard suivante :
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Al) 6,, keU sont mutuellement indépendants étant donné x,, k € U.

Idéalement, nous aurions accés a la fois & {x,; k € s, } et {x,;k eU}. Ces deux ensembles de données
n’auraient pas besoin d’étre couplés. Sous ce scénario idéal et I’hypothese (A1), le logarithme de la fonction

de vraisemblance de la population est

l(a)=log{H[pk(a)]5* [1—pk(a)]““}=2k% log[p"—(“)}Zke,,log[l—pk(a)]

keU 1-p,(a)

et la fonction d’estimation de vraisemblance de la population (ou fonction de score) est

_ 1 g, () g, (o)
VO @ - @] 2= p (] e
ou g, (a)=3dp,(a)/0a. En particulier, g, (a) = p,(a)[1- p,(a)]x, pour le modele logistique.

Dans de nombreux cas réels, le vecteur x, n’est pas connu pour I’ensemble de la population, mais il est
au moins disponible dans un échantillon probabiliste s, en plus de I’échantillon non probabiliste s,,. Par
conséquent, le terme Z o 1og[1 -D (a)] dans le logarithme de la fonction de vraisemblance de la
population /(@) n’est pas calculable, car il dépend de valeurs inconnues de x,. Chen, Li et Wu (2020) ont
proposé de régler ce probléme en estimant ce terme au moyen de 1’échantillon probabiliste. Cela donne le

logarithme de la fonction de pseudo-vraisemblance :

0=, 105{%} +Y,., wlog[l-p,(a)], 2.2)
k

ou w, =1/7, estun poids d’enquéte probabiliste pour I’unité k €s, et 7, est sa probabilité de sélection.

Nous nous concentrons sur ce poids de base a des fins de simplicité, bien que des méthodes de pondération

plus complexes, comportant des ajustements pour la non-réponse et de calage, soient souvent utilisées dans

les enquétes réelles. En prenant la dérivée de (2.2) par rapport a @, nous obtenons la fonction d’estimation

de pseudo-vraisemblance

o (o) — I g _g(w)
GO L @l p@] " [ ] 3

On constate facilement que la fonction d’estimation (2.3) est sans biais par rapport a md, condi-
tionnellement a 7, et x,, k€U, c’est-a-dire E [ﬁ” ((l):| =0, a condition que I’hypothése suivante soit

valide :
A2) E, (8,|m.x,)=E, (3,]x,) = p.(e), keU.

L’indice m fait référence au modéle de participation et I’indice d au plan de sondage probabiliste.
Conditionner sur 7,, k € U est naturel quand 7, est disponible dans les deux échantillons puisqu’elle peut

étre traitée comme une variable auxiliaire potentielle. En effet, I’hypothése (A2) est automatiquement
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satisfaite si 7z, estincluse dans le vecteur x,. A la section 2.1, nous conditionnerons sur 7,, k € U. Ensuite,
a la section 2.2, nous examinerons le cas ou 7, est traitée comme étant aléatoire et ou les inférences sont

conditionnelles seulement a x,, k € U.

2.1 Amélioration de la fonction d’estimation de la méthode CLW au moyen
de la théorie de l1a meilleure estimation linéaire sans biais

Le deuxiéme terme du coté droit de (2.3) est un estimateur du terme correspondant dans (2.1),
®(a) = Zkeu g, (a) / [1 -D (u)]. Il s’agit d’un estimateur inefficace de ®(a) parce qu’il utilise uniquement
des données de 1’échantillon probabiliste et ignore les données auxiliaires pertinentes de 1’échantillon non
probabiliste. Un estimateur plus efficace utiliserait donc les données auxiliaires des deux échantillons. Cet
estimateur pourrait étre obtenu en appliquant le principe de I’information manquante. Le principe de
I’information manquante a ét¢ introduit par Orchard et Woodbury (1972). Voir aussi Chambers (2023) pour
une référence récente sur les applications du principe de I’information manquante aux données d’enquéte.
Le principe de I’information manquante consiste a remplacer la fonction d’estimation de vraisemblance de
la population (2.1) par son espérance conditionnelle aux données observées ou, de fagon équivalente, a
remplacer ®@(a) par son meilleur prédicteur. Cependant, cela nécessiterait de modéliser le vecteur des

variables auxiliaires et cette approche serait généralement difficile & mettre en ceuvre.

Comme solution de rechange a 1’application du principe de I’information manquante, nous proposons
d’estimer @(a) au moyen de la théorie de la meilleure estimation linéaire sans biais. Nous considérons

I’estimateur linéaire sans biais suivant qui utilise les données auxiliaires des deux échantillons :

- Vi g, (a) gk(u)

®(a) = we(1=74) (2.4)
i @) [1-pu(@)] "l [1- (@]

ou y,, k€U, sont des constantes. Il est facile de montrer que ®(a) est sans biais par rapport a md pour

®(a), c’est-a-dire £, [(i)(a)] =®(a), a condition que I’hypothése (A2) soit valide. En remplagant le

deuxiéme terme du co6té droit de (2.1) par le terme du coté droit de (2.4), nous obtenons la fonction

d’estimation sans biais par rapport a md :

N 1 -y, )
U= 2 @i pk(a>] B0 20, k( [ p] @ 22

11 est facile de voir que la fonction d’estimation (2.3) de la méthode CLW est le cas particulier de (2.5)

obtenu en posant ¥, =0 pour toutes les unités k € U.

On obtient le meilleur estimateur linéaire sans biais de ®(a) en trouvant y,, k €U, qui minimise

var, , [c'(i)(a)] pour tout vecteur fixe ¢ # 0. Nous posons les hypothéses suivantes :

A3) I, keU, sont mutuellement indépendants étant donné 7, et Xx,, k€U, ou I, est I’indicateur

d’inclusion dans I’échantillon probabiliste s,.
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A4) Ed(lk |6k,7rk,xk)=Ed(1k |7[k,Xk)=7Tk, keU.

L’hypothése (A3) implique que I’échantillon probabiliste est sélectionné au moyen d’un échantillonnage
de Poisson. Elle sert a simplifier les dérivations de var,, [c'(i)(a)] méme si nous reconnaissons que d’autres
plans de sondage peuvent étre utilisés en pratique. Mentionnons que ni I’hypothése (A3) ni les hypothéses
(A1) et (A4) ne sont nécessaires pour prouver que la fonction d’estimation (2.5) est sans biais par rapport a

md. Sous les hypothéses (A1)-(A4), on peut facilement montrer que

~ 1— ! 2 _ ' 2
WMF“@FZM[”mmﬁf&@J+ZwﬂfmkmfﬁﬁQ) 2.6)

pi@) 1= p () f 1-p,(a)

La variance (2.6) est minimisée quand

opt (1-7)p, (o) v, —1
k = n—pk = = -1 ’ k ' 27
S O = G @+ 1 py @m0+ (5 (@)D =7

La substitution par y,‘r"’; (a) dans (2.4) donne le meilleur estimateur linéaire sans biais de ®(a).

Les propriétés suivantes sont associées & y,", (@)

i) sim =p(a) alors y’(a)=1/2;

ii) si 7, > p,(a) alors 0<y " () <1/2;

iii) si 7, < p,(a) alors 1/2<y " (a)<1;

iv) si 7, =1 ou p (@) =0 alors ¥ (a) > 0;
v) si t, >0 ou p,(a)—>1 alors y.5; (a) >1.

En raison des propriétés (iii) et (v), quand I’échantillon probabiliste est petit comparativement a
I’échantillon non probabiliste, on s’attend a ce que y,‘r’p,i (a) soit grand pour de nombreuses unités de la
population, et la méthode CLW (y, =0) peut devenir inefficace par rapport a la solution optimale (2.7).
L’inefficacité de la méthode CLW dans ce scénario a été démontrée dans I’étude empirique de Savitsky
et coll. (2022). L’explication de cette inefficacité est que la méthode CLW ignore le grand échantillon non
probabiliste pour I’estimation du total de la population ®(a). En vertu des propriétés (ii) et (iv), la méthode
CLW devrait étre plus performante dans le scénario inverse ou 1’échantillon probabiliste est beaucoup plus
grand que I’échantillon non probabiliste étant donné qu’elle posséde la propriété de vraisemblance du
recensement, ¢’est-a-dire que la fonction d’estimation (2.3) devient équivalente a la fonction d’estimation
de vraisemblance de la population (2.1) quand I’échantillon probabiliste est un recensement. Ce scénario
n’est pas irréaliste en pratique. A titre d’exemple, le questionnaire détaillé du recensement canadien, mené
de fagon aléatoire auprés de 25 % de la population canadienne, pourrait constituer un échantillon
probabiliste efficace pour I’estimation des probabilités de participation d’un échantillon non probabiliste

plus petit.
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Si nous substituons (2.7) dans la fonction d’estimation (2.5), nous obtenons la fonction d’estimation

« optimale » :
1 7Ty
ke p (1) [;;k +p,(a)-2m, p, (“)]

1 T,
B ZkesP ”_k [”k + p (o) =27, p, (‘l)] B(®)

U @) =Y

g (a)
(2.8)

On peut facilement démontrer que ﬁ;‘” (a) estle meilleur prédicteur linéaire sans biais de U(a) donné dans
(2.1). Comme la fonction d’estimation (2.3) de la méthode CLW, elle posséde la propriété de vraisemblance

du recensement.

2.2 Lissage des poids

Comme nous 1’avons vu plus haut, 1’inefficacité possible de (2.3) peut s’expliquer principalement par
I’omission de données auxiliaires pertinentes de I’échantillon non probabiliste pour 1’estimation de ®(a).
Une autre source possible d’inefficacité peut étre attribuable a la variabilité des poids d’enquéte w,, ke s,.
En effet, on sait bien que 1’estimation de pseudo-vraisemblance peut étre inefficace pour 1’estimation des
paramétres d’un modele a partir de données d’enquéte probabiliste (par exemple voir les travaux récents de
Chambers, 2023). On peut utiliser le lissage de poids (Beaumont, 2008) pour régler ce probléme. Dans ce
contexte, il consiste a remplacer le poids d’enquéte w, dans (2.3) par le poids liss¢ w, = E, (wk |k €5,,X, ),
ou I’indice & indique que I’espérance est prise par rapport a un modele pour 7, (ou w;, ). Le poids lissé w,
est souvent inconnu, mais il peut étre estimé au moyen de 1’échantillon probabiliste et de modeles
paramétriques ou non paramétriques. Si 7, est disponible dans I’échantillon non probabiliste et inclus dans

le vecteur X,, w, =w, et le lissage de poids n’apporte aucun gain d’efficacité.

En utilisant une relation donnée dans Pfeffermann et Sverchkov (1999), on peut exprimer le poids lissé

comme suit :

szEg(Wk|kesP,xk)=m=ﬁi, (2.9)
& k k k
ou 7, =E, (nk |xk)=Pr(kesP |xk). Par cette relation, on peut démontrer facilement que la fonction
d’estimation (2.3) est sans biais par rapport a {md, quelle que soit la validité de I’hypothése (A2) et que
(2.3) utilise w, ou W, cestd-dire E,,[U (@) ]=0 et £,,[U.(0)]=0, o U,(a) est la fonction
d’estimation (2.3) dans laquelle w, est remplacé par w,. Mentionnons que les espérances Emd sont
conditionnelles seulement a Xx,, k €U, de sorte que 7, est traité comme étant aléatoire. La relation (2.9)
peut aussi servir a obtenir un estimateur de 7, ¢’est-a-dire qu’un estimateur convergent de 7, = E, (ﬂk |x . )
est 7§k = l/v%/k , ou v%/k est un estimateur convergent de w, = E, (Wk |k € SP,Xk).

L’utilisation de W, au lieu de w, dans la fonction d’estimation (2.3) augmente son efficacité au

détriment de nécessiter la validité d’un modéle pour w, et I’estimation de w,. On peut avancer un argument
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semblable pour améliorer 1’efficacité de ®(a) en remplagant w, par w, dans (2.4). L’estimateur qui en
résulte est sans biais par rapport & Emd, c’est-a-dire E,,, [d)(u)] =®(a), et sa variance var,, [c’d)(a)]
prend la méme forme que (2.6), ou 7, estremplacé par 7,, a condition que les hypotheses (A1)-(A4) soient

valides ainsi que I’hypothése suivante :

AS) n,, k€U sont mutuellement indépendantes étant donné x,, k€ U.

Par conséquent, la valeur optimale de y,, désignée par y.;(a), et la fonction d’estimation optimale,

désignée par IAJ‘,’?"t (@), sont a nouveau données par les expressions (2.7) et (2.8), respectivement, ou 7, est
remplacé par 7.

L’utilisation de 7, dans (2.8) est impossible si elle n’est pas observée dans I’échantillon non probabi-
liste, un scénario vraisemblable dans la pratique. Dans ce cas, on peut utiliser une estimation de 77, dans
(2.8) pour remplacer r,. Si 7, est observé dans I’échantillon non probabiliste, mais non incluse dans x,,
on peut tout de méme souhaiter remplacer 7, par une estimation de 7, pour améliorer I’efficacité de la

fonction d’estimation optimale (2.8).

2.3 Sélection des variables

La fonction d’estimation (2.8) n’est pas la dérivée du logarithme d’une fonction de pseudo-
vraisemblance. Par conséquent, la méthodologie que nous avons utilisée dans notre article principal pour
dériver un critére d’information d’Akaike (AIC), basé sur Lumley et Scott (2015), n’est pas applicable
directement. Pour la sélection des variables, une option consiste a utiliser notre AIC proposé avec la méthode
CLW. Une fois les variables auxiliaires sélectionnées, la fonction d’estimation (2.8), ﬁ;"‘ (a), ou sa version
lissée ﬁffp‘ (a), peut servir a estimer o plutot que la fonction d’estimation CLW. Sinon, on pourrait aussi

envisager des méthodes de sélection de variables non fondées sur la vraisemblance.

Mentionnons finalement que la méthodologie élaborée dans la présente section pour obtenir un
estimateur optimal (ou meilleur estimateur linéaire sans biais) de ®(a) pourrait également servir a
combiner deux échantillons probabilistes indépendants tirés de la méme population. Cette idée pourrait étre

évaluée dans des travaux futurs.

3. La méthode de Wang, Valliant et Li (2021) et la méthode de
pseudo-régression logistique implicite

La méthode de Wang-Valliant-Li (WVL) consiste a créer une population artificielle U, en empilant
I’échantillon non probabiliste sy, par-dessus la population U. Chaque élément de U, est considéré comme
distinct méme si les unités de I’échantillon non probabiliste sont présentes deux fois dans U ;. Un indicateur
R, est défini pour chaque élément ieU,; R =1 siies,NU,, et R =0 si ieUNU,. Nous utilisons

I’indice i pour désigner les éléments de la population artificielle U, afin de les distinguer des unités de la

population U. Pour une unité donnée k € s,;, il y a deux éléments distincts de U, dont I’étiquette differe
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de celle de cette unité k; R=0 pour un élément et R =1 pour ’autre. On suppose que 1’échantillon
probabiliste est sélectionné a partir des éléments dans U NU, pour lesquels R =0. Les auteurs ont
également supposé que les indicateurs R, i € U,, sont mutuellement indépendants étant donné x,, iU ,,
et ont obtenu le logarithme d’une fonction de pseudo-vraisemblance semblable a celle de CLW en
modélisant Pr(R[ :1|ieU A,x[) au moyen d’un modele logistique. Ensuite, ils ont établi la relation
Pr(Rl. =1 |i eU A,xi) = p,/(1+ p,), quileur a permis d’estimer la probabilité de participation p,. Parce qu’ils
ont utilisé un modele logistique pour Pr(R[ =1 |i ey, x[), ils ont implicitement modélisé p, au moyen du
modele exponentiel pi(a)zexp(x;a), qui a la caractéristique indésirable d’admettre des estimations
supérieures a 1. Cependant, rien dans leur théorie ne les aurait empéchés d’utiliser un autre modéle pour
p;» comme le modele logistique, et ainsi d’obtenir implicitement un modéle pour Pr(R,. =1 |i eU A,xl.).
C’est exactement ce que Dr. Gershunskaya et Dr. Beresovsky ont proposé dans leur discussion. Ils appellent
leur méthode pseudo-régression logistique implicite, qui est simplement la méthode WVL avec un modéle
logistique pour p,.

Pour un modéle paramétrique arbitraire pour p,, la fonction d’estimation de pseudo-régression

logistique implicite ou de WVL peut étre exprimée comme suit :

I"J;\;VVL-PRLI (0) = zkes 1 g, (o) _Zkes " g, (a) ' 3.1)
v p () [1+ py ()] » 1+ p(@)]

Comme pour la méthode CLW, on peut possiblement améliorer la fonction d’estimation (3.1) en remplagant
le poids d’enquéte w, par le poids liss¢é w,. La fonction d’estimation qui en résulte est désignée par
ﬁ 7\;\/VL-PRLI ( (l)‘

Dr. Gershunskaya et Dr. Beresovsky ont souligné que, contrairement a 6,, l’indicateur R, est
entierement observé une fois que les échantillons probabilistes et non probabilistes sont observés.
Cependant, cette caractéristique de R est trompeuse. Les indicateurs R, pour les éléments de 1’échantillon
probabiliste et de 1’échantillon non probabiliste n’apportent aucune nouvelle information sur le mécanisme
de participation au-dela de ce qui est observable a propos de 6, et utilisé dans la méthode CLW. Autrement
dit, les deux méthodes utilisent les mémes informations observées : {w,,X,;k€s,} et {§,,X,;k €5y |. De

plus, selon nous, la méthode WVL pose deux problémes principaux, qui sont décrits ci-dessous.

Probleme 1 : L’hypotheése selon laquelle R,, ieU,, sont mutuellement indépendants étant donné x,,
ieU ,, n’est pas valide, car chaque unité de 1’échantillon non probabiliste est présente deux fois dans U, :

R, =0 pour un élément et R, =1 pour I’autre (voir davantage de précision ci-dessous).

Probleme 2 : La fonction d’estimation (3.1) n’a pas la propriété de vraisemblance du recensement, car elle
ne se réduit pas a la fonction d’estimation (2.1) de vraisemblance de la population quand 1’échantillon
probabiliste est un recensement. Quand s, =U, la méthode CLW utilise la méme information que si
{Sk,xk; keU } ¢taient connus, mais le logarithme de la fonction de vraisemblance de WVL ne reconnait

pas cette information.
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Malgré les deux problémes décrits ci-dessus, il est facile de montrer que la fonction d’estimation (3.1)
est sans biais par rapport a md, a condition que I’hypothése (A2) soit valide. Les deux fonctions
d’estimation UM (a) et UYY“"™™(q) sont également sans biais par rapport & Emd, indépendamment
de la validité de I’hypothése (A2); la fonction d’estimation (3.1) est donc valide. Elle peut étre écrite sous
la forme (2.5) avec 7, =y, (@) =2 p, (@) / [1 + p,(@)]. On constate facilement que 0 <y, (a) <1;
elle utilise donc dans une certaine mesure les données auxiliaires de 1’échantillon non probabiliste pour
I’estimation de ®(a).

La variance (2.6) est une fonction quadratique de y, qui est minimisée quand y, =y,",(a), k€ U. Par

conséquent, si ¥ (@) est plus proche de """ (a) que de 0 pour la plupart des unités de la population,

¢’est-a-dire que y (@) > 0,57, (@), la fonction d’estimation (3.1) de WVL devrait étre plus efficace
que la fonction d’estimation CLW (¥, =0), mais resterait moins efficace que la fonction d’estimation
optimale (2.8). On peut montrer facilement que y%(a)>0,57, """ (a) est satisfait quand
T, < [2 -D (a)]fl. Cependant, si 7, > [2 -D (0!)]71 pour la plupart des unités de la population, la fonction
d’estimation (2.3) de CLW devrait devenir plus efficace que (3.1), en particulier quand 1’échantillon
probabiliste est un recensement (7, =1,k €U). Puisque [2— p, (ot)]f1 > 0,5, la condition 7, <[2— p, (oz)]f1
est généralement plus courante dans les enquétes sociales que 7, > [2 - D ((l)]_l , du moins pour la plupart

des unités de la population. On peut aussi démontrer facilement que y." (a) =7, (a) quand 7, =1/3

alors que ¥, (@) =0 quand 7, =1. La fonction d’estimation WVL devrait donc étre proche de la fonction
d’estimation optimale quand la taille de 1’échantillon probabiliste est d’environ un tiers de la taille de la

population et que les probabilités de sélection 7, ne sont pas trop variables.

Comme Dr. Wu I’a indiqué dans sa discussion, nous avons eu de la difficulté a comprendre le cadre
probabiliste sous-jacent a la relation Pr(R,. :1|i elU A,x[): p,/ (1+p,). Cependant, le cadre ingénieux
proposé par Savitsky et coll. (2022) semble correctement justifier cette relation. Ces auteurs ont imaginé
une population augmentée fixe U" obtenue en empilant la population U, par-dessus la population U,, ot
U, et U, sont deux populations identiques a U de taille N, mais étiquetées de fagon unique de sorte que
chacun des 2N éléments de U sont considérés comme distincts. Premiérement, une des deux populations
est choisie au hasard avec une probabilité de 2. Nous désignons cette population sélectionnée au hasard par
Uyp, qui est soit U, soit U,. L’autre population est désignée par U,. L’échantillon non probabiliste s,
est observé a partir de U,,, et I’échantillon probabiliste s, est sélectionné aléatoirement a partir de U,.

En utilisant ce cadre, on peut facilement montrer que

Pr(iESNP|Xf) _ 1/2]7; _ D;
Pr(iesNP UUP|XI.) C12p+1/2 (+p)

Pr(R =1|i s, WU,,x, )=

Mentionnons que le fractionnement aléatoire de U en U,, et U, n’est pas explicitement énoncé dans

Savitsky et coll. (2022), mais qu’il est nécessaire pour obtenir 1’équation ci-dessus.
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Ce cadre probabiliste semble corriger la situation, mais les deux problémes mentionnés plus haut
demeurent. En particulier, il est facile de démontrer que 1I’hypothése d’indépendance n’est pas satisfaite

puisque, pour toute paire d’éléments i eU, et jeU,,

Pi pj .
(+p,) A+p))

Pr(R =LR, =1i,j €53 VU,,X,,X, ) =0

Pour deux éléments différents i et j dans la méme population, soit U, ou U,, nous avons

bp; " P, p;
I+pp, (+p)(1+p;)

Pr(R =LR, =1i,j €5 VU, X,,X, ) =
a condition que I’hypothése (Al) soit valide pour les éléments ieU,,. Par conséquent, I’hypothese
d’indépendance est raisonnable seulement quand toutes les probabilités de participation (ou au moins un
grand nombre d’entre elles) sont petites, et donc, que le chevauchement représente une petite partie de
I’échantillon probabiliste. Dans cette situation, les fonctions d’estimation WVL et CLW devraient étre a peu
pres équivalentes. Si la plupart des probabilités de participation sont grandes, le logarithme de la fonction
de pseudo-vraisemblance proposée par WVL repose sur une hypothése d’indépendance incorrecte. En
principe, un critére d’information d’Akaike qui repose sur le logarithme d’une fonction de (pseudo)
vraisemblance incorrecte n’est pas valide. A quel point les probabilités de participation doivent-elles étre
petites pour que cette hypothése d’indépendance soit raisonnable ? L’étude par simulations de Dr.
Gershunskaya et Dr. Beresovsky est un premier pas dans cette direction, mais il faudrait d’autres études sur
cette question. Mentionnons que le logarithme de la fonction de pseudo-vraisemblance de CLW est valide,

quelle que soit I’ampleur des probabilités de participation, pourvu que 1I’hypothése (A1) soit valide.

4. La méthode d’Elliott (2009) et la régression logistique implicite

Dans la méthode d’Elliott (2009), voir aussi Elliott et Valliant (2017), on obtient un échantillon combiné
s en empilant I’échantillon non probabiliste sy, sur I’échantillon probabiliste s, tout en ignorant le
chevauchement (inconnu) possible. Une unité de la population k€U qui est sélectionnée dans s, et
observée dans sy, est donc présente deux fois dans s”. Elliott (2009) a supposé implicitement que le
chevauchement entre les deux échantillons était négligeable. Comme dans Wang, Valliant et Li (2021), un
indicateur z,, i €s’, est créé de telle sorte que z, =1 si i€ s, Ns', et z,=0 siies, s . Elliott (2009) a
propos¢ de modéliser p, = Pr(z,. =1 |i € s*,xi) au moyen d’un modele logistique et, en supposant que les
fractions d’échantillonnage sont petites (Elliott et Valliant, 2017), il a établi la relation p, = K7, p,/ (1—p,)
utilisée pour estimer p;,, ou K est une constante de proportionnalité inconnue. Cela implique que
p,=p;/ (K%, + p,). En pratique, 7, est généralement inconnu, mais elle peut étre estimée, comme nous

1

I’avons vu a la section 2.
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Dans la présente section et la suivante, nous conditionnons sur X; et nous traitons 7, comme étant
aléatoire. La théorie reste valide si nous conditionnons a la fois sur x; et 7, a condition que 7, soit remplacé
par 7, dans les développements ci-dessous et que I’hypothese (A2) soit valide. Le conditionnement sur 7,
n’a de sens que s’il est observé dans les deux échantillons, afin qu’il puisse étre traité comme une variable
auxiliaire potentielle et inclus dans x.. Si 7, est inclus dans Xx,, 7, =7, et ’hypothése (A2) est satisfaite.
Dans le cas d’enquétes probabilistes complexes, il est peu probable que 7, soit observé dans 1’échantillon

non probabiliste. Dans ce cas, il faut le traiter comme étant aléatoire.

En utilisant le cadre probabiliste introduit par Savitsky et coll. (2022), également décrit a la section 3,

on peut facilement démontrer que

Pr(iesNP|x[) D
Pr(i € s*‘x[) S (#F+p)

P, =Pr(z,. =1|ies*,xi)=

Mentionnons que la relation n’exige pas de constante de proportionnalité (K =1) et qu’elle est valide, quelle
que soit la taille des fractions de sondage. Quand le mode¢le logistique p,(a) = [1 + exp(—x;m)I1 est utilisé,
il est facile de voir que le modéle implicite qui en résulte pour p, est p,(a)= 7, exp(x;a), qui admet des
estimations supérieures a 1. D’autres modeles pour p, peuvent étre envisagés, comme le modele logistique.
Beresovsky (2019), voir aussi Gershunskaya et Lahiri (2023), a appelé cette méthode régression logistique
implicite, qui est essentiellement la méthode d’Elliott avec un modele logistique pour p; et donne un modele
implicite pour p;.

On dérive le logarithme d’une fonction de vraisemblance en supposant que z,, i € s*, sont mutuellement
indépendants étant donné x,,ies. Pour un modéle paramétrique arbitraire pour p,, la fonction

d’estimation d’Elliott, ou de la méthode de régression logistique implicite, qui en résulte est

U (@)=Y 8-, +

g:(a). (4.1)

e py ((l) [”k +pk (‘1)] [ T+ pk ((l)]

La fonction d’estimation (4.1) est sans biais par rapport a Emd. Si 7, est remplacé par 7, dans (4.1), la
fonction d’estimation qui en résulte est désignée par ﬁf"Ru (a). Elle est sans biais par rapport a md et sans
biais par rapport a £md, a condition que 1’hypothése (A2) soit satisfaite. La fonction d’estimation (4.1) a
une forme semblable a la fonction d’estimation optimale IAJ?” (a) donnée par (2.8), ou 7, est remplacée
par 7#,. On s’attend a ce que U (a) et U™ (@) soient & peu prés équivalentes en général, sauf dans les
scénarios ou la fraction de sondage dans les deux échantillons est grande et ou le chevauchement n’est pas
petit. Il n’est donc pas surprenant que la fonction d’estimation (4.1) ait obtenu de meilleurs résultats que les
fonctions d’estimation CLW et WVL dans I’étude par simulations de Savitsky et coll. (2022).

Les deux problémes indiqués dans la section 3 a propos de la méthode WVL (ou de pseudo-régression
logistique implicite) s’appliquent également a la méthode d’Elliott (ou de régression logistique implicite).
La fonction d’estimation (4.1) n’a pas la propriété de vraismblance du recensement, puisqu’elle ne se réduit

pas a la fonction d’estimation (2.1) de vraisemblance de la population quand 1’échantillon probabiliste est
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un recensement. En effet, elle se réduit a la fonction d’estimation (3.1) de WVL, ou de la méthode de pseudo-
régression logistique implicite.

De plus, I’hypothése que z,, ies’, sont mutuellement indépendants étant donné X;, ies’, nest pas
valide puisque si 1’on utilise le cadre de Savitsky et coll. (2022) ainsi que le fractionnement aléatoire de U"

décrit dans la section 3,

+ P; pj ,
(7T, +p) (7, +p))

Pr(zi =lLz,=1li,jes ,x[,xj)=0
pour toute paire d’éléments i e U, et j € U,. Pour deux éléments différents i et j dans la méme population,

soit U, ou U,, nous avons

pip; LD P,
ir,+pp, (T,+p) (T, +p;)

Pr(Z,- =1z, =1 l'aJ'GS*sXv"/)z

quand (A1) est satisfaite pour les éléments i € U, ainsi qu’(A3) et (AS) pour les éléments i eU,. Méme
sous ces hypotheses, I’indépendance mutuelle de z,, i € s*, n’est pas soutenable sauf si bon nombre des )2
sont petits, et que par conséquent le chevauchement est une portion négligeable de 1’échantillon probabiliste.
Cette condition semble raisonnablement satisfaite dans 1’étude par simulations de Dr. Gershunskaya et
Dr. Beresovsky et peut expliquer les bonnes performances du AIC pour la méthode de régression logistique
implicite. En principe, un AIC qui repose sur le logarithme d’une fonction de vraisemblance incorrecte n’est

pas valide et peut ne pas étre efficace pour la sélection de variables.

5. Méthode de vraisemblance de I’échantillon

5.1 Chevauchement connu entre les deux échantillons

Une fonction de vraisemblance de 1’échantillon (par exemple Pfeffermann, Krieger et Rinott, 1998) dans
le scénario d’intégration de données étudié¢ dans notre article est une fonction de vraisemblance fondée sur
les observations des unités de 1’échantillon k €5y, Us,. Supposons d’abord que nous avons acces a
X, = {xk; kesy USP} en plus de {xk; ke sNP}. Ces deux ensembles de données n’ont pas besoin d’étre
couplés, mais on doit connaitre le chevauchement entre les échantillons probabiliste et non probabiliste pour
créer X, a partir des données auxiliaires des deux échantillons. Nous supposons donc que soit

{6,.X,5kes,} ou{l,,x,;kesy] estconnu. Cette hypothése sera assouplie dans la section 5.2.

Sous les hypothéses (A2) et (A4), il est facile de montrer que la probabilité de participation étant donné

kesg,Us, est

Pr(kesNP|xk) _ D .
Pr(k € Syp usP|xk) Dy 7 — TPy

ps,k=Pr(6k=1|kesNPusP,xk)= (5.1)
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Cette probabilité de participation conditionnelle se réduit a p_, ~ p,/(p, +7,) quand le chevauchement
est négligeable, ce qui est I’hypothese implicite posée par Elliott (2009). Mentionnons que nos hypothéses
(A2) et (A4) n’impliquent pas nécessairement un chevauchement négligeable, en particulier quand les

fractions de sondage sont grandes.

Sous les hypothéses d’indépendance (A1), (A3) et (A5), (1,,5,), ke€syUs, sont mutuellement
indépendants étant donné x,, k € sy, Us,. En supposant un modele paramétrique pour p,, on peut écrire

la fonction de vraisemblance de 1’échantillon comme suit :

L= [] [p.@] [1-p, @],

kesypUsp

(5.2)

ou p,,(a) est donné par (5.1) avec p, = p,(a). Si I’échantillonnage de Poisson n’est pas utilis¢ pour la
sélection de I’échantillon probabiliste, I’hypothése (A3) n’est pas satisfaite. Il reste a vérifier si la fonction
de vraisemblance de 1’échantillon (5.2) serait approximativement valide pour les plans de sondage utilisés
dans la pratique au-dela de I’échantillonnage de Poisson. Dans un contexte ou seules les données de
1’¢échantillon probabiliste sont modélisées, Pfeffermann, Krieger et Rinott (1998) ont montré I’indépendance
asymptotique des observations de 1’échantillon pour les plans de sondage courants a condition que les
observations de la population soient indépendantes. Il est possible qu’un résultat semblable existe ¢galement

dans le contexte de 1’intégration de données d’un échantillon probabiliste et non probabiliste.

En utilisant (5.2) et en réorganisant les termes, nous obtenons le logarithme de la fonction de

vraisemblance de 1’échantillon

(@)=Y log[ p, (@) ]+ > log[1-p, (@]~ 3 log[l-p,(a)] (5.3)

kesyp kesp kesypNsp

En prenant la dérivée de / (a) par rapport a @, nous obtenons par des calculs algébriques simples, la

fonction d’estimation de vraisemblance de 1’échantillon

1 ﬂ’-kpsk(a) ()]
U.(0)= g — : (@) +¥(a), 5.4
0= 2. 0@ nw B Zn p@[i-p (@] @ G4

ou

¥(a)= Z 5, Dy (0)g, (o) _ Z 7 ps,k(a)gk(a) _ 25 ps,k(a)gk(a)

W= p@[l-p@] A p@[l-p @] A pi@l-p@)]

(5.5)

La fonction d’estimation (5.4) satisfait la propriété de vraisemblance du recensement et sous les
hypothéses (A2) et (A4), est sans biais par rapport & émd conditionnellement & X,. A partir de (5.5), nous
constatons que [’utilisation de la fonction d’estimation (5.4) nécessite de connaitre le chevauchement
seulement dans un des deux échantillons, c’est-a-dire qu’il suffit d’observer soit {I k,xk;kesm,} ou
{5 X kes P}. Cette information peut étre obtenue au moyen de questions supplémentaires dans I’enquéte

probabiliste ou non probabiliste, ou par couplage d’enregistrements, les variables auxiliaires étant des
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variables d’appariement possibles. Par exemple, si le vecteur x, est distinct pour chaque unité¢ de la
population k€U (par exemple s’il y a au moins une variable auxiliaire continue), on peut connaitre
{6,.x;;kes,) et {I,,x,;kesy,} en appariant chaque unité d’un échantillon a toutes les unités de I’autre
¢chantillon. Autrement dit, si le vecteur X, pour une unité k € s, est identique au vecteur X, d’une unité
[ € s\, nous savons alors que 6, =1 (et /, =1). Sinon, en I’absence d’appariement avec x,, alors 6, =0.
Cet appariement peut étre répété pour chaque unité k €5, afin de déterminer le chevauchement complet
{6,,x,;kes,}. Une procédure similaire peut servir a identifier {I,,X,;k €sy,}. Si I'on dispose de
suffisamment d’informations pour mettre en ceuvre la fonction d’estimation (5.4), on peut alors utiliser le
AIC classique pour la sélection de variables en utilisant le logarithme de la fonction de vraisemblance de
I’échantillon (5.3), c’est-a-dire AIC =-2/(@,)+2g, ou @, estla solutionde U (a)=0 et g estle nombre
de parametres du modele. Cette solution est idéale si les unités qui se chevauchent peuvent étre déterminées
avec précision. Kim et Kwon (2024) ont proposé de fagon indépendante une approche non conditionnelle
par modele du score de propension qui semble étre trés semblable a notre approche de vraisemblance de

I’échantillon.

5.2 Chevauchement inconnu entre les deux échantillons

En pratique, il se peut que nous n’observions ni {5,,X,;k €s,} ni {/,,X,;k €s,}. Une fagon de régler
ce probléme consiste a appliquer directement le principe de I’information manquante. Pour cela, il faut
remplacer la fonction d’estimation non observée (5.4) par son espérance conditionnelle aux données

observées, X, ={{x,; ke sy }.{x,;kes,}}#X,. Celadonne la fonction d’estimation

1 7,p,,(0)g,(a)
E&jmd (Uv(o’) |Xobs) = k; pk(a) pk(a)

N L e (g (e)
kesp ﬁk pk(a)[l_pA(a)]

(5.6)

+E,,,(P(@)|X,,).

En utilisant le dernier terme du c6t€ droit de (5.5), on peut ré€crire I’espérance E.,, ( Y(a) |X0bs) dans (5.6),

qui est le meilleur prédicteur de ¥(a), comme suit :

obs ps k(a)gk (a)
E d T Xobs = k - 5
ans (YO X )= 2207 O - pyc@]

obs

ou p,

n*IN,, ou n)", kes,, estle nombre d’unités [ €s,, pour lesquelles X, =x,, et N,, kes,, estle

=E,q (5k |X0bs), kes,. Sous nos hypothéses, on peut montrer que p;” =E. . (5k |n,£VP )z

nombre d’unités /e U pour lesquelles X, =x,. Ce résultat est obtenu en notant que 7,  obéit a une loi
binomiale avec le nombre d’essais N, et la probabilité p,(a). L’application du principe de I’information
manquante dans ce contexte nécessite de connaitre N,, ke€s,. Cette information est généralement
inconnue, mais si nous pouvons supposer que les vecteurs de population X, sont tous distincts (c’est-a-dire

N, =1, keU), nous pouvons entierement déterminer le chevauchement, comme cela est expliqué plus
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obs

haut, et donc p” =6;, kes,, et E,,, (‘I’(a) |Xobs) =¥(a). Dans d’autres cas moins triviaux, N, pourrait

étre modélisé au moyen, par exemple, de la distribution de Poisson.

Comme solution de rechange simple a la modélisation de N,, dans des situations ou le chevauchement
ne peut étre déterminé dans aucun des échantillons, nous proposons de remplacer W(a) dans (5.4) par son
meilleur prédicteur linéaire sans biais. Cette approche peut entrainer une légere réduction de I’efficacité par
rapport au meilleur prédicteur E,,, (‘I’(a) |X0bs), mais au moins la solution ne dépend pas des valeurs

inconnues N,, k €s,, comme cela est illustré ci-dessous.

Nous considérons le prédicteur lin¢aire sans biais suivant de ¥(a) qui utilise les données auxiliaires

disponibles des deux échantillons :

li’((l) — Z /lkﬁk Ps (u)gk (a) n z a _Ak )P (0) Psi ((l)gk (ar)

, 5.7
kesyp pk (a’)[l_pk(a)] kesp pk(a)[l_pk (“’)] ( )

ou A, k esy, Us,, sontdes constantes. L’estimateur (5.7) est conditionnellement sans biais en ce sens que
E; i (‘i’(a) -¥Y(a) ‘XS) =0, a condition que les hypothéses (A2) et (A4) soient satisfaites. En remplagant

Y(a) dans (5.4) par le terme du c6té droit de (5.7), nous obtenons la fonction d’estimation

R [H FAC) jﬁkps,k(mgk(a)

kes, k . 1_ & P
~ Dy (@) P ((1~) p.(0) 58
_ Z i[l ) P (o) J T DPs i (0)g, (o) ‘
kesp ﬁk ‘ 1- Pr ((l) Pi ((l)

Elle est sans biais par rapport a Emd conditionnellement a X ..

On obtient le meilleur prédicteur linéaire sans biais de W(a) en déterminant 4, k € s, Us,, qui
minimise la variance de prédiction var,,, (c"i’(a) —c'¥(a) ‘XS ) Sous nos trois hypothéses d’indépendance,
cette variance de prédiction est minimisée quand var,,, (47,6, +(1-4,) p, (@) I, — 1,5, |k € SypUSp,X,)
est minimisé pour chaque kes,,Us,. La constante A, est donc déterminée de fagon a ce que
A0, +(1=2,)p, (), prédise le plus précisément possible /,0,, c’est-a-dire si I’unité & se trouve dans
I’intersection des deux échantillons ou pas. En ajoutant les hypothéses (A2) et (A4), on peut montrer, apres

des calculs simples, que la valeur de 4, qui minimise la variance de prédiction est 4, = A% (@) = 1-y 7 (@),

kesgUspy, ot ¥ (a) estdonné par (2.7) aprés remplacement de 7, par 77,. Sil’on utilise 4, = 1. ()
dans (5.8), on constate que la fonction d’estimation (5.8) se réduit exactement a la fonction d’estimation
optimale IAJE’;"t (@), qui est donnée par (2.8) avec m, remplacé par 7,. Il est donc intéressant de voir que
I’utilisation de la théorie de la meilleure estimation linéaire sans biais dans une méthode de vraisemblance
de la population (voir la section 2) équivaut a I’utilisation de la théorie de la meilleure prédiction linéaire

sans biais dans une méthode de vraisemblance de 1’échantillon.

Si la probabilité de sélection 7, est observée pour toutes les unités des échantillons probabiliste et non

probabiliste, elle peut et doit étre considérée comme une variable auxiliaire potentielle a inclure dans X, .
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Si la probabilité 7, est incluse dans x,, 7, =, et on peut donc utiliser indifféremment 7, ou 7, dans
(2.8). Si &, n’est pas incluse dans x,, car elle ne semble pas expliquer J, apres avoir conditionné sur x,,
alors la théorie ci-dessus reste valide et 77, peut étre utilisée dans (2.8) comme si 7, était inconnue. Il serait
également possible de conditionner a la fois sur 7, et x,, ce qui entrainerait le remplacement de 7, par
7, dans les développements ci-dessus. La fonction d’estimation optimale (2.8) serait sans biais par rapport

a md conditionnellement a X (et inconditionnellement) si I’hypothése (A2) est satisfaite.

5.3 Sélection des variables

La fonction d’estimation (2.8) n’est pas la dérivée du logarithme d’une fonction de vraisemblance de
I’échantillon. Par conséquent, le AIC classique n’est pas applicable. Il faudrait approfondir la recherche sur
la sélection de variables quand on utilise ﬁj’f‘(a) ou ﬁ;p‘(a) pour I’estimation des probabilités de
participation. Cependant, si un grand nombre de p, sont petits, le chevauchement est une portion
négligeable de I’échantillon probabiliste et la fonction d’estimation de vraisemblance de I’échantillon (5.4)
devient approximativement équivalente a la fonction d’estimation ﬁ;”‘ (a). Par conséquent, le logarithme
de la fonction de vraisemblance de I’échantillon (5.3), si ’on omet le terme d’intersection négligeable, de
méme que ﬁffp‘(a) peuvent étre utilisés pour calculer le AIC classique et sélectionner les variables
auxiliaires pertinentes. Il semble que ce soit semblable au AIC utilis¢é par Dr. Gershunskaya et
Dr. Beresovsky dans leur étude par simulations pour la méthode de régression logistique implicite, si ce
n’est ["utilisation de la fonction d’estimation IAJ?RU (o) donnée dans (4.1). Les deux fonctions ﬁﬁ"‘“ (a) et
ﬁf;" (a) devraient étre semblables quand le chevauchement est négligeable. 11 est rassurant d’observer que
leur AIC s’est montré performant dans leur étude par simulations. Nous nous attendons a ce que cette
performance se détériore & mesure que la taille de ’échantillon non probabiliste augmente et que le

chevauchement devient non négligeable.

6. Fonction d’estimation unifiée

Continuons avec le scénario réaliste dans lequel ni {5k X ke SP} ni {I X ke SNP} n’est connu. Nous
avons décrit plusieurs méthodes pour ce scénario dans les sections précédentes, qui ont donné différentes
fonctions d’estimation. En supposant qu’on utilise 77, plutdt que 7,, elles sont toutes des cas particuliers

de la fonction d’estimation générale

0@ =T, o Fon @@= X, wlFpo]s @) (6.1)

ou h[ﬁk, pk(a)] est une fonction qui dépend de la méthode. Le tableau 6.1 fournit 1’expression de

h[ﬁk D, (a)] pour les méthodes décrites dans les sections précédentes.
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Tableau 6.1

Expression de h[ﬁ'k, D (a):| pour différentes méthodes.
Méthode Fonction d’estimation h[ﬁk, Py (a)]
CLW U.(0): (2.3)* [1-p(@)]"
WVL/pseudo-régression logistique implicite UV (@) (3.1)* [1+p, (oc)]_1
Elliott/régression logistique implicite U™ (a): (4.1) AL pk((z)]_l
Meilleure estimation/prédiction linéaire sans biais U2 (a): (2.8)** 7 [ 7 + p(0) =27, p(@)] -

* w, estremplacé par w, dans (2.3)et(3.1).
** g, est remplacé par 7, dans (2.8).

Certains auteurs (par exemple Beaumont, 2020; Chen, Li et Wu, 2020; et Rao, 2021) ont étudié la

fonction d’estimation par calage

Ucal( ) z

Zkesp kak :

kesyp p ((l)

Sa version lissée ﬁf;‘l (@), obtenue au moyen du remplacement de w, par w, dans I’équation ci-dessus, est
également un cas particulier de (6.1). A titre d’exemple, si un modéle logistique pour p,(a) est utilisé, la
fonction d’estimation (6.1) se réduit & U (a) quand A[#,,p,(a)]= {pk (@)[1-p, (a)]}fl. La fonction
d’estimation par calage n’a pas la propriété de vraisemblance du recensement, mais a une propriété implicite
de double robustesse quand un modéle linéaire entre les variables d’enquéte et les variables auxiliaires est
valide. Elle pourrait également étre facilement généralisée au scénario ou différentes variables auxiliaires
sont disponibles dans différents échantillons probabilistes, a condition que toutes les variables auxiliaires
soient observées dans I’échantillon non probabiliste. La fonction d’estimation par calage ﬁcal (a) estle cas
particulier de (2.5) avec 7, =y, (@) =—[1- p,(@)] / p,(¢) < 0. On s’attend par conséquent a ce qu’elle soit

inefficace pour I’estimation de ().

La fonction d’estimation (6.1) est sans biais par rapport a {md, a la fois inconditionnellement et
conditionnellement a X . La probabilité 77, dans (6.1) peut aussi étre remplacée par 7, si elle est disponible
dans I’échantillon non probabiliste. La fonction d’estimation (6.1) reste (conditionnellement) sans biais par
rapport a Emd si I’hypothése (A2) est satisfaite (par exemple si 7, est incluse dans x,). Si 7,, k€U sont
traitées comme étant fixes, (6.1) est également (conditionnellement) sans biais par rapport a md sous
I’hypotheése (A2). Une fonction d’estimation hybride qui n’exige pas la disponibilit¢ de 7, dans
I’échantillon non probabiliste est :

wh ﬂkapk (a)]gk (@). (6.2)

kesp

U7r7z( )= zkaw h[ﬂk’pk((’“) g, (a)— z

Elle est (conditionnellement) sans biais par rapport a Emd sans nécessiter la validité d’un modé¢le pour 7,
mais il se peut qu’elle soit moins efficace que (6.1) en raison de la variabilité des poids de sondage

probabiliste w,.
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En pratique, que (6.1) ou (6.2) soit utilisé, 77, est inconnu et il faut I’estimer. Comme souligné dans la
section 2, I’¢chantillon probabiliste peut servir a estimer w, = E, (wk |kesP,xk) par v:vk, peut-étre au
moyen de méthodes non paramétriques, comme des méthodes d’apprentissage automatique. En utilisant la
relation (2.9), 7, est estimé par ﬁk =1 / v:vk. Mentionnons que 7, = E, (ﬁk |xk) ne peut pas étre estimé en
modélisant E, ( T, | kesp,x k) et en ignorant le plan de sondage probabiliste, comme cela est parfois proposé
dans la littérature (par exemple Elliott, 2009; Elliott et Valliant, 2017). Cela s’explique par le fait que le

plan de sondage probabiliste est (fortement) informatif par rapport a la distribution de 7, étant donné x, .

Examinons maintenant le modéle des groupes homogeénes pour lequel les variables auxiliaires
partitionnent la population en G groupes et p, (@)= p, pour une unit€¢ k£ dans le groupe g. Le poids lissé
pour une unit¢ k dans le groupe g est w, =E§(Wk|kesp,g), ou s,, est ’ensemble des unités de
I’échantillon probabiliste qui se trouvent dans le groupe g. On peut I’estimer simplement par la moyenne

des poids dans le groupe g, c’est-a-dire vsvg =N . / ng , o0 N e = Z w, et ng est la taille de I’échantillon

kesp o
~

probabiliste dans le groupe g. Pour une unité¢ £ dans le groupe g, 7, = 7%8 = n§ / N .- En remplacant 7,

par 7%k dans (6.1) ou (6.2) et en résolvant les équations d’estimation (soit IAJf’?(a) =0 ou ﬁf’m (a)=0) pour
n’importe quel choix de h[ﬁk, D, (a)], on obtient f)g = n?P / N .» I’estimation de p,, ou n;P est la taille de
I’échantillon non probabiliste dans le groupe g. Si on remplace 7, par 7, dans (6.1) ou (6.2) et que
h[7,,p,(0)] dépend a la fois de 7, et p,(a), la probabilité de participation estimée dans le groupe g

n’est plus p, = n?P / N , €tn’apas de forme analytique.

Mentionnons que p, = ngp / N . peut étre supérieur a 1. Cela est plus susceptible de se produire pour les
grands échantillons non probabilistes et les petits échantillons probabilistes. Pour un vecteur général x,,
cela peut laisser supposer qu’une solution existerait moins fréquemment avec le modéle logistique (p, (@)
borné par 1) qu’avec le modéle exponentiel (p, (@) non borné). Toutefois, le modéle exponentiel peut ne

pas étre précis pour les grands échantillons non probabilistes.

Pour le modele des groupes homogenes, la solution de 1’équation d’estimation de vraisemblance de

I’échantillon U (a)=0, ou U (a) est donné dans (5.4), donne

A

AVE pg

P, = Ji
D +[1 ng}

P, ~——p

ng

comme €tant I’estimation de p,, ou né est le nombre d’unités dans I’intersection sy, M, qui se trouvent
dans le groupe g et f?g = n?P / N .- Comme on s’y attend, f)ZE est proche de p, quand p, et le taux de
chevauchement n; / ng sont petits. L’estimation de vraisemblance de 1’échantillon [7;/ " ne peut pas étre
supérieure a 1, contrairement a p,. Il s’agit d’une propriété souhaitable de la fonction d’estimation de
vraisemblance de 1’échantillon (5.4), qui résulte de 1’exploitation de I’information sur le chevauchement

entre les deux échantillons.
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7. Conclusion

Dans les sections qui précédent, nous avons décrit trois méthodes de vraisemblance pour 1’estimation
des probabilités de participation et la sélection de variables auxiliaires pertinentes qui sont valides quelles
que soient la taille des échantillons probabiliste et non probabiliste et celle du chevauchement entre les deux
échantillons. Il s’agit des méthodes de vraisemblance de la population et de pseudo-vraisemblance, décrites
a la section 2, et de la méthode de vraisemblance de 1’échantillon, décrite a la section 5. Si 1’échantillon
probabiliste est un recensement, la méthode de vraisemblance de la population est la plus efficace et doit
étre privilégiée. Si 1’échantillon probabiliste n’est pas un recensement, mais que le chevauchement est connu
dans au moins un des deux échantillons, la méthode de vraisemblance de 1’échantillon doit étre préférée a
la méthode de pseudo-vraisemblance en raison de sa plus grande efficacité. Si le chevauchement est inconnu,
la méthode de pseudo-vraisemblance de Chen, Li et Wu (2020) peut étre utilisée a la fois pour 1’estimation
des probabilités de participation et le calcul d’un AIC aux fins de sélection des variables. Cependant, la
fonction d’estimation CLW (2.3) peut ne pas étre efficace, surtout quand 1’échantillon non probabiliste est
plus grand que 1’échantillon probabiliste, parce qu’elle ne tire pas pleinement parti des données auxiliaires
disponibles. Notre fonction d’estimation optimale (2.8), ﬁ;‘“ (a), ou sa version lissée ﬁ;’;" (a), devrait étre
plus efficace que les solutions existantes, bien qu’il nous reste a le démontrer par une étude empirique. Il
faudrait également approfondir la recherche sur la sélection de variables en cas de chevauchement inconnu,
quand U () ou U (a) est utilisé, sauf dans le cas ot un grand nombre des probabilités de participation
sont petites et que le chevauchement peut étre négligé. Dans ce cas, on peut utiliser le logarithme de la
fonction de vraisemblance de 1’échantillon (5.3), en ignorant le terme de chevauchement, ainsi que ﬁ;‘” (o)

pour calculer le AIC classique.

En pratique, il est rare que les probabilités de participation estimées a partir d’un modele paramétrique
servent directement a calculer les estimations des paramétres de population finie. Souvent, on crée des
groupes homogenes par rapport a ces probabilités estimées pour protéger contre les spécifications erronées
du modgele et les poids extrémes. Il est possible que le choix d’une fonction d’estimation n’ait pas d’effet
majeur sur les estimations des parametres de population finie si I’on utilise des groupes homogenes avant
de calculer ces estimations. Néanmoins, il semble raisonnable de choisir la fonction d’estimation la plus

efficace pour I’estimation des probabilités de participation avant de créer les groupes homogenes.

L’estimation non paramétrique des probabilités de participation au moyen, par exemple, de méthodes
d’apprentissage automatique pourrait &tre utile pour protéger contre d’éventuelles spécifications erronées
du modele. Les méthodes d’apprentissage automatique existantes peuvent servir directement a modéliser
P si{6,.x:kelU } est connu. Autrement, si {8,,X,;k €5, Us P} est connu, la probabilité conditionnelle
D, peut étre modélisée au moyen de méthodes d’apprentissage automatique existantes et p, peut ensuite
étre estimée au moyen de la relation (5.1). Le cas le plus difficile se présente quand le chevauchement est
inconnu. Dans notre article principal, nous avons proposé 1’algorithme nppCART comme moyen de créer
des groupes homogenes et d’obtenir une protection contre les spécifications erronées du modele. Notre

procédure s’inspire de la méthode de pseudo-vraisemblance de Chen, Li et Wu (2020) et ne nécessite pas la
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présence d’un chevauchement négligeable entre les deux échantillons. Une solution de rechange consisterait
a envisager des méthodes d’apprentissage automatique ainsi que la méthode d’Elliott (ou la méthode de la
régression logistique implicite), comme le proposent Elliott et Valliant (2017) et Elliott (2022). L’idée
reviendrait a modéliser p, = Pr(z,. = 1|i € s*,x,.) au moyen d’une méthode d’apprentissage automatique, en
ignorant le chevauchement et, par conséquent, I’absence d’indépendance entre les observations. Ensuite, p,
serait estimé pour les unités de I’échantillon non probabiliste au moyen de la relation p, = p,/ (%, + p,),
dont on a montré la validité dans la section 4 en utilisant le cadre de Savitsky et coll. (2022). Si la plupart
des probabilités de participation sont petites, le chevauchement est une portion négligeable de 1’échantillon
probabiliste et peut donc étre ignoré. Par conséquent, cette méthode est équivalente a la proposition que
nous avons faite ci-dessus de modéliser p , au moyen d’une méthode d’apprentissage automatique, puis
d’utiliser la relation (5.1) pour estimer p,. Il reste a évaluer les performances de cette version
d’apprentissage automatique de la méthode d’Elliott (ou de la méthode de régression logistique implicite)

en cas de chevauchement non négligeable.

Dans notre article principal et dans la présente réponse, nous nous sommes concentrés sur 1’estimation
de la probabilit¢ de participation p, pour les unités de 1’échantillon non probabiliste. Une fois les
estimations p,, k € s, calculées, elles peuvent servir a estimer des paramétres de population finie, comme
des totaux ou des moyennes de population. L’estimateur pondéré par I’inverse de la probabilité¢ des
paramétres de population finie consiste a pondérer les unités de 1’échantillon non probabiliste par 1/p, .
Bien entendu, certains estimateurs utilisent plus efficacement p,, par exemple, en tirant parti d’un modele
pour les variables de I’enquéte afin d’obtenir une propriété¢ de double robustesse (par exemple Chen, Li et
Wu, 2020; Chambers, Ranjbar, Salvati et Pacini, 2022). L’exemple le plus simple, qui est courant, se
présente quand les poids 1/p, sont calés sur des totaux de population connus ou estimés de variables
auxiliaires. L’estimateur de totaux de population qui en résulte est doublement robuste en ce sens qu’il est
valide sous le modéle de participation ou sous un modéle linéaire entre les variables d’enquéte et les

variables auxiliaires.

Notre point de vue est que les statisticiens d’enquéte devraient commencer par obtenir les estimations
les plus efficaces possibles de p,, k €5, avant de les utiliser pour 1’estimation de parameétres de
population finie. Il s’agit exactement du méme point de vue que celui adopté par de nombreux statisticiens
d’enquéte pour estimer des paramétres de population finie au moyen de données tirées d’un échantillon
probabiliste. Ils commencent par leur meilleure estimation possible de la probabilité de sélection dans
I’échantillon, 7,, puis ils I'utilisent pour dériver des estimateurs efficaces des parametres de population
finie (par exemple au moyen de techniques de calage). Il se trouve que la probabilité 7, est habituellement
connue pour les échantillons probabilistes et qu’il n’est pas nécessaire de I’estimer.

Dans cette derniére remarque, nous aimerions saisir 1’occasion pour remercier chaleureusement
Prof. Partha Lahiri, rédacteur en chef invité de ce numéro spécial, de tous les efforts qu’il a déployés afin
d’organiser cette excellente collection d’articles, avec leur discussion, qui ont été présentés lors de la

conférence Morris Hansen Memorial Lecture de 2022.
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