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Résumé 

Le lissage des poids est une technique utile pour améliorer l’efficacité des estimateurs fondés sur le plan exposés 
au risque de biais en raison d’une spécification erronée du modèle. Dans le prolongement du travail de Kim et 
Skinner (2013), nous proposons d’employer le lissage des poids pour construire la vraisemblance conditionnelle 
pour une inférence analytique efficace dans le cadre d’un échantillonnage informatif. La distribution bêta prime 
peut être utilisée pour construire un modèle de paramètres pour les poids dans l’échantillon. Un test du score est 
développé pour tester les erreurs de spécifications dans le modèle de pondération. Un estimateur de prétest 
s’appuyant sur le test du score peut être élaboré naturellement. L’estimateur de prétest est presque exempt de 
biais et peut être plus efficace que l’estimateur fondé sur le plan lorsque le modèle de pondération est 
correctement spécifié ou que les poids d’origine sont très variables. Une étude par simulation limitée est présentée 
pour étudier le rendement des méthodes proposées.  

 
Mots-clés : Estimation de prétest; inférence analytique; méthode du maximum de vraisemblance conditionnelle; test du 

score. 

 
 

1. Introduction 
 

Supposons que la population finie de  ,i ix y  est une réalisation indépendante et identiquement 

distribuée du modèle de superpopulation ayant une densité de    ; ,f y x g x  où   est le paramètre 

d’intérêt et où la densité marginale de  .g  n’est aucunement spécifié. À partir de la population finie, nous 

obtenons un échantillon probabiliste A  ayant une probabilité d’inclusion de premier ordre connue de .i  

Nous observons  ,i ix y  dans l’échantillon. Nous souhaitons estimer le paramètre du modèle   à partir de 

l’échantillon complexe, qui est le problème principal dans le domaine de l’inférence analytique dans 

l’échantillonnage. Consulter Korn et Graubard (1999) et Fuller (2009, chapitre 6) pour obtenir des aperçus 

complets de l’inférence analytique dans l’échantillonnage. 

Pour réaliser une estimation efficace, nous pouvons établir la fonction de vraisemblance conditionnelle 

à partir de l’échantillon comme suit :  

     
   

     

; ,

; ,

i i i i

c
i A i i

f y x x y
L

f y x x y d y

 


  

 





 (1.1) 

où  

                                                    , ,x y E x y   (1.2) 
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est la probabilité d’inclusion conditionnelle et     est la mesure dominante. Consulter la section 8.2 de 

Kim et Shao (2021) pour obtenir des précisions sur la méthode du maximum de vraisemblance 

conditionnelle. 

Pour calculer la probabilité d’inclusion conditionnelle dans l’équation (1.2), nous pouvons utiliser la 

formule de Pfeffermann et Sverchkov (1999) :  

  
 

1
, ,

,s

E x y
E w x y

   (1.3) 

où 1w    et  
sE   est l’espérance sous la distribution échantillonnale, soit la distribution conditionnelle 

étant donné l’échantillon. 

La probabilité d’inclusion conditionnelle obtenue au moyen de l’équation (1.3) peut être utilisée pour 

calculer les poids lissés   
1

, .i i iw x y


   Le lissage des poids peut réduire la variabilité du poids 

d’échantillonnage 1
i iw    lors de l’estimation des paramètres et peut donc mener à une estimation plus 

efficace, comme l’ont expliqué Beaumont (2008) et Kim et Skinner (2013). Pour calculer l’espérance 

conditionnelle  , ,sE w x y  nous devons élaborer un modèle de régression pour ,w  qui peut être appelé un 

modèle de pondération. 

Dans le présent article, nous examinons certaines classes paramétriques particulières de modèles de 

pondération. Dans la section 2, nous présentons un modèle de pondération s’appuyant sur la distribution 

bêta prime. Dans la section 3, nous proposons un test du score pour la spécification correcte du modèle dans 

le modèle de pondération. Dans la section 4, nous présentons les résultats d’une étude par simulation limitée. 

Enfin, dans la section 5, nous concluons par notre mot de la fin. 

 
2. Modèle de pondération 
 

Étant donné que les poids d’échantillonnage satisfont l’expression  1 1, , ,iw i n  …  on suppose que 
1

iw  suit le modèle de distribution bêta :      Bêta , , 1 , .i i i im x y m x y   Ainsi, la fonction de densité 

satisfait l’expression 

      
 1 1 11 1 1, 1 ,

m m

f w x y w w
         

et l’espérance conditionnelle et la variance sont  

      
    1 1

, 1 ,
, , , et , ,

1

m x y m x y
E w x y m x y V w x y


 


 


  

respectivement, où   constitue le paramètre de précision. Le modèle logistique est un exemple de fonction 

moyenne :  

  
 
 

0 1 2

0 1 2

exp
, ; .

1 exp

x y
m x y

x y

  


  

 


  
 (2.1) 
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Il s’agit essentiellement d’un modèle de régression bêta. Pour obtenir plus de précisions sur la régression 

bêta, consulter Ferrari et Cribari-Neto (2004). 

Malheureusement, l’approche de la régression bêta ne peut pas être appliquée directement, car le modèle 

de régression ne se vérifie pas nécessairement dans l’échantillon en raison de l’échantillonnage informatif. 

Pour éviter ce problème, nous pouvons dériver la distribution des données échantillonnées. N’oublions pas 

que si  ~ Bêta ,X    alors 1 X  suit  Bêta ,   et  1 X X  suit une distribution bêta prime 

 Bêta , .   Par conséquent, 1o w   suit      Bêta 1 , , , ,i im x y m x y    et la fonction de densité 

est exprimée comme suit :  

      1 1, 1 .mf o x y o o
      

Selon le théorème de Bayes et  
11 1 ,w o
    la distribution échantillonnée de o  satisfait 

          
11 1, , 1 , , 1 ,m

sf o x y f o x y P x y w o o


       (2.2) 

ce qui entraîne        , , 1 ~ Bêta 1 , , , 1 .o x y m x y m x y      Nous obtenons ainsi :  

             
 

1
, 1 ,

, ;
s sE w x y E o x y

m x y 
    (2.3) 

et  

 

 
 

   

 
   

1 , 1
Var ,

, , 1

1 , 1

, ,

s

m x y
w x y

m x y m x y

m x y

m x y m x y








 






  

pour une taille suffisamment grande de .  Ainsi, nous obtenons la méthode suivante d’estimation de 

moments de :  

                        
  
 

2
, ; 11ˆ

1 , ;

i i i

i A i i

w m x y

n m x y






 



  (2.4) 

qui dépend du paramètre inconnu .  

Nous pouvons utiliser les paramètres du modèle estimés de la procédure d’estimation itérative suivante.  

1. Calculer  

    
   

2

0 11ˆ
1 1

i

i A

w w

n w








   

en tant qu’estimateur initial de ,  où 1 .ii S
w n w


   

2. Au moyen de 
 ˆ ,t  calculer 

 ˆ t  en trouvant le maximiseur de  

        
     ˆ ˆlog , ; ,t t

c s i i i
i S

f o x y   


    

par rapport à ,  où  
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                  
 

   
 

111
, ; , 1 ,

1
m

sf o x y o o
m m

 
 

  

   
 

   
  

et  , ; .m m x y   

3. Calculer  1ˆ t 
 en appliquant l’équation (2.4) selon 

 ˆ .t   Faire une mise à jour itérative de ̂  

et de ̂  jusqu’à la convergence.  

 
3. Test du score pour la spécification du modèle de pondération 
 

La méthode de lissage des poids de la section 2 est justifiée selon l’hypothèse que le modèle de 

pondération est correctement spécifié. En pratique, il peut être recommandé de tester la validité du modèle 

de pondération avant d’utiliser l’estimateur fondé sur le modèle. Dans la présente section, nous considérons 

une version du test du score pour la spécification du modèle. 

Supposons que ˆc  soit le maximiseur de la fonction de vraisemblance conditionnelle dans l’équation 

(1.1). Supposons que ˆd  soit l’estimateur fondé sur le plan de ,  que l’on obtient en maximisant la fonction 

du pseudo log-vraisemblance  

       1
log ; .p i i

i A i

f y 


  x  (3.1) 

L’estimateur par le pseudo maximum de vraisemblance a fait l’objet d’une discussion dans Chambers et 

Skinner (2003). Ainsi, nous pouvons mettre au point un test pour l’hypothèse nulle suivante :  

                                                               ˆ ˆ .d cE E   (3.2) 

Cependant, développer une statistique de test de type Wald pour l’hypothèse nulle de l’équation (3.2) peut 

être fastidieux, car la matrice de variance-covariance de ˆ ˆ
d c   doit être estimée. 

Au lieu de tester l’équation (3.2), nous pouvons envisager de tester l’hypothèse nulle  

   0 0
ˆ: 0,cH E S    (3.3) 

où 0  est la vraie valeur du paramètre et    1ˆ logc cS n L      est la fonction de score obtenue à partir 

de la log-vraisemblance conditionnelle dans l’équation (1.1). Démonstration :  

                                         1ˆ ; , ; , ,c i i s i i
i A

S S x y E S x Y x
n

  


      

où    ; , log ;S x y f y x      et  

       
     

   

; , , ;
; , .

, ;
s

S x y x y f y x dy
E S x Y x

x y f y x dy

  


 








  

Dans certaines conditions de régularité (Binder, 1983), nous pouvons établir que  

       ˆ ˆ 0, ,c c cn S E S N         

L

I  (3.4) 
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car ,n  où 
L

 désigne la convergence en distribution et  

                       

   

    
 

2

1

1

;
; .

;

c c

n
i i i

i i i i
i i i

E S

E S
n E S S

E

 


 
 

 







 
    

 
  

 
 


x

x
x






I

 
(3.5)

 

La statistique de test proposée est  

                
1

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
d c d c d c dT nS S   


 I   

où ˆd  est l’estimateur par le pseudo maximum de vraisemblance de 0.  Prenons note que  

             
0

ˆ 1 ,d pT T o     

car  
0

ˆ 1 ,d po    que le modèle de pondération soit vérifiable ou non. Selon l’hypothèse nulle dans 

l’équation (3.3), nous pouvons établir, au moyen de l’équation (3.4), que T  converge vers la distribution 

 2 ,q  où  .q dim   Si l’hypothèse nulle est rejetée, cela signifie que  ,x y  est incorrectement 

spécifiée dans la construction de la vraisemblance conditionnelle dans l’équation (1.1). Autrement, nous 

pouvons utiliser sans risque l’estimateur par le maximum de vraisemblance conditionnelle. 

À proprement parler, la matrice d’information dans l’équation (3.5) ne tient pas compte de l’incertitude 

de ̂  dans  ˆ, ; .i i ix y     Pour intégrer l’incertitude dans ˆ,  nous pouvons envisager une autre matrice 

d’information pour .  Le fait de ne pas tenir compte de l’incertitude dans ̂  mènera à la surestimation de 

la variance et à un test prudent. Consulter l’étude par simulation dans la section suivante. 

 
4. Étude par simulation 
 

Pour mettre à l’épreuve notre théorie, nous réalisons une étude par simulation limitée. Dans la simulation, 

nous générons une population finie de taille 10 000N   et utilisons l’échantillonnage de Poisson pour 

sélectionner un échantillon de taille attendue de 1000.n   Nous répétons cette procédure indépendamment 

1000B   fois. 

Dans chaque échantillon de Monte Carlo, nous générons  , ,i i ix y   pour 1, ,i N …  où  ~ 0, 2 ,ix  

0 1 ,i i iy x e       0 1, 0,5; 0,5 ,    2~ 0; 0,5ie N  et      , ~ Bêta , , 1 , ,i i i i i i ix y m x y m x y    

où  

                                             
 
 

0 1 2

0 1 2

exp
, ;

1 exp

x y
m x y

x y

  


  

 


  
 (4.1) 

selon 1 1,  2 1   et 0  constituant différentes valeurs pour différents scénarios afin d’assurer que 

1000.n   Dans l’étude par simulation, nous avons utilisé deux valeurs différentes de , 100   par rapport 

à 1000.   La distribution des poids est moins asymétrique pour 1000.   
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Nous avons quatre plans d’échantillonnage différents : 

Scénario 1. 100;   le modèle de pondération est correctement spécifié.  

Scénario 2. 100;   la tranche inférieure de 30 % de i  est multipliée par 0,25, c’est-à-dire que la 

tranche supérieure de 30 % de iw  dans l’ensemble de données complet est multipliée 

par 4. Par conséquent, le modèle de pondération de l’équation (4.1) n’est pas 

correctement spécifié.  

Scénario 3. 1000;   le modèle de pondération est correctement spécifié.  

Scénario 4. 1000;   la tranche inférieure de 30 % de i  est multipliée par 4, c’est-à-dire que la 

tranche supérieure de 30 % de iw  dans l’ensemble de données complet est multipliée 

par 0,25. Par conséquent, le modèle de pondération de l’équation (4.1) n’est pas 

correctement spécifié.  
 

Nous souhaitons estimer 0  et 1.  Les trois estimateurs suivants sont pris en compte.  

1. EPMV : l’estimateur par le pseudo maximum de vraisemblance ˆd  maximisant l’équation (3.1).  

2. EMVC : l’estimateur par le maximum de vraisemblance conditionnelle ˆc  maximisant l’équation 

(1.1) au moyen de     
1

, ,x y w x y


   et  ,w x y  constitue le poids lissé selon le modèle de 

pondération spécifié. Pour éviter les problèmes d’ordre numérique, nous estimons 2  selon une 

approche fondée sur le plan. 

3. Prétest : l’estimateur de prétest obtenu grâce au test du score de la section 3. Plus précisément, 

l’estimateur de prétest pré̂  pour lequel 0,05   est défini comme  

 
   2

0,95 2
pré

ˆ ˆsiˆ
ˆ sinon,

d

c

T q  




 
 


  

où  2
0,95 2q   est le quantile 0,95 de la distribution  2 2 .  

 

Le tableau 4.1 présente les biais, les erreurs-types et la racine des erreurs quadratiques moyennes 

(REQM) des trois estimateurs à l’aide des échantillons de Monte Carlo. Les résultats de la simulation 

peuvent se résumer comme suit :  

1. L’EPMV est presque sans biais pour tous les scénarios, mais il est moins efficace que les autres 

méthodes des scénarios 1 et 3, où le modèle de pondération est correctement spécifié.  

2. L’EMVC est l’estimateur le plus efficace, mais il présente des biais importants lorsque le modèle 

de pondération n’est pas correctement spécifié. Les gains d’efficacité sont supérieurs pour une 

valeur   plus petite, puisque la distribution des iw  est plus asymétrique et que l’avantage du 

lissage des poids est plus important.  

3. L’estimateur de prétest est presque exempt de biais pour tous les scénarios et peut être plus 

efficace que l’EPMV lorsque le modèle de pondération est correctement spécifié (scénarios 1 et 

3) ou que les poids d’origine sont très variables (scénario 2).  
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Tableau 4.1 

Biais de Monte Carlo, erreurs-types (ET) de Monte Carlo et racine des erreurs quadratiques moyennes (REQM) 

de Monte Carlo des trois estimateurs en fonction des échantillons de Monte Carlo 
 

Scénario Méthode 

0  1  

ET Biais REQM ET Biais REQM 
1 EPMV 0,0768 -0,001 0,0768 0,0799 0,001 0,0800 

EMVC 0,0608 -0,001 0,0608 0,0425 0,001 0,0425 
Prétest 0,0701 0,006 0,0704 0,0672 -0,004 0,0673 

2 EPMV 0,1198 -0,000 0,1198 0,1182 0,008 0,1185 
EMVC 0,0750 0,020 0,0777 0,0375 0,066 0,0764 
Prétest 0,1198 0,001 0,1198 0,1179 0,008 0,1182 

3 EPMV 0,0651 0,000 0,0651 0,0645 0,000 0,0645 
EMVC 0,0525 0,002 0,0526 0,0413 -0,002 0,0413 
Prétest 0,0561 0,003 0,0563 0,0499 -0,003 0,0500 

4 EPMV 0,0455 0,001 0,0456 0,0432 0,000 0,0432 
EMVC 0,0472 0,053 0,0713 0,0432 -0,127 0,1345 
Prétest 0,0456 0,001 0,0456 0,0433 0,000 0,0433 

Note : EPMV signifie estimateur par le pseudo maximum de vraisemblance; EMVC signifie estimateur par le maximum de 
vraisemblance conditionnelle. 

 
Les taux de rejet pour le test du score sont de 0,119, de 0,952, de 0,051 et de 0,997 pour les quatre 

scénarios, respectivement, où le niveau de signification est de 0,05.   Le taux de rejet élevé de 0,119 dans 

le scénario 1 est attribuable à l’effet de ne pas tenir compte de l’incertitude lors du lissage des poids. L’effet 

de ne pas tenir compte de l’incertitude lors du lissage des poids est négligeable dans le scénario 3, puisque 

l’effet du lissage des poids est moins important lorsque   est grand. Le taux de rejet plus élevé indique que 

le test du score est plus conservateur lorsque l’on choisit l’EMVC en employant iw  par rapport à l’EPMV. 

 
5. Mot de la fin 
 

Le présent article est dédié à la mémoire du professeur Chris Skinner. Le premier auteur a collaboré à 

divers projets avec Chris Skinner, et les premiers résultats de leurs recherches ont été publiés dans Kim et 

Skinner (2013). Lorsque Jae Kwang Kim a rendu visite à Chris Skinner à Southampton au cours de l’été 

2011, ils ont d’abord consacré leurs efforts à l’inférence analytique selon l’échantillonnage informatif en se 

penchant sur les travaux de Pfeffermann et Sverchkov (1999), mais ils n’ont pas établi de lien avec le lissage 

des poids à ce moment-là. Ils se sont plutôt concentrés principalement sur la méthode de lissage des poids. 

Environ dix ans plus tard, nous présentons une méthode reliant le lissage des poids au cadre de 

vraisemblance.  

Le lissage des poids est potentiellement utile, mais la correcte spécification du modèle est requise. 

L’estimateur de prétest s’appuyant sur le test du score de la section 3 peut être utilisé en pratique, car il 

compromet l’efficacité du lissage des poids et la robustesse de l’estimation fondée sur le plan. La façon 

d’estimer la variance de l’estimateur de prétest n’est pas examinée dans le présent article et sera étudiée à 

l’avenir. 
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