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Un plan de sondage assisté par un modele est le minimax
pour la prédiction fondée sur un modele

Robert Graham Clark!

Résumé

Les plans de sondage probabilistes sont parfois utilisés en conjonction avec des prédicteurs fondés sur un
modéle de quantités de population finie. Ces plans devraient réduire au minimum la variance anticipée (VA),
qui est la variance du prédicteur d’intérét sur la superpopulation et les processus d’échantillonnage. Le plan
optimal pour la VA est bien connu pour les estimateurs assistés par un modele qui atteignent la borne inférieure
de Godambe et Joshi pour la VA des estimateurs sans biais sous le plan de sondage. Cependant, aucun plan de
sondage probabiliste optimal n’a été trouvé pour la prédiction fondée sur un modéle, sauf dans des conditions
telles que les estimateurs fondés sur un modéle et assistés par un modéle coincident. Ces cas peuvent étre
limitatifs. Le présent article montre que la borne inférieure de Godambe et Joshi est une borne supérieure pour
la VA du meilleur estimateur linéaire sans biais d’un total de population, ou la limite supérieure est dans
I’espace de tous les ensembles de covariables. C’est pourquoi les plans optimaux assistés par un modeéle
constituent un choix raisonnable pour la prédiction fondée sur un modele en cas d’incertitude sur la forme du
modele final, comme cela se produit souvent avant la réalisation de 1’enquéte. Les simulations confirment le
résultat dans différentes situations, y compris quand la relation entre les variables cibles et auxiliaires est non
linéaire et modélisée au moyen de splines. La VA est la plus basse par rapport a la borne quand une variable
importante du plan de sondage n’est pas associée a la variable cible.

Mots-clés : Variance anticipée; inférence fondée sur un modele; échantillonnage probabiliste; enquétes-échantillons.

1 Introduction

L’inférence fondée sur un modele pour des totaux de population finie repose sur un modele
hypothétique et ne fait généralement pas référence au plan d’échantillonnage. L’échantillonnage
probabiliste, ou toute unité i a une probabilité de sélection connue =z, > 0, n’est pas strictement
nécessaire, mais il est tout de méme souvent utilisé, parce qu’il « supprime le biais conscient et
inconscient » (Valliant, Dever et Kreuter, 2013, page 310) et qu’il garantit le caractére non informatif de
I’échantillonnage, qui est requis pour la plupart des procédures fondées sur un modéle (Chambers et Clark,
2012, page 12). Sdarndal, Swensson et Wretman (1992, page 534) font remarquer que « les partisans de
I’inférence fondée sur un modéle préconisent la sélection aléatoire de 1’échantillon comme mesure de
protection contre le biais de sélection, mais les probabilités de randomisation ne jouent aucun role dans
I’inférence ». Voir aussi Lohr (2010, page 263), Chambers et Clark (2012, page 92) et Scott, Brewer et Ho
(1978), qui proposent des plans de sondage probabiliste pour les prévisions fondées sur un modele. Pour

un examen des approches fondées sur un modéle, voir aussi Valliant, Dorman et Royall (2000).

L’inférence assistée par un modele (par exemple, Sarndal et coll., 1992) est une autre méthode, dans
laquelle les estimateurs sont sans biais par rapport au plan (du moins asymptotiquement), ¢’est-a-dire sans
biais sur un échantillonnage probabiliste répété de toute population fixe. Sous cette contrainte, ils

minimisent la variance anticipée (VA), qui est la variance sur les réalisations répétées de la population a
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partir d’'un modeéle et sur un échantillonnage probabiliste répété. Dans les modéles avec erreurs
indépendantes, la VA la plus basse parmi ces estimateurs (pour tout plan de sondage probabiliste donné)
est la borne inférieure de Godambe et Joshi (BIGJ) (Godambe et Joshi, 1965). La borne inférieure est
atteinte asymptotiquement pour les modéeles linéaires par 1’estimateur par la régression généralisée, qui est

bien connu.

Les plans assistés par un modeéle sont des plans de sondage probabiliste qui visent a réduire au
minimum la VA de I’estimateur par la régression généralisée (ou, d’une maniere équivalente, 3 minimiser
la BIGJ). Ces plans de sondage optimaux pour la VA ont été calculés pour I’inférence assistée par un
modele. En particulier, le plan de sondage qui réduit au minimum la BIGJ pour une taille d’échantillon
attendue fixe pour les modeles avec indépendance a une probabilité proportionnelle a la racine carrée de la
variance d’erreur du modéle de chaque unité (o) (par exemple, Sdrndal et coll., 1992). Cela est ce qu’on
appellera un plan PPo. Le plan PPCo est une généralisation qui permet des colits unitaires inégaux
(Steel et Clark, 2014). Il n’y a pas de résultats analogues sur 1’échantillonnage probabiliste optimal pour
une prédiction fondée sur un modele, sauf dans des conditions fortes, une lacune que le présent article
comble partiellement. Isaki et Fuller (1982) ont proposé une stratégie estimation-plan, qui consiste a
utiliser le plan PP o pour la prédiction fondée sur un mode¢le. Ils ont montré que ce plan est optimal quand
les probabilités de sélection et leurs carrés se trouvent dans 1’espace des colonnes de la matrice des

covariables. Cette condition a un prix, comme le montrera la simulation réalisée dans 1’article.

Des échantillons non probabilistes optimaux ont été dérivés pour les meilleurs prédicteurs linéaires
sans biais (BLUP) fondés sur un modéle sous des mode¢les linéaires. Cela tend a donner des plans quelque
peu extrémes, ou 1’on choisit les unités ayant les valeurs les plus grandes, ou les valeurs les plus grandes et
les plus petites, parmi les variables auxiliaires (par exemple, Royall, 1970). Des plans équilibrés robustes
fondés sur un modele ont été élaborés. Dans ces plans, un ou plusieurs moments d’échantillonnage des
variables auxiliaires sont égaux aux moments de population correspondants (Royall et Herson, 1973),
tandis que les «plans suréquilibrés » respectent une contrainte différente en matiére de moments
d’échantillonnage (Scott et coll., 1978). Un autre modéle équilibré a été proposé par Kott (1986). Ces
modeles sont robustes pour les familles de solutions polynomiales autres qu’un modéle linéaire de travail.
Il ne s’agit pas de plans probabilistes, bien que certains aient proposé des plans probabilistes pour
respecter approximativement les contraintes d’équilibre (Valliant et coll., 2000, section 3.4). Des plans
probabilistes équilibrés exactement ont également été proposés (Tillé, 2006). Le choix d’une stratégie
d’équilibrage ou de suréquilibrage dépend de 1’ensemble de solutions polynomiales qui est postulé. Dans
une autre approche non probabiliste, Welsh et Wiens (2013) trouvent 1’échantillon qui réduit au minimum
la variance maximale fondée sur un modéle dans le voisinage d’un modé¢le de travail.

Le présent article calcule une borne supéricure asymptotique pour la VA du BLUP sous un
échantillonnage probabiliste. La VA est la quantité la plus pertinente pour le plan de sondage probabiliste,
méme dans le cadre fondé sur un modéle, car le calcul de la moyenne sur tous les échantillons possibles

convient avant la sélection de 1’échantillon. La borne s’applique a tout plan de sondage probabiliste et se
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situe dans 1’espace des ensembles de covariables possibles. Cela est utile pour le plan de sondage en
pratique, étant donné qu’on ne décide pas précisément du modele qui sera utilisé avant la fin de la collecte
des données. Par exemple, certaines variables du plan de sondage pourraient ne pas étre incluses dans le
modele si les données de 1’échantillon donnent a penser qu’elles sont peu pertinentes pour la variable dont
le total est estimé, mais on ne peut pas le savoir avec certitude avant la réalisation de 1’enquéte. On peut
aussi utiliser des splines, pour lesquelles le nombre et 1’emplacement des nceuds seront déterminés en
fonction des données de 1’échantillon. Il apparait que la borne supérieure est la BIGJ. Cela signifie que les
plans assistés par un modele, comme PPo et PPCo, sont des stratégies minimax pour 1’estimation
fondée sur un modele. La borne supérieure est une égalité quand le modele a une propriété particuliére,

qui est satisfaite si le modéle est suffisamment riche et comprend toutes les variables du plan de sondage.

D’autres chercheurs se sont penchés sur la relation entre le BLUP et ’estimateur par la régression
généralisée assisté par un modele, y compris des conditions dans lesquelles ces deux estimateurs sont
identiques (par exemple, Isaki et Fuller, 1982; Tam, 1988) et des modifications apportées au BLUP de
facon a ce qu’il soit équivalent a 1’estimateur par la régression généralisée aux dépens de son optimalité
selon le modele (par exemple, Brewer, Hanif et Tam, 1988; Brewer, 1999; Nedyalkova et Tillé, 2008).

Les résultats donnés ici sont nouveaux pour plusieurs raisons.

» Les résultats connus ne tiennent pas compte des situations ou a la fois I’enquéteur veut utiliser
le BLUP parce qu’il est optimal pour le modele et ou le BLUP et les estimateurs par la
régression généralisée ne sont pas égaux. On montre ici que quand les deux estimateurs sont

égaux, il s’agit, en un sens, du pire cas pour le BLUP.

*  On calcule une expression de la VA du BLUP et on montre explicitement qu’elle est inférieure
ou égale a la borne supérieure. Intuitivement, le résultat semble raisonnable, car la BIGJ est
atteinte par 1’estimateur par la régression généralisée convergent par rapport au plan de
sondage, tandis que le BLUP n’est pas assujetti a la contrainte de convergence par rapport au
plan de sondage. Toutefois, comme il n’est pas du tout évident d’apres I’expression de la VA du

BLUP que la borne supérieure s’applique, il est utile d’avoir un résultat explicite.

* Selon I’interprétation, la borne supérieure se situe dans 1’espace des choix possibles pour les
covariables x du modéle. Par conséquent, la borne supérieure est pertinente quand la personne
concevant le plan de sondage ne connait pas le modele qui sera finalement adopté apres la

collecte des données.

La section 2 présente les principaux résultats théoriques. La section 3 confirme et illustre le résultat
principal dans une étude par simulations avec une variable d’intérét Y et deux variables auxiliaires : x,
(continue) et x, (binaire). La valeur espérée de Y conditionnelle a ces variables est définie par un terme
linéaire et un terme sinusoidal en x,. Elle ne dépend pas de x,. Les probabilités de sélection sont une
fonction de x, et x,. Les BLUP sont calculés a partir du modéle ayant le critére d’information bayésien

(CIB) le plus bas a partir d’un ensemble comprenant le modéle linéaire simple en x, et des splines en x,
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de différents degrés, avec et sans x,. Le ratio de I’erreur quadratique moyenne (EQM) de la prédiction de
la simulation du BLUP par rapport a la BIGJ est soit inférieur ou égal a 1, soit 1égérement supérieur a 1

dans différentes situations. La section 4 est une discussion.

Une grande partie de la littérature comparant les estimateurs et les inférences assistés par un mode¢le et
fondés sur un modeéle s’est surtout intéressée au biais causé par des modeles mal spécifiés quand (a) la
fonction moyenne est incorrecte ou (b) certaines variables du plan sont exclues de fagon inappropriée.
Voir par exemple Hansen, Madow et Tepping (1983) et le travail réalis¢ sur leur étude par simulations par
Valliant et coll. (2000, section 3.4). La simulation de la section 3 prend en considération (a) et (b) dans
une certaine mesure, mais ce n’est pas I’objet principal de 1’article. Ici, I’objectif est de déterminer si un
statisticien qui choisit un plan fondé sur un modéle peut utiliser la BIGJ comme borne supérieure pour la
VA aux fins du plan de sondage, plutdt que de trancher entre une inférence fondée sur un modele et une
inférence fondée sur le plan. On suppose qu’un modéle suffisamment bon peut étre trouvé au moyen des
données de I’échantillon. Ce processus serait facilité si le plan minimise la VA maximale sur I’espace de
tous les modeles linéaires. Il est recommandé d’utiliser un plan PP ou PPCo en cas de grande

incertitude sur la forme du modeéle final.

2 Borne supérieure pour la VA du meilleur prédicteur linéaire sans
biais (BLUP)

Soit U = {1, ..., N} la population finie. Pour I’unité i € U, la variable d’intérét est y, et le vecteur
p des variables auxiliaires est x,;. L’échantillon (de taille n) est s et I’ensemble sans échantillonnage
est ¥ =U — s. Les variables auxiliaires sont observées pour tous les i € U tandis que y, est observé
pour ies. L’objectif est de prédire ¢, = ) _ y,. Les probabilites de sélection sont 7z, =
Plies|X,, ..., Xy, Visoeer Yy| = Pli € s|X,, ..., X ] > 0. On suppose qu’elles sont une fonction des
valeurs de population de x,. Soit t = ZieU x,ett, =) X.

La matrice n par p des valeurs d’échantillon de x, qui a les lignes x/, est notée X . La matrice
N — n par p des valeurs sans échantillonnage de x est X,. Le vecteur des valeurs d’échantillon de y

esty,.

On suppose le modéle linéaire suivant M :

Ey[v,]=B"x, 2.1
var,, [v,] = o7 = oy, (2.2)
covy [y, »,]=0 (2.3)

pour i, j € U avec i # j. Les indices M dans E,,, var,, et cov,, indiquent des distributions sur des
réalisations répétées des valeurs de population a partir du modéle. On suppose généralement que les v,

sont connus, ¢’est-a-dire que les variances d’erreur sont connues a une constante de proportionnalité pres.
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Par exemple, dans les enquétes-entreprises, v, peut étre une mesure de la taille de 1’entreprise ou de la
racine carrée de celle-ci. Les paramétres inconnus sont B et o”. Les valeurs de x, sont considérées

comme étant fixes.

Le meilleur prédicteur linéaire sans biais (BLUP) (noté 7 ,) pour une généralisation du modele M est

donné au chapitre 2 de Valliant et coll. (2000). Sa variance de prédiction fondée sur un modele est

var, (f, —1,) =t], (Za X, X] j w00 (2.4)

ies ier

(On peut I’obtenir comme cas particulier du résultat 2.2.2 de la page 29 de Valliant et coll., 2000.)
La variance attendue est définic comme étant VA (7, —¢,) = EE, (, — ¢ y)z (Isaki et Fuller, 1982).

Comme , est sans biais par rapport au modele, sa VA est égale a
VA = E var, (ty - ty).

Le théoréme 1 produira une approximation de cette VA. Le cadre asymptotique est basé sur les propriétés
asymptotiques fondées sur le plan d’Isaki et Fuller (1982). On suppose une population infinie
dénombrable i =1, 2, .... Une séquence de populations finies U, est définie par U, = {1, ..., N,} ou
N, <N, <.... Pour chaque #, un échantillon s, de taille n, est sélectionné & partir de U, par un plan
de sondage probabiliste avec des probabilités de selection 7, = Pli €s,]. D’aprés (2.7) d’Isaki et
Fuller (1982), on suppose que

0<A <my <4 (2.5)

pour certaines constantes A, et A4,. Isaki et Fuller (1982) constatent que les VA des estimateurs du total
sont habituellement O (n,) (ce qui équivaut a O(N,)) et que les totaux eux-mémes sont également
O (n,). Les moyennes de populatlon seront désignées par X, = N, z X, et I’estimateur pondéré de la

probabilité inverse de X est X =N, Z ﬂ'l(t)X (et de la méme fagon pour Y et les autres variables).

Deux nouvelles variables sont définies pour chaque unit¢ i par w,, =7,,X, (un vecteur p) et
Vig = l(t)o‘zx (une matrice P par p). Leurs moyennes de population sont U, et V, avec des
estimateurs de probabilité inverse U et V,,,.
Théoréme 1. Supposons que
limE,{ULV,10,, - UIV,'T,| = 0. (2.6)
Alors
E yvar,, (fy — ty) =VA+o(n,). 2.7

ou

VA = Z(l —7,)x! (Zﬂiaizxixir)_l Z(l - 7)X, + 2(1 —-r,)o}. (2.8)
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Remarques sur le théoreme 1.

* L’hypothese (2.6) rappelle le résultat (3.24) d’Isaki et Fuller (1982), mais elle comporte une
différence importante. Dans Isaki et Fuller (1982), les variables d’unités dépendent seulement
de i, alors qu’ici u,, et v, dépendent a la fois de i et de #, car elles ont toutes les deux un
facteur 7,,. Cependant, 7, sont bornés par (2.5), de sorte que la condition est plausible; elle

ne le serait pas si 7,,, pouvait €tre arbitrairement proche de z¢ro.

« 1l est clair que I’hypothése (2.6) est satisfaite si U, et \L7m sont convergents selon la

tr

probabilité du plan pour U, et V,, etsi V,  est inversible dans un voisinage de V,. Comme
I’indiquent Isaki et Fuller (1982) dans un commentaire sur leur condition (3.12), une exigence
d’invertibilit¢ de ce genre semble raisonnable « pour toute discussion sur 1’estimation par la

régression ».

Une borne supérieure pour la VA asymptotique sur tous les choix possibles du vecteur auxiliaire X,
sera maintenant calculée. Cela permet une incertitude quant aux variables auxiliaires qui seront finalement
incluses dans le modéle, parce qu’en général, cette décision est prise seulement aprés la collecte des
données. Par exemple, I’ensemble complet des variables utilisées dans le plan de sondage pourrait ou non
se retrouver dans le modele, ou les fonctions splines des covariables pourraient étre incluses avec des

nceuds fondés sur les données de 1’échantillon. Le théoréme 2 énonce la borne supérieure.

Théoréme 2. Soit VA la VA asymptotique définie par (2.8). Si zUﬂiO'i‘zx,xf est inversible et =; > 0

pour tous les i € U, alors
VA< (x' -1) o} (2.9)
U
avec une égalité stricte si et seulement s’il existe un vecteur p A tel que

(2.10)

1

(7' =1) o7 =4"x,
pour tous les i € U.

Le deuxiéme membre de (2.9) est la borne inférieure bien connue de Godambe et Joshi (Godambe et
Joshi, 1965) pour la VA des estimateurs sans biais par rapport au plan de sondage. Il s’agit ici d’une borne

supérieure sur 1’espace de modéle pour les BLUP fondés sur des mode¢les.
Supposons que le coit total d’exécution de I’enquéte est ZSC . plus les cotts fixes, ou C,; est le coit
associé a 1’unité d’enquéte i. Le coiit prévu est alors de C, = ZUC/Z'[. Le plan de sondage qui minimise

la borne supérieure dans (2.9) assujetti au cott fixe est le plan PPC o qui a
7, <o, [JC (2.11)

(Steel et Clark, 2014, qui ont généralisé Sarndal et coll.,, 1992, page 452) pour permettre des coiits
inégaux. Le théoréme 2 signifie que (2.11) est un plan minimax en cas d’incertitude sur la forme du

modele. Notons que seules les probabilités d’inclusion du premier ordre ont une incidence sur la VA et la
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borne, mais elles ne spécifient pas entierement le plan. On peut sélectionner les échantillons au moyen de
ces probabilités d’inclusion de plusieurs manieres (Tillé, 2006), notamment par échantillonnage
probabiliste équilibré (Nedyalkova et Tillé, 2012), ce qui améliore la robustesse par rapport a la

spécification erronée de modele.

La condition d’égalité (2.10) équivaut a une condition bien connue pour que le BLUP soit égal a
I’estimateur par la régression généralisée (formule 3 de Tam, 1988). Tam (1988) défend I’utilisation de
plans de sondage permettant de satisfaire la condition (2.10), comme PP o (a condition que le modele
comprenne une ordonnée a I’origine). En s’appuyant sur un résultat de Royall (1992), Nedyalkova et Tillé
(2008) ont montré que PP o est un plan optimal fondé sur un mod¢le en cas de colits égaux quand v, et
\/71. sont des fonctions linéaires de x,, soit une condition dite de variances explicables. Brewer et coll.
(1988) ont constaté que la condition (2.10) peut également &tre satisfaite si le modéle d’estimation
comprend une variable instrumentale, qui est une fonction appropriée des probabilités de sélection.
Cependant, dans de nombreuses circonstances, la condition (2.10) n’est pas satisfaite, parce que certaines
variables auxiliaires sont omises du modé¢le final, parce que plusieurs variables d’intérét ont différentes
structures de variance (ce qui écarte PP o), parce que les colits sont inégaux, ou parce que les variables
instrumentales sont évitées en raison de la perte d’efficacité qu’elles impliquent. Le théoréme 2 montre
que la BIGJ est une borne supérieure dans ces circonstances qui ne sont pas traitées dans les résultats de

ces auteurs. Le plan PPC o dans (2.11) est un plan minimax dans ce contexte plus général.

3 Etude par simulations

On a mené une ¢étude par simulations pour comparer la VA du BLUP et sa borne supérieure dans des
situations ou Y a une relation non linéaire avec une variable auxiliaire continue x,. Une deuxiéme
variable auxiliaire, x,, est binaire et indépendante de x, et Y. Les probabilités de sélection dépendent
de x, et x, de différentes manicres. Pour chaque scénario, 5 000 populations et échantillons ont été
produites, avec une population de 6 000 habitants et des tailles d’échantillon de 500 et 1 500, et avec
une taille de population de 100 000 et une taille d’échantillon de 25 000. Tous les programmes sont

disponibles au www.github.com/rgcstats/AVLB.

3.1 Simulation de populations

Les valeurs de population de x, étaient les quantiles {j/(101): j =1, ..., 100} d’une distribution
lognormale avec une moyenne —1/32 et un écart-type de 0,25, avec des fréquences égales de chacune de
ces 100 valeurs. Cela signifie que les x, sont positives et asymétriques a droite avec une moyenne de 1 et
un écart de 0,54 a 1,74. On a fait en sorte que les valeurs de x, soient non stochastiques et discrétisées afin
d’accélérer le calcul, de simplifier la génération de modéles lisses (voir ci-dessous) et de faciliter la
comparaison des VA avec la BIGJ en la rendant constante d’une simulation a I’autre. Une deuxiéme
variable binaire x, a pris les valeurs 0 et 1 avec une fréquence égale dans chaque valeur de x,, de sorte

que les deux covariables étaient orthogonales.
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Conditionnelles a x, et x,, les valeurs de population de ¥ ont été produites indépendamment comme

étant

E, Y = u(x,)+ ¢, (3.1)
ou

g, ~ N(0;0,25x,,). (3.2)

La fonction moyenne x (.) était une fonction lisse mais non linéaire,
w(x,)=4x, +sin(x,27/h), (3.3)

consistant en un terme linéaire et un terme sinusoidal avec une période h. Quand % est grand, () est
presque linéaire sur la gamme de x, dans la population, tandis que si /4 est petit, il y a des cycles
fréquents dans la fonction. La figure 3.1 montre la fonction moyenne pour les périodes utilisées dans la

simulation (0,5; 1; 2; 5).

___ période=0,5

---- période = 1
période =2

----- période =5

"\ T T T
0,0 0,5 1,0 1,5
X1

Figure 3.1 u(Xx,) = E[Y | x,] pour les périodes utilisées dans I’étude par simulations.

3.2 KEchantillon simulé
Les probabilités de sélection, 7, ont été établies a
7, o xp (14 ex,,) (3.4)

ou b était 0,5; 1 ou 2, soit une dépendance 1égére, moyenne ou élevée a x,,. Les valeurs de ¢ étaient 0,
0,5 ou 1,5, soit une dépendance nulle, moyenne ou élevée a x,,. (Les autres valeurs de ¢ ont également

été utilisées aux fins de la figure 3.2 seulement.)
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La deuxiéme variable auxiliaire, x,, n’est pas liée a ¥ mais elle peut avoir une incidence sur les
probabilités de sélection. On pourrait s’attendre a ce que le BLUP donne de meilleures résultats que la
BIGJ quand les probabilités de sélection dépendent de x,, étant donné que le BLUP peut étre fondé sur
un modele omettant x,, ce qui pourrait entrainer une variance plus faible. Bien entendu, il est aussi
possible que le modéele de travail omette x,, ce qui entraine un biais du BLUP, mais cela ne s’est produit
dans aucune des simulations. Pour examiner la robustesse de 1’omission incorrecte de x,, il serait
intéressant d’examiner des relations plus faibles que celles présentées a la figure 3.1, mais cela dépasse

I’objet du présent article.

Les probabilités d’inclusion sont forcées d’obéir a la proportionnalité dans (3.4), mais elles sont
tronquées vers le haut a 1 et vers le bas a 1/40 et mises a 1’échelle de sorte qu’elles s’ajoutent a la taille
d’échantillon requise aprés troncature. Les échantillons sont sélectionnés par échantillonnage systématique
a probabilités inégales avec ordonnancement aléatoire au moyen du progiciel d’échantillonnage de
R (Tillé et Matei, 2016).

3.3 Estimation du total de la population de Y

Un modele linéaire dans x, et des modeles splines dans x, comprenant entre 1 et 10 nceuds intérieurs
sont ajustés a chaque échantillon. (A propos de I’utilisation de splines dans 1’estimation d’enquéte par
sondage assistée par un modele, voir par exemple Breidt, Claeskens et Opsomer, 2005.) On définit onze
autres modeles en incluant également x, comme covariable additive. On utilise ensuite le modele ayant le
critere d’information bayésien (CIB) le plus bas pour calculer un BLUP de ¢ . Cette étape de s¢lection du
modele devrait accroitre la variabilité du prédicteur. Le BLUP fondé¢ sur le modéle linéaire simple de x,
est également calculé. On répéte le processus avec des modéles de travail, y compris la spécification de

variance correcte var,, (y,) o x,; et une spécification erronée var,, (y,) o« x;.

3.4 Résultats de simulation

Les tableaux 3.1 a 3.4 montrent les ratios des EQM de prédiction de plusieurs estimateurs BLUP par
rapport a la BIGJ (deuxiéme membre de 1’équation 2.9) pour différents plans de sondage et choix de
4 (x,). Les EQM de prédiction sont les moyennes de toutes les simulations de (fy - ty)2 de sorte

qu’elles se rapportent a la fois au modele et au plan, tout comme les résultats des théroémes 1 et 2.

Le tableau 3.1 a évalue le BLUP correspondant au modele ayant le CIB le plus bas pour une taille
d’échantillon de 500 avec des variances correctement spécifiées. Neuf plans de sondage sont présentés; ils
correspondent a trois choix pour b (soit une dépendance faible, moyenne, ou élevée des probabilités de
sélection a x,) et ¢ (soit une dépendance nulle, partielle, ou élevée des probabilités de sélection a x,).
La période / de la composante sinusoidale de #(x,) est également indiquée (voir 1’équation 3.3). Le

tableau montre que :

» Le ratio est toujours inférieur ou égal a 1 ou 1égérement supérieur a 1, ce qui concorde avec le
théoréme 2. Son écart va de 0,815 a 1,086.
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e Le ratio diminue légérement quand /% augmente. Par conséquent, quand la valeur vraic de
E, (¥|x,) est presque linéaire, le BLUP fondé sur un modéle a une EQM plus basse par
rapport a la BIGJ, alors que pour les modéles davantage non linéaires, le ratio est plus proche
de 1.

* Le ratio dépend de b dans une certaine mesure, bien que la tendance dépende des autres

parametres.

* Le ratio diminue considérablement quand ¢ augmente, avec des réductions allant jusqu’a 20 %
par rapport & ¢ = 0. Cela montre que le BLUP donne des résultats nettement meilleurs que la
BIGJ en présence d’une covariable x, qui est pertinente dans le plan, mais non pertinente pour

Y si bien qu’elle peut étre omise dans le modele d’estimation.

Le tableau 3.1b présente les résultats pour un échantillon beaucoup plus grand de 25 000 personnes sur
une population de 100 000. On a inclus ces résultats pour voir si les ratios sont inférieurs ou égaux a 1
pour les grandes valeurs n comme le prédit la théorie de la section 2. On a également utilisé¢ un plus
grand nombre de simulations pour ce panel (15000 au lieu de 5 000). Les résultats sont uniquement
présentés pour ¢ = 0 car il s’agissait des plans ayant les ratios les plus ¢levés dans le tableau 3.1a. Les
ratios du tableau 3.1b vont de 0,984 a 1,011. Les valeurs 1égérement supérieures a 1 peuvent indiquer que
le modele spline de travail ne saisit pas parfaitement les fonctions sinusoidales utilisées pour produire les

données.

Le tableau 3.2 présente les mémes situations que le tableau 3.1a, sauf que le BLUP est fondé sur un
modéle de variance incorrectement spécifiée avec o oc x? (le modéle générateur a o oc x,). Dans
I’ensemble, les ratios de ’EQM du BLUP fondé sur un modele au CIB le plus bas par rapport a la BIGJ
sont légeérement supérieurs a ceux du tableau 3.1 (généralement de moins d’un point de pourcentage). Il

reste que le ratio est presque toujours inférieur ou égal a 1, avec une valeur maximale de 1,089.

Le tableau 3.3 est identique au tableau 3.1a, sauf que la taille de I’échantillon est de 1 500 plutdt que de

500. Les ratios sont presque toujours inférieurs a ceux du tableau 3.1a. Le ratio maximal est de 1,030.

Le tableau 3.4 présente les résultats du BLUP fondé sur le modéle linéaire simple contenant seulement
X, avec une variance incorrectement spécifi¢e. La taille de 1’échantillon est de 500. Quand la période est
5, de sorte que le modele vrai est presque linéaire dans x,, ce BLUP fonctionne trés bien. Les ratios sont
alors toujours inférieurs a 1,1 et peuvent étre aussi bas que 0,790. Quand la période est 2, il y a une
courbure visible dans E (y|x,) (comme le montre la figure 3.1), mais le BLUP simple ne donne pas de
bons résultats, tous les ratios étant inférieurs a 1,2. Cependant, en cas de périodes égales a 0,5 et 1, les
ratios sont nettement supérieurs a 1, avec une valeur maximale de 3,4. Cela montre le biais important du

BLUP en cas de spécification erronée du modéle.

La mesure dans laquelle les probabilités de sélection dépendent de x, est le principal facteur

déterminant le ratio de ’EQM par rapport a la BIGJ, comme le montrent les tableaux 3.1 a 3.3. La
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figure 3.2 montre ce phénoméne de fagon plus détaillée pour une variance correctement spécifiée. La taille
de I’échantillon est 1 500 avec échantillonnage PP o de sorte que 7, oc xlol.’S. Les valeurs de ¢ (0; 0,25; ...,
3) se trouvent sur I’axe des x et les résultats sont présentés pour différentes périodes /. La figure montre
que le ratio est légérement supérieur a 1 pour ¢ = 0 et diminue de facon lissée avec ¢, a environ 0,6
quand ¢ = 3. Des périodes plus élevées h (qui reflétent une relation plus lisse entre ¥ et x,) sont
également associées a des ratios plus faibles, mais les différences sont si faibles qu’il est presque

impossible de les discerner a la figure 3.2.

Tableau 3.1
Ratios de PEQM du BLUP fondé sur un modéle spline au plus bas CIB par rapport a la borne inférieure de
Godambe et Joshi pour les tailles d’échantillon allant de 500 a 25 000 avec une variance correctement
spécifiée. Les probabilités de sélection sont proportionnelles 2 x; (1 + cX,). La période h contrdle le lissage
de E[Y |x,]

(a) taille d’échantillon de 500

plan de sondage période (h)

b c 0,5 1 2 5
0,5 0 1,086 1,064 1,052 1,057
0,5 0,5 0,990 0,963 0,951 0,956
0,5 1,5 0,340 0,827 0,308 0,815

1 0 1,033 1,015 0,997 1,006

1 0,5 1,006 0,992 0,973 0,985

1 1,5 0,877 0,859 0,854 0,858

2 0 1,080 1,063 1,035 1,081

2 0,5 1,046 1,021 0,996 1,039

2 1,5 0,870 0,353 0,339 0,856

(b) taille d’échantillon de 25 000
0,5 0 1,011 1,011 1,011 1,010
1 0 1,007 1,006 1,006 1,006
2 0 0,985 0,985 0,984 0,984
Tableau 3.2

Ratios de PEQM du BLUP fondé sur un modéle au plus bas CIB par rapport a la borne inférieure de
Godambe et Joshi pour une taille d’échantillon de 500 avec spécification erronée de la variance. Les
probabilités de sélection sont proportionnelles a2 x; (1 + cx,). La période h contrdle le lissage de E[Y |x,]

plan de sondage période (h)

b Y 0,5 1 2 5
05 0 1,089 1,068 1,055 1,061
0,5 0,5 0,996 0,967 0,959 0,962
0,5 1,5 0,852 0,830 0,819 0,825

1 0 1,033 1,012 0,998 1,001

1 0,5 1,006 0,992 0,978 0,988

1 1,5 0,886 0,863 0,854 0,862

2 0 1,078 1,061 1,035 1,047

2 0,5 1,048 1,017 0,997 1,010

2 1,5 0,878 0,857 0,842 0,856
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Tableau 3.3

Ratios de PEQM du BLUP fondé sur un modéle au plus bas CIB par rapport a la borne inférieure de
Godambe et Joshi pour une taille d’échantillon de 1500 avec une variance correctement spécifiée. Les
probabilités de sélection sont proportionnelles a2 x; (1 + cx,). La période h contrdle le lissage de E[Y |x,]

plan de sondage période (h)

b c 0,5 1 2 5
0,5 0 1,030 1,023 1,019 1,022
0,5 0,5 0,928 0,920 0,918 0,922
0,5 1,5 0,762 0,754 0,750 0,749

1 0 0,940 0,936 0,930 0,932

1 0,5 0,979 0,972 0,966 0,968

1 1,5 0,821 0,817 0,810 0,809

2 0 1,028 1,008 0,995 1,020

2 0,5 0,962 0,948 0,941 0,969

2 1,5 0,798 0,798 0,786 0,804

Tableau 3.4

Ratios de ’EQM du BLUP fondé sur un modéle linéaire simple par rapport a la borne inférieure de Godambe
et Joshi pour une taille d’échantillon de 500 avec spécification erronée de la variance. Les probabilités de
sélection sont proportionnelles 2 X} (1 + cx,). La période h contrdle le lissage de E[Y | x,]

plan de sondage période (h)

b c 0,5 1 2 5
0,5 0 3,083 2,037 1,109 1,055
0,5 0,5 2,918 1,860 1,002 0,958
0,5 1,5 2,452 1,533 0,840 0,790

1 0 3,086 1,812 1,052 1,007

1 0,5 3,006 1,792 1,016 0,979

1 1,5 2,537 1,500 0,880 0,838

2 0 3,423 2,900 1,174 1,080

2 0,5 3,243 2,693 1,111 1,025

2 1,5 2,689 2,291 0,926 0,829
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Figure 3.2 Ratios de ’TEQM du BLUP fondé sur un modéle au plus bas CIB par rapport a la borne inférieure
de Godambe et Joshi pour une taille d’échantillon de 1500 avec une variance correctement
spécifiée, comparativement a C, ou les probabilités de sélection sont proportionnelles a
X} (1 + cx,) avec b = 1. La période (h) contrdle le lissage de E[Y |X,].
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4 Discussion

La borne inférieure Godambe et Joshi est présentée ici comme une borne supérieure pour les variances
anticipées de BLUP dans un modele correct. Les EQM de simulation des BLUP fondés sur un modéle
linéaire ou spline choisi adaptativement sont toujours inférieures a la BIGJ ou juste au-dessus, y compris
en cas de spécification erronée des variances. Les EQM sont bien en dessous de la borne si une variable

du plan importante ne figure pas dans le modéle.

Le résultat de la borne supérieure dépend de I’absence de biais du BLUP par rapport au mod¢le. Dans
I’étude par simulations, les BLUP fondés sur un modé¢le incorrectement spécifié avaient des EQM
nettement supérieures a la borne. Le choix d’un modéle de travail ayant un CIB minimal dans une classe

comprenant des modeles splines a permis d’éviter ce probléme.

Une fois que les données sont disponibles, les conditions d’inférence fondée sur un modéle pour
I’échantillon sont sélectionnées. L’échantillonnage probabiliste présente néanmoins de nombreux
avantages méme s’il n’est pas la base de I’inférence (par exemple, Sarndal et coll., 1992; Valliant et coll.,
2013). A I’étape du plan, la variance anticipée est I’objectif le plus pertinent, parce qu’elle fait la moyenne
sur tous les échantillons possibles qui peuvent alors étre sélectionnés. La borne supérieure calculée ici est
pertinente a 1’étape du plan, parce qu’il y a généralement de grandes incertitudes sur la forme du mode¢le
qui sera finalement adopté (il peut y avoir des exceptions quand on dispose de données historiques ou
connexes appuyant la spécification d’un modéle ou quand on est prét a croire que le vrai modéle se trouve

dans une classe de modéles polynomiaux ou d’autres modeles spécifiques).
En pratique, il est judicieux d’adopter une stratégie consistant a :

i. etablir 7, de fagon a obtenir des valeurs faibles pour la borne supérieure Zigu (77" = 1)v, ou
les variances du mod¢le sont proportionnelles & v, (ou a une combinaison pondérée des bornes
supérieures pour plusieurs variables d’intérét), tout en respectant le cofit et les considérations
pratiques. S’il y a une seule variable d’intérét et que les colts unitaires sont proportionnels a
C,, alors 7, oc \[ v, /C, estrecommandé, car il s’agit d’une stratégie minimax;

ii. une fois que I’échantillon est sélectionné et que les données sont disponibles, choisir un modele

de régression fondé sur ces données;
iii. estimer les totaux de population au moyen des BLUP sous le mode¢le sélectionné;

iv. cela peut conduire a ce que la condition (2.10) soit respectée ou pas, selon les coiits C, et les

variables auxiliaires sélectionnées dans le modéle final.

Tous les résultats optimaux du plan de sondage, qu’ils soient fondés sur un modéle, fondés sur un plan
de sondage ou assistés par un mod¢le, reposent sur la connaissance des variances résiduelles relatives de
I’unité ou de la strate. Cela semble inévitable. Le présent article est utile lorsque la forme du modéle
moyen n’est pas connue a I’avance, car il donne une borne supérieure sur 1’espace des modeles pour la
moyenne. Il ne semble pas y avoir de borne aussi utile sur les modéles de variance possibles, si bien que la

forme du modéle de variance doit étre estimée ou supposée.
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Annexe

Démonstration du théoréme 1

De (2.4),

-1
E var, (f, -t )=E t' | Yo xx'| t t+ > (1-rx)0c? (A1)
P y y P X 1 1 1 Xi ( l) 1

ies ieU

A partir des définitions de ﬁ” et \Aﬂr et de I’hypothese (2.6), le premier terme de (A.1) devient

£ (Zornar) e f = e (VR (n9) (vR - D)

ies

=N {(X-0) V(X -0)+o(1)}. (A2)

Le résultat découle immédiatement de (A.1) et (A.2).

Lemme 1: Soit a,...,a, et b, ..., b, des scalaires ou b, > 0 pour tous les i. On suppose que

n

X,, ..., X, sont des vecteurs p. Alors

(ﬁ: al.xl) (ibixixirj (ﬁ: aixij < ia? /b, (A3)

a condition que I’inverse de la matrice existe. L’égalité dans (A.3) est obtenue si et seulement si
ab’ =L"x, (A4

pour tous les i = 1, ..., n pour certains vecteurs p A.

Démonstration du lemme 1

Soit b = Z; b,. Soit X une variable aléatoire discréte prenant les valeurs a,/b,. Soit Y une
variable aléatoire discréte prenant les valeurs x,, pour i =1, ..., n. Soit P[Y =x,, X =a,/b,]=b,/b
pour i =1, ..., n. Ecrire M, < M, si M, — M, est semi-définie négative pour toutes les matrices M

et M,. Selon le théoréme 1 de Tripathi (1999), pour tous les vecteurs aléatoires X et Y,
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E[XYT){E[YY"] " E[YX"] < E[XX"] (A.5)

a condition que I’inverse de la matrice existe. Avec ma définition de X et Y, (A.5) devient

N N -1 N N
> bblabx! {z bh'x x! } D> bblab'x, <> bbalb? (A.6)
i=1 i=1 i=1 i=1

ce qui donne directement (A.3). Tripathi (1999) énonce que I’égalité est nette si

X%, + Y™, =0 (A7)

avec une probabilité de 1 pour certaines valeurs A, de la méme dimension que X et 4, de la méme
dimension que Y. Ici, (A.7) devient
ab'A, =x!\,

pour tous les i, ce qui équivaut a (A.4).

Démonstration du théoréme 2

Soit @, =1 — 7, et b, = ,0,°. Pour le lemme 1,

1
VA =Z(1—7ri)xir(27rioi2xixirj Z(l—ﬂi)xir +Z(1—7Z’i)0'i2
U U U U
< Z(l - 7rl.)2 rlol + Z(l - r,)o}
U U
= Z(l - ”i)”f_laiz (1-7m +7)
U

- ;(”;1 - 1)o?

avec une égalité stricte si et seulement si

Ax, =ab =(z" -1) 0]

1 1

pour certains vecteurs A.
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