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Nouveau mode d’estimation d’un modele logistique
cumulatif avec des données d’enquétes a plans complexes

Phillip S. Kott et Peter Frechtel!

Résumé

Quand on ajuste une variable catégorique ordonnée a L > 2 niveaux a un ensemble de covariables sur données
d’enquétes a plans complexes, on suppose communément que les éléments de la population suivent un modele
simple de régression logistique cumulative (modele de régression logistique a cotes proportionnelles). Cela
signifie que la probabilité que la variable catégorique se situe & un certain niveau ou au-dessous est une fonction
logistique binaire des covariables du modele. Ajoutons, sauf pour I’ordonnée a I’origine, les valeurs des
parametres de régression logistique sont les mémes a chaque niveau. La méthode « fondée sur le plan » classique
servant a ajuster le modele a cotes proportionnelles est fondée sur le pseudo-maximum de vraisemblance. Nous
comparons les estimations calculées par cette méthode a celles d’un traitement dans un cadre basé sur un modéle
robuste sensible au plan. Nous indiquons par un simple exemple numérique en quoi les estimations tirées de ces
deux traitements peuvent différer. La nouvelle méthode peut facilement s’élargir pour ajuster un modele
logistique cumulatif général ou I’hypothese du parallélisme peut ne pas se vérifier. Un test de cette hypothése
peut aisément s’ensuivre.

Mots-clés : Hypothese du parallélisme; estimation sensible au plan; modéle standard; modeéle élargi.

1 Introduction : Ajustement d’un modéle de régression avec des
données d’enquétes a plans complexes

Notre propos est de présenter un nouveau mode d’estimation d’un modele logistique cumulatif (aussi
appelé modeéle logistique ordinal ou modéle de régression ordinale), soit un modele de régression avec une
variable dépendante catégorique comptant plus de deux catégories ordonnées, sur des données d’enquétes a
plans complexes. Les méthodes standard d’estimation ne peuvent s’appliquer avec la plupart des logiciels
« basés sur le plan» classiques, comme SAS (SAS Institute Inc., 2015), sauf si I’« hypothése de
parallélisme » se vérifie comme nous le verrons.

Ce sont Fuller (1975) pour la régression linéaire et Binder (1983) plus généralement qui ont introduit le
cadre standard « fondé sur le plan » pour ajuster un modéle de régression a des données d’enquéte. Un tel
cadre traite la population finie comme la réalisation d’essais indépendants d’une population conceptuelle.
En principe, il serait possible de calculer un estimateur de régression en maximum de vraisemblance a partir
des valeurs d’une population finie. Avec le cadre Fuller/Binder, le but est d’estimer a partir de données
d’enquéte I’estimateur conceptuel du maximum de vraisemblance ou sa limite quand la population croit
arbitrairement. C’est ce que Skinner (1989) appelle I’approche par « pseudo-maximum de vraisemblance ».

Kott (2018) décrit une nouvelle méthode basée sur un modele pour estimer des modéles de régression
avec des données d’enquétes a plans complexes qu’on peut qualifier d’estimation par modéle robuste
« sensible au plan ». A la suite de Kott (2007), nous définissons le modéle standard de cette approche de la
maniere suivante :
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v, = f(xIB)+¢,, ou E(g]x,)=0. (1.1)

Sous un aspect trés général, le modéle standard impose une restriction clé dans I’équation (1.1):
E(g,) =0, quelle que soit la valeur de x,. L’hypothése peut ne pas se Vérifier et le modéle standard
pourrait ne pas convenir a la population analysée.

Dans le modéle élargi, E (¢,|x,) = 0 al’équation (1.1) est remplacé par E (x,&,) = 0. A la différence
du modele standard, le modele élargi robuste plus général échoue rarement.

Avec une population indépendante et identiquement distribuée (iid) U de N éléments, on voit d’emblée
que

plim{N=3" [y, - f(xIB)]x,| =0

sous le modéle élargi. Avec un échantillon complexe S a poids {w,}, dont chacun est (presque) égal &
I’inverse de la probabilité de sélection de I’élément correspondant,

plim{N=Y w, [y, - f(xIB)]x,} =0 (1.2)

sous des conditions légéres sur le plan de sondage. Le « presque » entre parenthéses doit étre ajouté lorsque
les poids comprennent des corrections pour non-réponse totale ou erreurs de couverture dans la base de
sondage dont I’analyste suppose qu’on a tenu compte d’une maniére asymptotiquement non biaisée. Les
corrections de poids par calage a des fins d’efficacité statistique sont une autre raison d’ajouter ce
« presque ».

Que I’analyste suppose que le modele standard ou le modéle élargi vaut pour la population, résoudre
pour b dans I’équation d’estimation pondérée (Godambe et Thompson, 1986)

stk [y = f(xib)] x, =0 (1.3)

procure un estimateur cohérent pour B sous des conditions légéres.

L’équation d’estimation en pseudo-maximum de vraisemblance dans Binder est

IR L IS )

k
ou v, = E(g?|x,). Pour une régression logistique, de Poisson ou linéaire par les moindres carrés
ordinaires (MCO), f’(xIB)/v, = 1. Cette égalité pourrait néanmoins ne pas se vérifier dans le cas d’une
régression linéaire par les moindres carrés généraux (MCG), et ce, méme lorsque les éléments ne sont pas
corrélés. Elle peut aussi ne pas tenir pour un modele de régression logistique cumulative.

Celui-ci est un modele de régression logistique multinomiale pour L catégories dans un ordre naturel
(toujours, souvent, parfois, jamais, etc.). L’appartenance a la premiére catégorie, a la premiére ou deuxiéme
et a la premiere, deuxiéme ou troisieme, etc., suivrait par hypothese dans chaque cas un modele logistique.

Le modeéle logistique cumulatif général est (i on sépare I’ordonnée a I’origine du reste des covariables)
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ex )+ 8,
E(y,|x,)= Pla, - xiB) pour £ =1,..., L -1,
V 1+exp(e, +xIB,)

ou y, =1 quand & appartient & une des premiéres catégories ¢ (la valeur est O dans les autres cas).
L’ hypothése du parallélisme est que B, = B pour toutes les valeurs entiéres de ¢ inférieuresa L, chacune
des valeurs en question ayant sa propre ordonnées a I’origine («,). Avec I’hypothése du parallélisme, le
modele logistique cumulatif est souvent ce qu’on appelle un modéle a cotes proportionnelles. Nous
emploierons le terme « modele logistique cumulatif simple », bien qu’on parle couramment du modéle
logistique cumulatif (ou du modéle logistique ordinal).

On peut trouver les a, et b, qui satisfont I’équation d’estimation :

ex +xTh, 1
> W v - pla, - xib,) =0 pour /=1,.., L-1 (1.4)
kes 1+exp(a, -xfb,)]|x,

pour estimer le modéle logistique cumulatif général. Ce n’est pas la I’équation d’estimation en pseudo-
maximum de vraisemblance dans la routine surveylogistic de SAS/STAT 14.1 (An (2002, page 7) examine
I’équation d’estimation en pseudo-maximum de vraisemblance multivariée ajustée par cette procédure) dans
la routine logistic de SUDAAN 11 (Research Triangle Institute, 2012) ou dans la routine gologit2 de
STATA (Williams, 2005) pour le modéle logistique cumulatif simple. Seule la routine de STATA permet
la variationde b,.

Avec L catégories nominales et des données d’enquétes a plans complexes, SAS et SUDAAN peuvent

ajuster le modéle logistique multinomial général,

exp(aﬂ N X/TB/:)
L-1
1+ exp(a, - x{B,)

E(yéklxk)z pour /=1, ..., L-1,

avec y, =1, ou k estdansla ¢¢ categorie, 0 sinon. Ce n’est pas la laméme chose que le modéle logistique
cumulatif général que ces mémes programmes ne peuvent estimer avec des données d’enquétes a plans
complexes.

Dans la suite du texte, nous présentons un modeste exemple de modeéle logistique cumulatif simple. Avec
des données d’enquétes a plans complexes, nous ajustons le modéle tant par la technique de pseudo-
maximum de vraisemblance que par I’équation (1.4). Dans ce dernier cas, nous créons un jeu de données
avec L —1 observations pour chaque répondant 4 (a noter que y,,, ..., ¥, ;, sont dans la méme unité
primaire d’échantillonnage). Nous suivons Kott (2018) et appelons ce mode d’ajustement la technique
« sensible au plan », bien que, strictement parlant, il soit basé sur un modéle. L’approche par pseudo-
maximum de vraisemblance est également sensible aux poids de sondage et aux autres aspects du plan de
sondage.

L article teste ensuite I’hypothése du parallélisme. Un exemple simple sera présenté a la section 2 et une
discussion conclura I’article a la section 3.
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2 Un exemple simple

La National Survey on Drug Use and Health (NSDUH) est une enquéte annuelle auprés de la population
civile hors établissement agée de 12 ans et plus aux Etats-Unis. A I’aide des données de 2006 & 2010 de la
NSDUH, nous nous attachons & une question d’enquéte posée a des adolescents (de 12 & 17 ans) ayant regu
un traitement contre la dépression dans la derniére année :

Dans les 12 derniers mois, a quel point le traitement ou le counselling vous a-t-il aidé?

Les réponses viables étaient pas du tout (I), un peu (2), dans une certaine mesure (3), beaucoup (4) et
extrémement (5).

Nous avons écarté les réponses manquantes ou non valides tant a cette question qu’a la question de savoir
si le répondant avait recu ou non un traitement contre la dépression la derniere année. Nous reviendrons sur
cette pratique a la section « Discussion ».

En nous servant de SAS, nous avons estimé le modele logistique cumulatif simple qui suit :

: d.
E(y,|x,)= expla, + meds, ) pour £ =1,..., L -1, (2.2)
‘ 1+ exp(a, + meds, f)

ou meds =1 quand le répondant k& avait des médicaments contre la dépression (la valeur est 0 dans les
autres cas) avec I’approche en pseudo-maximum de vraisemblance et avec la technique sensible au plan.
Dans le cas de I’estimation en pseudo-maximum de vraisemblance, nous avons inversé I’ordre des réponses
avec y,, =1 ou k£ arepondu que le traitement (ou le counselling) I’avait extrémement aidé, avec y,, =1
ou k£ arépondu que le traitement I’avait extrémement ou beaucoup aidé, avec y,, =1 ou £ arépondu que
le traitement I’avait aidé plus qu’un peu, et avec y,, =1 ou & arépondu que le traitement I’avait aidé au
moins un peu. Il y avait enfin y,, =1-y,, =1 ou &k arépondu que le traitement ne I’avait pas aide du
tout. Dans SAS, cela veut dire que la variable dépendante Y était égale a 1 en cas d’aide extréme, a 2 en
cas d’aide importante, etc., jusqu’a 5 en cas d’aide tout a fait inefficace.

Pour la technique srensible au plan, nous avons créé quatre observations a partir de £ dans un nouveau
jeu de données. Avec la i¢ observation notée C =i dans SAS, variable (catégorique) de classe ajoutée a
I’énoncé du modéle, nous avons créé une variable dépendante (D) égale a y, a I’équation (2.1). Nous
devions ajouter EVENT =« 1 » aprées D dans I’énoncé du modéle, parce que nous modélisons quand D = 1.

Le code SAS des deux techniques d’estimation figure en annexe. Le jeu de données NSDUH que nous
avons utilisé comptait 60 strates de variance avec deux unités primaires d’échantillonnage (UPE) de
variance dans chacune et des poids d’analyse fondés sur les probabilités de sélection et la réponse des unités.

Nous présentons respectivement aux tableaux 2.1 et 2.2 les estimations des parametres obtenues avec
SAS avec les approches en pseudo-maximum de vraisemblance et sensible au plan. Au tableau 2.1,
I’Ordonnée a I'origine =i est I’estimation en pseudo-maximum de vraisemblance de ¢, a I’équation
(2.1). La somme de I’Ordonnée a I’origine et C =i au tableau 2.2 est I’estimation sensible au plan pour
a, quand i =1, 2 ou 3. L estimation sensible au plan pour «,, est|’ordonnée a I’origine au tableau 2.2,
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moins la somme [C = 1]+ [C = 2] + [C = 3]. Enfin (et plus simplement), meds dans les deux tableaux
estime /.

Dans tous les cas, les estimations d’un méme paramétre sont proches dans les deux tableaux. La hausse
en pourcentage de chaque niveau de satisfaction a I’égard du traitement par administration de médicaments
contre la dépression (estimation pour S) est en gros de 45 % (dans notre examen des résultats des
régressions logistiques, nous traitons les différences de cotes logarithmiques comme égales aux différences
en pourcentage des cotes, bien que ce ne soit qu’approximativement vrai). La quasi-égalité fait voir que
I’hypothese de parallélisme n’est pas violée par nos données NSDUH.

Tableau 2.1
Estimation en pseudo-maximum de vraisemblance du modéle logistique cumulatif simple
Paramétre Estimation Erreur-type Valeur t Pr>|t]|
Ordonnée a I’origine 1 -2,2917 0,0913 -25,10 < 0,0001
Ordonnée a I’origine 2 -0,7617 0,0685 -11,11 < 0,0001
Ordonnée a I’origine 3 0,2511 0,0624 4,02 0,0002
Ordonnée a I’origine 4 1,3695 0,0739 18,53 <0,0001
meds 0,4516 0,0965 4,68 < 0,0001
NOTA : Le nombre de degrés de liberté des tests ¢ est de 60.
Tableau 2.2
Estimation sensible au plan du modéle logistique cumulatif simple
Paramétre Estimation Erreur-type Valeur t Pr>|t|
Ordonnée a I’origine -0,3591 0,0583 -6,16 <0,0001
Cc1 -1,9329 0,0592 -32,63 < 0,0001
c2 -0,4039 0,0356 -11,33 < 0,0001
Cc3 0,6087 0,0392 15,52 < 0,0001
meds 0,4498 0,0955 4,71 < 0,0001

NOTA : Le nombre de degrés de liberté des tests ¢ est de 60.

On peut directement vérifier I’hypothése du parallélisme en ajoutant une variable de classe M au jeu de
données sensible au plan avec :

M=1si C=1et meds =1,
M=2 si C=2 et meds =1,
M=3si C=3 et meds =1, et

M =4 dans les autres cas.

Si elle est ajoutée a I’énoncé du modéle dans SAS, la variable de classe M appréhende les différences
d’incidence de I’administration de médicaments contre la dépression dans la derniére année sur les niveaux
de satisfaction a I’égard du traitement. Ainsi, la hausse des cotes estimée en pourcentage d’une satisfaction
extréme est, selon le tableau 2.3 de 0,3816 (& partir de meds), plus 0,0717 (& partir de M = 1) ou de 45,33 %.
Les autres hausses en pourcentage sont moindres, mais aucune n’est statistiguement différente des autres.
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Nous le constatons par la valeur F extrémement faible de M au tableau 2.4. Ajoutons qu’aucune des valeurs
¢t pour un M au tableau 2.3 n’est significative méme au niveau 0,5 (10 fois la valeur standard de 0,05).

Tableau 2.3
Estimation du modéle logistique cumulatif général
Paramétre Estimation Erreur-type Valeur t Pr>|t|
Ordonnée a I’origine -0,2919 0,1270 -2,30 0,0251
C1 -1,9636 0,0806 -24,37 < 0,0001
Cc2 -0,4104 0,0440 -9,33 < 0,0001
Cc3 0,6202 0,0490 12,66 <0,0001
Meds 0,3816 0,1452 2,63 0,0109
M1 0,0717 0,1273 0,56 0,5754
M2 0,0234 0,0652 0,36 0,7215
M 3 -0,0236 0,0719 -0,33 0,7439

NOTA : Le nombre de degrés de liberté des tests ¢ est de 60.

Tableau 2.4
Tests F du modéle logistique cumulatif général
Effet Valeur F DL numérateur DL dénominateur Pr>F
C 280,39 3 58 <0,0001
Meds 6,91 1 60 0,0109
M 0,16 3 58 0,9239

3 Discussion

S’il y a plus d’une variable explicative dans le modele logistique cumulatif, chacune doit étre testée
comme meds 1’a été a la section précédente. Il s’agit d’ajouter une variable de classe analogue dans chaque
cas. On peut effectuer un test F général pour vérifier si chaque variable de classe n’est pas significative (au
niveau 0,05, disons). Une meilleure approche avec des données d’enquétes a plans complexes consisterait
a suivre Korn et Graubard (1990) et & employer le test ¢ simple ajusté de Bonferroni. Pour une signification
au niveau 0,05, nous calculerons les valeurs ¢ pour chaque composante testée de chaque variable de classe
ajoutée (il y en a trois au tableau 2.3), puis nous comparerons la valeur p de la plus petite a 0,05/le nombre
de composantes testées.

Un avantage avec I’approche sensible au plan basée sur un modele dans I’ajustement d’un modele
logistique cumulatif simple par rapport & une approche en pseudo-maximum de vraisemblance ne ressort
pas avec nos données de la NSDUH. Quand I’hypothése du parallélisme ne se vérifie pas et qu’un modéle
élargi est ajusté, la satisfaction de la premiere « équation » en (1.4) nous assure que

exp(a, + x,b)

. — pour £ =1,..., L-1. (3.2)
1+ ZH exp(a, +x,b)

Zkes WiV = ZkeSW

Statistique Canada, n° 12-001-X au catalogue



Techniques d’enquéte, juin 2019 367

Quand x, méme est une variable catégorique a plusieurs niveaux (une seule composante de x, =
(xkl, ey ku) est 1 et les autres composantes sont 0), I’équation (3.1) garantit que la moyenne pondérée de
¥, pour chaque catégorie x (composante de x, ) et le niveau cumulatif ¢ est égale a la valeur prédite que
décrit I’équation

. = exp(a, +be)/{l+Zexp(a +be)}

ce qui a tout d’une propriété raisonnable. L’équation (1.4) est simplement une extension de la propriété a
un x, plus général.

Dans I’exemple de la NSDUH, on pouvait voir, sans que la portée soit générale, qu’il était légerement
plus efficace d’utiliser I’approche sensible au plan que I’approche en pseudo-maximum de vraisemblance.
C’est ce qu’on peut constater en comparant les valeurs ¢ de meds (inverses des coefficients de variation
estimés respectifs) aux tableaux 2.1 et 2.2. Si nous faisons abstraction des poids d’analyse, des strates et des
grappes (en fixant les poids et les strates a 1 et en traitant chaque répondant comme une unité primaire
d’échantillonnage), le résultat s’inverse, comme on pouvait s’y attendre. Le point a faire valoir ici est qu’une
approche en pseudo-maximum de vraisemblance sur données d’enquétes a plans complexes est
véritablement « pseudo » (dans le cas qui nous occupe, c’est probablement vrai en raison de I’incidence des
poids sur les estimations).

Enfin, le jeu de données que nous avons créé retranchait les observations répondantes avec des valeurs
manquantes pour les variables dépendante et meds. Lorsqu’on ajuste le modéle élargi, cela n’est valide (les
estimations résultantes sont asymptotiqguement non biaisées dans ce cas) que si un répondant du champ
d’enquéte — un adolescent traité pour dépression I’année précédente — est retranché entiérement au hasard.
Dans I’ajustement du modeéle standard, la probabilité d’étre retranché est fonction seulement du fait que
I’adolescent dans I’enquéte ait pris des médicaments contre la dépression I’année précédente, et de rien
d’autre. On userait alors de prudence en ajoutant au modele des variables qui ne sont jamais manguantes,
méme quand elles ne sont pas significatives. Si nous ajoutons des variables de classe pour I’age, le sexe, la
race-ethnicité, I’appartenance urbaine et le revenu familial (toutes font I’objet d’une imputation si elles
manquent dans le cadre de la NSDUH) & notre modéle logistique cumulatif simple, aucune n’est
significative au niveau 0,05. Les principaux résultats ne changent pas outre mesure (I’estimation de g
monte d’environ 0,45 a 0,50) bien que la valeur ¢ de meds soit moindre dans I’approche sensible au plan
(b,.. =0,4948; ¢, . =5,49) que dans I’approche en pseudo-maximum de vraisemblance (b

0,4987; ¢, =5,52).

1 " meds

meds

Annexe

/* PML est un jeu de données pour des adolescents ayant répondu a la NSDUH dans les années d’enquéte
2006 a 2010 et déclaré avoir été traités contre la dépression et avoir pris des médicaments contre cette
maladie. Les variables sont les suivantes :
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Y = 1, traitement extrémement utile; Y = 2, traitement largement utile; Y = 3, traitement utile dans une
certaine mesure; Y = 4, traitement un peu utile; Y = 5, traitement inutile;

meds = 1 en cas d’administration de médicaments contre la dépression, 0 dans les autres cas;
VESTR, strate de variance;

VEPSU, unité primaire d’échantillonnage de variance;

IDNUM, numéro d’identification du répondant;

ANALWT, poids d’analyse.

Ce jeu de données sert a I’estimation en pseudo-maximum de vraisemblance du modele logistique cumulatif
simple et a la création du jeu de données DS_SIMPLE, qui permet d’estimer ce méme modele logistique
cumulatif simple avec une approche sensible au plan. On I’emploie pour créer le jeu de données
DS_GENERAL pour une estimation sensible au plan du modéle logistique cumulatif général. */

DATA DS_SIMPLE; SET PML; BY VESTR VEPSU IDNUM,;
D=0;

C=1;IFY<2THEND =1; OUTPUT;
C=2;IFY<3THEN D =1; OUTPUT;
C=3;IFY<4THEN D =1; OUTPUT;
C=4;IFY<5THEN D =1; OUTPUT;

DATA DS_GENERAL,; SET DS_SIMPLE;
M =4;

IFC=1AND MEDS=1THEN M =1;
IFC=2AND MEDS=1THEN M = 2;
IFC=3AND MEDS=1THEN M = 3;

[*PROC ci-apres sert a produire le tableau 2.1*/

PROC SURVEYLOGISTIC DATA = PML; CLUSTER VEPSU,;
MODEL Y = MEDS;
STRATA VESTR; WEIGHT ANALWT; RUN;

/*PROC ci-aprés sert a produire le tableau 2.2*/

PROC SURVEYLOGISTIC DATA = DS_SIMPLE; CLASS C;
CLUSTER VEPSU;

MODEL D(EVENT ='1") = C MEDS;

STRATA VESTR; WEIGHT ANALWT; RUN;

[*PROC ci-aprés sert a produire les tableaux 2.3 et 2.4*/

PROC SURVEYLOGISTIC DATA =DS_GENERAL,; CLASS M C;
CLUSTER VEPSU,;

MODEL D(EVENT ='1") = C MEDS M;

STRATA VESTR; WEIGHT ANALWT; RUN.
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