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Linéarisation contre Bootstrap pour estimer la variance de
I’évolution de I’indice de Gini

Guillaume Chauvet et Camelia Gogat

Résumé

Le présent article traite de 1’estimation de la variance par linéarisation ou par bootstrap pour I’indice de Gini, et
pour I’évolution de cet indice entre deux périodes. Dans le cas d’un seul échantillon, nous adoptons 1’approche
de linéarisation par la fonction d’influence proposée par Deville (1999), la méthode du bootstrap sans remise
proposée par Gross (1980) pour I’échantillonnage aléatoire simple sans remise, et la méthode de tirage avec
remise des unités primaires d’écrite dans Rao et Wu (1988) pour I’échantillonnage a plusieurs degrés. Pour
obtenir un estimateur de variance dans le cas de deux échantillons, nous utilisons la technique de linéarisation au
moyen de fonctions d’influence partielles (Goga, Deville et Ruiz-Gazen, 2009). Nous élaborons aussi une
extension des procédures bootstrap étudiées a 1’échantillonnage bidimensionnel. Les deux approches sont
comparées sur des données simulées.

Mots-clés : Estimateur composite; estimateur de Horvitz-Thompson; fonction d’influence; estimateur « intersection »;

poids de rééchantillonnage; sondage a deux échantillons; plan d’échantillonnage bidimensionnel; estimateur
« union »; estimation de la variance.

1 Introduction

L’indice de Gini (Gini, 1914) est I’une des mesures de concentration les plus connues dont I’utilisation
est fréquente dans les études économiques. Si )i désigne une variable quantitative positive, telle que le

revenu, et F) (-), sa fonction de répartition définie sur | — oo, co[, I’indice de Gini est donné par

_ l“.|v—u|dF(u)dF(v)

@ 2 IudF(u)

B

en supposant que IudF (#) # 0. L’indice de Gini mesure la dispersion d’une variable quantitative positive
a ’intérieur d’une population. Habituellement, les instituts de statistique se servent de 1’indice de Gini pour
évaluer les inégalités de revenu dans un pays a différentes périodes, ou entre différents pays a la méme
période. Au cours des derni¢res décennies, I’indice de Gini a également été utilisé¢ dans les domaines de
I’économie et de la sociodémographie (voir, par exemple, Navarro, Muntaner, Borrell, Benach, Quiroga,
Rodriguez-Sanz, Verges et Pasarin, 2006; Bhattacharya, 2007; Lai, Huang, Risser et Kapadia, 2008; Barrett
et Donald, 2009), de la biologie (Graczyk, 2007), de I’environnement (Druckman et Jackson, 2008; Groves-
Kirkby, Denman et Phillips, 2009) ou de I’astrophysique (Lisker, 2008).

Il existe une abondante littérature sur 1’estimation de la variance de I’indice de Gini pour des observations
tirées de données de sondage; pour une revue, voir Langel et Tillé (2013). Glasser (1962) et Sandstrom,
Wretman et Walden (1985) ont étudi€ le cas de I’échantillonnage aléatoire simple. Sandstrom, Wretman et
Walden (1988) ont dressé la liste d’estimateurs de variance possibles pour un plan d’échantillonnage
général, y compris un estimateur de variance par le jackknife. Cette derniére approche a été étudiée plus en

1. Guillaume Chauvet, Université Rennes, ENSAI, CNRS, IRMAR - UMR 6625, F-35000 Rennes, France. Courriel : chauvet@ensai.fr; Camelia
Goga, Laboratoire des Mathématiques de Besangon, Université de Bourgogne Franche-Comté, UMR 6623, Besangon Cedex, France. Courriel :
camelia.goga@univ-fcomte.fr.
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détail par Yitzhaki (1991), Karagiannis et Kovacevi¢ (2000), et Berger (2008). Kovacevi¢ et Binder (1997)
ont exploré 1’estimation de la variance par linéarisation, et Berger (2008) a démontré 1’équivalence entre la
linéarisation et une technique de jackknife généralisée que Campbell (1980) avait été le premier a suggérer.
Qin, Rao et Wu (2010) ont proposé des intervalles de confiance fondés sur le bootstrap et sur la
vraisemblance empirique pour 1’indice de Gini. IIs ont procédé a 1I’étude théorique ainsi qu’empirique de
ces méthodes dans le cas particulier de 1’échantillonnage aléatoire simple avec remise stratifié. En revanche,
pour I’évolution de I’indice de Gini, I’estimation de la variance par bootstrap n’a pas été¢ comparée a d’autres

méthodes.

Dans le présent article, nous examinons la linéarisation comparativement au bootstrap pour estimer
I’évolution de I’indice de Gini. La présentation de Iarticle est la suivante. A la section 2, nous examinons
d’abord I’estimation de I’indice de Gini dans le cas d’un seul échantillon. La notation est définie a la
section 2.1, et I’estimateur par substitution de I’indice de Gini est présenté a la section 2.2. L estimateur de
variance par linéarisation est donné a la section 2.3, avec une application a un plan d’échantillonnage
aléatoire simple (SI) et a un plan d’échantillonnage a plusieurs degrés. Les principes fondamentaux du
bootstrap pondéré sont passés briévement en revue au début de la section 2.4, et le bootstrap sans remise
(BWO pour Bootstrap Without Replacement) approprié pour 1’échantillonnage SI est présenté a la
section 2.4.1, tandis que le bootstrap avec remise des unités primaires d’échantillonnage (BWR pour
Bootstrap With Replacement) approprié pour 1’échantillonnage a plusieurs degrés est présenté a la
section 2.4.2. A la section 3, nous considérons 1’estimation de 1’évolution de I’indice de Gini dans le cas de
deux échantillons. La notation est définie a la section 3.1, et les principes de 1’estimation composite qui est
appliquée sont examinés briévement a la section 3.1.1 pour le plan SI bidimensionnel (SI2), et a la
section 3.1.2, pour un plan d’échantillonnage a deux degrés bidimensionnel (MULT2). L’estimateur
composite de la variation de I’indice de Gini est présenté a la section 3.2. L’estimateur de variance par
linéarisation au moyen des fonctions d’influence partielles est donné a la section 3.3, avec application au
plan SI2 et au plan MULT?2. Les extensions du BWO pour le plan SI2 et du BWR pour le plan MULT2 sont
présentées a la section 3.4. La méthode de linéarisation et les méthodes bootstrap proposées sont comparées

a la section 4 au moyen d’une étude en simulation. Les conclusions sont présentées a la section 5.

2 Le cas d’un seul échantillon

2.1 Notation

Soit U une population finie de taille N dont les unités peuvent étre identifiées par les étiquettes
k =1,...,N. Supposons que la variable )} est mesurée sur la population U, etsoit yi1,..., yiy les valeurs

prises par )V, sur les unités de la population. Soit M, = 0y, la mesure discréte prenant une masse

unitaire en tout point y; de la population et 0 ailleurs, ou keaUy,k est la masse de Dirac au point y;. La
plupart des paramétres d’intérét €, étudiés dans les sondages peuvent s’écrire sous la forme d’une fonction
T de M,, asavoir 6, = T(Ml). Par exemple, le total ¢,, = zkeU v est égal a IyldMl. En pratique,
un échantillon s (avec ou sans répétition) est sélectionné selon un plan d’échantillonnage p(-), et nous

observons les valeurs yi; pour k£ € s uniquement. Un principe de substitution est utilisé pour 1’estimation
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(voir Deville, 1999, et Goga, Deville et Ruiz-Gazen, 2009). Soit 7 1’espérance du nombre de tirages pour
I’unité k dans I’échantillon; dans le cas d’un échantillonnage sans remise, il s’agit de la probabilité que
’unité k soit sélectionnée dans 1’échantillon. Soit M, = Zkesw/ﬁ . la mesure discréte prenant la masse
wy en tout point dans I’échantillon et 0 ailleurs, ou w; = 7! est le poids d’échantillonnage. La substitution
de M, dans 6, donne I’estimateur 6, = T (M 1).

Pour un plan d’échantillonnage sans remise, 1’estimateur d’un total par substitution correspond a
P’estimateur de Horvitz-Thompson (HT) 7T = )’

est

o Weyik. Lestimateur de variance Horvitz-Thompson

~ Au YVik Yu
VHT (F1T) = _, (2.1)
' ) ;; T Tk 701
ou 7y = Pr(k,l € s) désigne la probabilité que les unités k et / soient sélectionnées conjointement dans

I’échantillon, et Ay, = 7 — 77t Dans le cas particulier de I’échantillonnage aléatoire simple sans remise

(SI) de taille #, nous avons fy}{T = Ny, avec yi, = n*lzkesylk, et la formule (2.1) donne
i (i) = N2 2 - L)g s = Fis)’ 2.2
VT (21) = P L e T m;(ylk —Jis)" (22)

Pour un plan d’échantillonnage avec remise, 1’estimateur par substitution d’un total correspond a
I’estimateur de Hansen-Hurwitz (HH) 7 = Zkeswk vir. Nous considérons le cas important de
I’échantillonnage a plusieurs degrés, ou les N unités sont groupées a I’intérieur de N; unités primaires
d’échantillonnage (UPE) disjointes Uy,...,Uy,, et ot un échantillon s; de taille m est sélectionné avec
remise au premier degré. Soit 7, 1’espérance du nombre de tirages pour I’'UPE U; dans s;. Un échantillon
de deuxi¢me degré s; est ensuite sélectionné a I’intérieur de toute unité i € s; selon un plan
d’échantillonnage p:(-). Soit z; I’espérance du nombre de tirages pour I'unité k& dans s;. La mesure
estimée est alors M, = Zieslzk% 7' 0. Nous avons i = Z 7Y ou ¥, = Zkes,-”/;\lt'y”" et
un estimateur de variance sans biais pour 7 7 est donn€ par

iesy

n A 2
. m Yo
vHH (711) = EZ[Z—%] (2.3)

2.2 Estimation de I’indice de Gini

Si la variable ), est mesurée sur la population U, I’indice de Gini est donné par

- l ZkeU 21gu |ylk - y11|

2 NZkeU Yk

voir, par exemple, Nygard et Sandstrom (1985). Il s’ensuit que G, est nul si ) est constante sur la

G

b

population, ce qui a lieu quand le total de ), est réparti uniformément entre toutes les unités de la
population. Dans le cas opposé, quand un seul individu posséde le montant total de ), G, est maximisé et
vaut 1 —1/N : le total de ) est alors concentré en un seul point, ce qui signifie que I’inégalité entre les

membres de la population est maximale.
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Si les individus k& # / posseédent des valeurs différentes de la variable ), 1’indice de Gini G, égale

N
i QKN -1) 1 Doy Vi 2F (i) - 1) 1
» N » N

G1:

(2.4)

avec yin < -+ < yyw les valeurs ordonnées et Fiy () = N *1ZkeU1{y,kgA} la fonction de répartition en
population finie; voir Sandstrom, Wretman et Waldén (1988) et Deville (1997) pour des renseignements
plus détaillés sur I’obtention de (2.4). Nygard et Sandstrém (1985) appellent le terme —1/ N la correction
en population finie de I’indice de Gini et donnent plusieurs raisons d’apporter cette correction, dont la non-
négativité de la borne inférieure de G;. Comme cela se fait fréquemment dans la littérature (voir, par
exemple, Glasser, 1962), nous ignorons cette correction dans la suite de 1’exposé. Nous redéfinissons
I’indice de Gini sous la forme

ZkeU yu 2Fiv(yie) - 1} _ j{2F1N(y) — 1} ydM,(y)

G = 2.5)
t [yam(y)
ou la fonction de répartition en population finie Fiy(-) est une famille de fonctionnelles
Fin(y) = 77— |liz<ydMi($) (2.6)
Jant,(v) Jh
indexée par y. L’introduction de M, par substitution dans (2.5) et (2.6) donne I’estimateur
G _ J.{Zﬁm(y) - 1} ydMl(y) B Zkes Wi {2F1N(y1k) - 1} Vik 2.7)
1 = ~ - s .
J.ydMl (») Zkes Wi Vik
ou
Fv(y) = ——— [1ieend1(8) = —— Y wil 2.8)
Y) = ~ <y} = Wi Lo .
W IdM] (y) € 1 Zkes Wik kes e

est I’estimateur par substitution de la fonction de répartition Fjy.

2.3 Estimation de la variance par linéarisation

Nous exposons brievement ici la linéarisation par la fonction d’influence (LFI) (Deville, 1999), qui
consiste a donner un développement d’ordre un de I’estimateur par substitution =T (M 1) autour de la
valeur réelle 6, = T(M,), afin approximer ’erreur par un estimateur linéaire d’une variable linéarisée
artificielle. Plus précisément, les dérivées premiéres de T par rapport a M, sont les fonctions d’influence
T(M, +hé,)-T(M,)

h

IT(M;y) = lim )
et uy = IT(My; 1) est la variable linéarisée pour tout k € U. Supposons que T'(-) est homogene, ¢’est-
a-dire qu’il existe un nombre positif # dépendant de T tel que T(rM,) = r#T(M,) pour tout réel r > 0.
Supposons aussi que limy_..N-#T(M;) < . Sous certaines hypothéses de régularité supplémentaires
concernant 7'(-) et le plan d’échantillonnage (par exemple, Goga et Ruiz-Gazen, 2014), Deville (1999)
établit que
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6, -0, = (Zwkulk - ZMIk) +0,(NFn-2),

kes keU

de sorte que I’erreur &) — 6, peut étre approximée par I’erreur de I’estimateur HT pour le total de la variable
linéarisée wu,;. Pour un plan d’échantillonnage sans remise, l’utilisation d’un estimateur fondé sur
I’échantillon i, de la variable linéarisée uy, dans 1’estimateur HT de variance donne 1’estimateur de
variance
HT (h) = ﬂulﬂ

Vi (91) ;; T Tk 7T ’ (@)
ou 7w = Pr(k,/ € s) désigne la probabilité que les unités k et / soient sélectionnées conjointement dans
I’échantillon, et Ay = 7y — 7r7;. Plusieurs résultats de normalité asymptotique ont été prouvés pour des
plans d’échantillonnage particuliers; voir Hajek (1960, 1961, 1964), Rosén (1972), Sen (1980), Krewski et
Rao (1981), Gordon (1983), Ohlsson (1986, 1989), Chen et Rao (2007), Brindén et Jonasson (2012),
Saegusa et Wellner (2013) et Chauvet (2015), entre autres. Si le plan d’échantillonnage est tel que
I’estimateur par substitution @, satisfait un théoréme central limite, un intervalle de confiance de niveau

approximatif (1 — 2a) % est [él — Zg [ Viin (él),él + Zan| Viin (él)}, ou z, est le quantile d’ordre & pour

la loi normale centrée réduite.

Dans le cas de I’indice de Gini, nous avons £ = 0 et la variable linéarisée est

Vie = Prew- Gi+1 1-G
Uy = 2F1N(y1k) " i = Vik : + 1

: (2.10)
ty] t}’l N

- -1 L e . . .
ou Jipu< = (ZleUl{y,,<m}) ZjeU Y11, <,y désigne la moyenne des y,; inférieurs a yi,, voir Deville
(1999). Kovacevi¢ et Binder (1997) ont obtenu la méme expression en appliquant la méthode de
linéarisation par les équations estimantes; 1’approche de linéarisation de Demnati et Rao (2004) méne aussi

au méme résultat. La variable linéarisée estimée est

. — Piks< G+l 1-G
Uy = ZFIN(ylk)ylk Aylk’ — Vi IA +—= : (2.11)
tyl tyl N

. -1
Oou YViks< = (Z,ex Wll{yu<ylk}) Z,’a Wiy Ly <y -

Dans le cas particulier de 1’échantillonnage SI, ’estimateur de variance par linéarisation pour 1’indice
de Gini est

. 1 1 1 —
Vi (G) = NZ(;—WJS%,S o 2, = — /Z(ﬁlk — ), (2.12)
et ou u, = n*‘zkaﬁ]k. Dans le cas particulier de D’échantillonnage a plusieurs degrés et de

I’échantillonnage avec remise des UPE, I’estimateur de variance par linéarisation pour ’indice de Gini est

5 ~un 0\ 2
Vi (G) = Lz(ﬂ_’li_l} ou Uy = Y mpihu. (2.13)

m— 1 iesi \ 7Tl m kesi
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2.4 Estimation de la variance par bootstrap

L’utilisation de techniques bootstrap dans les sondages a fait 1’objet d’un trés grand nombre de
publications. Les principales techniques bootstrap peuvent étre vues comme des cas particuliers du bootstrap
pondéré (Bertail et Combris, 1997; Antal et Tillé, 2011; Beaumont et Patak, 2012); consulter aussi Shao et
Tu (1995, chapitre 6), Davison et Hinkley (1997, section 3.7), ainsi que Davison et Sardy (2007) pour des
études détaillées. Sous une procédure de bootstrap pondéré, la mesure M, = ij;ﬁyk est estimée,

conditionnellement a I’échantillon s, par la mesure bootstrap

Mi = > wiDid,, (2.14)

kes

ou D ={D,},  désigne un vecteur (aléatoire) de poids de rééchantillonnage. Nous notons E- et Vx
I’espérance et la variance par rapport au plan de rééchantillonnage. Dans le cas de I’échantillonnage sans
remise, le vecteur D est généré de telle fagon que

E- (Zkakykj ~ f}I,LIlT et Vs (ZWkaykj ~ ypHT (Z)I,{lT) (215)

correspondent approximativement aux deux premiers moments de 1’estimateur HT. Dans le cas de

I’échantillonnage avec remise, le vecteur D est généré de telle maniére que

E- (ZWkayk) ~ fyHlH et Vs (ZWkayk) o~ pHH (lAyHlH) (2.16)

correspondent approximativement aux deux premiers moments de 1’estimateur HH.

Sous toute technique de bootstrap pondéré, ’estimateur par substitution (plug-in) de 6, = T(M,) est
Or =T (M 1*), et la variance de 6, = T (M 1) est estimée par

v.(6r) = E-{6r - E. (éf‘)}z. 2.17)

Puisque I’estimateur de variance (2.17) peut étre difficile & calculer exactement, on peut le remplacer par
un estimateur de variance basé sur des simulations. Plus précisément, nous générons C réalisations
indépendantes D;,...,Dc du vecteur D et nous désignons par 6. =T (M l*c) avec M. la mesure

bootstrap associée au vecteur D.. Alors, V(él) est estimée par

. 1 c (. c. . 2
vy (61) = vem {6’1’2 _EZ 0;;} . (2.18)

Deux types d’intervalles de confiance sont habituellement calculés. La méthode des percentiles s’appuie sur
les estimations bootstrap ordonnées é(’;c), ¢ =1,...,C pour former un intervalle de confiance a (1 — 2&r) %
noté [é("; 1> HA(’;U)] avec L =aC et U = (1 - a)C. Le bootstrap—¢ repose sur I’estimation de la statistique

pivot ¢t = (él - «91)/\/ VBWO (él) par son analogue bootstrap ¢* = 0 - él)/\/ Viwo (07), ot Viwo(6r)
s’obtient en appliquant la procédure bootstrap a la réplique de 1’échantillon s*. Le bootstrap—¢ demande

énormément de calcul puisqu’un double bootstrap est nécessaire, et est donc moins intéressant pour
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I’utilisateur des données. Par conséquent, nous ne poursuivons pas cette approche et nous nous concentrons
sur la méthode des percentiles.

Les méthodes de linéarisation fournissent des formules de wvariance applicables a des plans
d’échantillonnage généraux, mais comprennent des calculs de dérivées qui peuvent étre ardus pour les
parametres d’intérét complexes, tels que 1’indice de Gini. Contrairement a la linéarisation, le bootstrap évite
le travail théorique grace au calcul répété du systéme d’estimations existant. Les poids de rééchantillonnage
sont fournis avec I’ensemble de données et peuvent étre utilisés facilement pour produire des estimations
de variance pour une grande gamme de statistiques. Cependant, les techniques bootstrap ne conviennent
habituellement pas pour les plans d’échantillonnage généraux. Autrement dit, un plan d’échantillonnage
particulier requiert habituellement un schéma de rééchantillonnage taillé sur mesure. Dans le présent article,
nous nous concentrons sur deux techniques bootstrap particuliéres, qui seront généralisées a la section 3 au
contexte de deux échantillons.

2.4.1 Bootstrap sans remise pour I’échantillonnage Sl

Quand I’échantillon s est sélectionné par échantillonnage SI, nous considérons le bootstrap sans remise
(BWO) introduit par Gross (1980). L’approche s’étend facilement a I’échantillonnage aléatoire simple
stratifié (STSI) avec un nombre fini de strates. Supposons que N/n est un entier. Alors, le vecteur D
s’obtient en créant d’abord une pseudopopulation U* de taille N en reproduisant N/n fois chaque unité

k dans I’échantillon original s, puis en sélectionnant une réplique d’échantillon SI s* de taille » dans U™

La mesure bootstrap est donnée par (2.14), ou le poids de rééchantillonnage D, est le nombre de fois
que 'unité &k € s est sélectionnée dans s*. La construction de U* peut étre évitée en notant que, sous la
procédure BWO, le vecteur D suit une loi hypergéométrique multivariée. Par conséquent, les poids de
rééchantillonnage peuvent étre produits directement. On peut montrer que la procédure BWO meéne a

I-nt
I-N-

E- (ZWkayk) = 2yHlT et Vs (ZWkaykj =

ou vHT (f HT) est donné dans (2.2), de sorte que 1’on obtient approximativement une concordance avec

piT (F11), 2.19)

y1

I’équation (2.15) pour une grande taille d’échantillon.

Plusieurs solutions ont été proposées pour traiter le cas o N/n n’est pas un entier; voir Chao et Lo
(1985), Bickel et Freedman (1984), Sitter (1992b), Booth, Butler et Hall (1994), Presnell et Booth (1994),
entre autres. La généralisation de I’estimation de la variance par la procédure BWO pour des plans
d’échantillonnage avec probabilités inégales est examinée dans Sarndal, Swensson et Wretman (1992) et
Chauvet (2007).

2.4.2 Bootstrap avec remise pour I’échantillonnage a plusieurs degrés

Quand I’échantillon s est tiré par échantillonnage a plusieurs degrés et par échantillonnage a probabilités
inégales avec remise des UPE, nous considérons le bootstrap des UPE (BWR) introduit par Rao et Wu
(1988). Une réplique d’échantillon avec remise s; de taille m —1 est sélectionnée par échantillonnage

aléatoire simple avec remise (SIR) dans 1’échantillon de premier degré original s,. La mesure bootstrap est

Statistique Canada, n° 12-001-X au catalogue



26 Chauvet et Goga : Linéarisation contre Bootstrap pour estimer la variance de I'évolution de 'indice de Gini

Wi = LSS s, = Y wDi,. @20)
-

iesjkes; kes

ou le poids de rééchantillonnage D; égale m (m — 1)71 multiplié par le nombre de fois que I’UPE contenant
k est sélectionnée dans s;.

La taille de rééchantillonnage m — 1 est utilisée pour reproduire 1’estimateur de variance sans biais
habituel dans le cas linéaire (voir Rao et Wu, 1988). On peut montrer que la procédure BWR méne a

E- (ZWkayk) = iH et VL (Zkakykj =y (FH), (2:21)

ou vHH (f }‘,{H) est donné dans (2.3), de sorte que 1’équation (2.16) est exactement reproduite. La procédure
BWR est particulierement simple, puisqu’elle comporte un rééchantillonnage pour le premier degré
d’échantillonnage uniquement, et que les sous-échantillons d’unités d’échantillonnage secondaires (USE)
ne sont pas modifiés a I’intérieur des UPE rééchantillonnées.

3 Le cas de deux échantillons

3.1 Notation et estimation composite

Supposons maintenant que deux variables )) et ), sont mesurées sur la population U, et soit
Vai,---, Yav les valeurs prises par V;,d = 1,2, sur les unités de la population. Les variables ) et ),
peuvent par exemple correspondre a une caractéristique d’intérét observée a deux périodes différentes 7, et
7>. Nous considérons I’estimation de parametres A€ qui peuvent s’écrire sous la forme d’une fonctionnelle
AO=T(M,M>), oo M, = .
différence entre les totaux ¢,, = ZkeUyzk et ty =D Vi

Oy Par exemple, le cas linéaire Af =¢,, —¢,; correspond a la

Soit s; et s, deux échantillons de tailles n, et n,, respectivement, tirés de la méme population U selon
un plan d’échantillonnage bidimensionnel p(-,-) (voir Goga, 2003). La variable ) est mesurée sur s,
tandis que la variable ), est mesurée sur s,. L’insertion des estimateurs fondés sur 1’échantillon M, dans
A6 donne I’estimateur par substitution &\9 =T (M 1 M 2). Contrairement au cas d’un seul échantillon,
plusieurs estimateurs M, sont possibles. Dans la suite de I’exposé, nous nous concentrons sur la classe
générale d’estimateurs composites introduite par Goga, Deville et Ruiz-Gazen (2009). Nous notons
Ste =851\ 82, 83 =8 NSy et s2. =5, \s1. Pour O € {le,3,2 &}, nous notons 7, le nombre prévu de
tirages de Iunité k& dans s, et M, = Z
et M, sont

kesowo,ké vas OU Wox = 75 . Les estimateurs composites de M
Mlco(a) = aM1’1,+(1—a)M1,3 et Mzco (b) = sz,z- +(l—b)M2,3, (31)

ou a et b sont des constantes connues. Le choix a = b = 0 méne a Destimateur « intersection » avec
M =M; et M = M,;, ou seul est utilis¢ 1’échantillon « intersection » s; (correspondant a

I’intersection).

Si I’on estime le parametre At = t,, — ¢,;, |’estimateur composite est donné par
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At (a,b) = i~ fe (3.2)

»1 b

ou 7 = JydM P(y)etie = jydM s°(»). 1l peut se réécrire sous la forme

~ ~

A\tco(a, b) = b(fyLSZ- - f}’z,ss) —a (fyl,sl- - ty‘l.ss) + (tyz,ss - f,V]JS)’ (33)

ol £y, = Zkewwo,k va . La variance de I’estimateur composite est

VIR @b = (b= )V {(Bs = s = Db = ) JBma ) G4

Trouver le vecteur (@op, bopt)T qui minimise la variance en (3.4) méne a I’estimateur composite optimal
(Goga, Deville et Ruiz-Gazen, 2009, section 3.6). Notons qu’il ne s’agit pas d’un estimateur proprement
dit, puisqu’il dépend de quantités inconnues qui doivent étre estimées en pratique. Cependant, il représente

une référence utile que nous utiliserons pour évaluer des estimateurs composites plus simples.

Un estimateur de variance s’obtient en substituant dans (3.4) un estimateur de la matrice de variance-
covariance. L’obtention des estimateurs de variance est décrite en détail aux sections 3.1.1 et 3.1.2 pour
deux exemples de plans d’échantillonnage bidimensionnels.

3.1.1 Plan SI bidimensionnel

Le plan SI bidimensionnel (SI2) de taille fixée (71.,73,n2.) attribue des probabilités égales a tous les
s = (s1,52) pour lesquels les sous-échantillons associés si., 53 et s,. possédent les tailles requises 7., 13
et n,., voir Goga (2003) ainsi que Qualité et Tillé¢ (2008). Le plan SI2 a pour propriété intéressante que les
échantillons marginaux si., s3 et s.. sont des échantillons SI provenant de la population U. De méme, s,
est un échantillon SI de taille n, = ni. + 13, et s, est un échantillon SI de taille n, = n,. + n;. Pour le

plan d’échantillonnage SI2, I’estimateur composite en (3.3) donne
At (a,b) = Nb(Faw = F2n) = Na(Fro. = Fis) # N (Fow = Fis),  (3.5)
et la variance de I’estimateur composite s’exprime par
V{Xfco(aa b)} = N? {cl (a) Sil,U - 2cn (a, b) Sylyz,U tC (b) S)%Q,U}a (3-6)

avece

(@ - 129 @ ]

b

ns ny —n3 N
1-b) b> 1
Cz(b) :( ) + —,
ns ny, —nj N
1-a)(1-5 1
en(ap) = LZ9U=8 1
ns N

voir I’annexe pour une preuve.

Nous considérons deux exemples. Le choix a = b = 0 méne a I’estimateur « intersection »
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—~ int —~~ co N
At = At (0,0) = — Z (yzk - ylk), (3.7)

3 kess

et I’expression de la variance se simplifie en

—~~ int 1 1
y &™) = w: (Z_WJ S2 .. (3.8)
Le choix a = ni'ni. et b = ny'n,. méne a ’estimateur « union »
—~~ uni ~~ co N N
At = At (ni'me,n3'ni.) =— z Vo —— Z Yik (3.9)
Ny kesy N1 fes

ou les échantillons complets sont utilisés, et la variance peut s’écrire sous la forme

V{Zz““i}—Nz LI S Y (R LN PO LIS P (3.10)

n N ny n nj N nnt ny N U ’
Les variances de I’estimateur « union » et de I’estimateur « intersection » ont été établies par Qualité et Tillé
(2008), voir aussi Tam (1984).

Le choix de a et b revét une importance pratique si I’on veut obtenir un estimateur composite efficace.

-~~~ CO
Aprés un peu de calcul, le vecteur (@op, bop )| qui minimise la variance de Az (a,b) est donné par

(Aopirbopt) T = A'X (3.11)
avec
ni _ SJ/1J/2,U
_ 2 T
4 - n ns S/VI,U ot Y = |1- Sylyz,U 1 Sy,yz,U (3 12)
Sylyz,U Ny S}zrl,U ’ S}zrz,U

S)Z,LU ny —nNj3

Pour deux variables ) et ), se rapportant a une méme caractéristique observée a deux périodes différentes,
Syy.,u doit, en principe, €tre proche de S7 , et S7 . Le vecteur X dans (3.12) est, a son tour, proche du
vecteur nul, et si la taille de I’échantillon « intersection » s;3 est comparable a celles de s, et s,., nous
obtenons aoy =~ 0 et by == 0. Par conséquent, I’utilisation de 1’estimateur « intersection » ot a = b =0
parait raisonnable en pratique. Au contraire, 1’estimateur « union » peut étre trés inefficace; voir la
section 4.2 pour un exemple. Ces conclusions concordent avec celles de Qualité et Tillé (2008),
section 2.2.2.

Plusieurs estimateurs de variance peuvent €tre utilisés pour I’estimateur composite. L’estimation des

dispersions sur 1I’échantillon « intersection » uniquement donne 1’estimateur de variance sans biais

pT {Zt“’(a,b)} = N2{ei ()2, — 21 (a,B) Syyues + 05 (B) S, (3.13)

1,83
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tandis qu’une estimation sur les échantillons entiers donne

uni Y1,81 y2,82

PHT {Kt“’(a,b)} = N2{ci(a)S2, —2¢c1 (a,0) Sypnss + 2 (b)S2,, ). (3.14)

Berger (2004) a considéré I’estimation de la variance pour 1’estimateur « union» sous un plan

d’échantillonnage rotatif a entropie maximale en estimant séparément les trois composantes dans (3.6).

3.1.2 Plan a plusieurs degrés bidimensionnel

Considérons maintenant un plan d’échantillonnage a deux degrés bidimensionnel (MULT2). Nous
supposons qu’un échantillon de premier degré s; de taille m est d’abord sélectionné avec remise parmi les
UPE U,,...,Uy,. A Iintérieur de chaque UPE i € s, on sélectionne ensuite un échantillon SI2 de taille
(ni,, ni, ni,) . Ce type de plan d’échantillonnage se dégage en particulier dans le cas d’un plan a deux degrés
autopondéré en deux vagues, avec a la deuxieme vague un remplacement partiel des USE sélectionnées a la

premiére vague. L’estimateur composite en (3.3) donne
At (a,b) = S it A (a,b) (3.15)

ou

Kti’co(ayb) = Nib(J_/Z,s’z, - .)_/2,s§) - Nia ()_;l,sf_ - J_}l,sg) + Ni (72,s§ - )_/l,sg)a (316)

ou y, = (n{;)f1 stsi Yok, o0 85 =850 NU;, etou N, désigne le nombre d’USE dans I’UPE u;.

Par exemple, en utilisant uniquement les échantillons communs a I’intérieur des UPE, on obtient
I’estimateur « intersection »
—~~ int —~ i,int —~~ i,int

At =z At avec At = N; (Vo — Viy)- (3.17)

En utilisant les échantillons complets a I’intérieur des UPE, on obtient 1’estimateur « union »

At = Z”EIAI avec At = N; ()72“9[2 - )71,3.1). (3.18)
iesy
Nous notons que, pour tout vecteur de valeurs (a, b)T, la variance due au premier degré d’échantillonnage
Y
pour At (a,b) est la méme. Les estimateurs composites possibles différent donc en ce qui concerne la
variance de second degré uniquement. Compte tenu de la discussion de la section 3.1.1, nous nous attendons
par conséquent a ce que 1’estimateur « intersection » soit proche de I’estimateur composite optimal; voir la

Y
section 4.2 pour un exemple. Un estimateur de variance sans biais pour At (a, b) est donné par

m

~~i,c0 ~~ co 2
3 At (a,b) At (a,b)

m—1/s, i m

i {Zt“’(a,b)} - (3.19)

Statistique Canada, n° 12-001-X au catalogue



30 Chauvet et Goga : Linéarisation contre Bootstrap pour estimer la variance de I'évolution de 'indice de Gini

3.2 Estimation de I’évolution de I’indice de Gini

L’évolution de I’indice de Gini AG = G, — G, peut s’écrire sous la forme

J2EN() =1 yaMa(y)  [{2Fw () = 1} ydM(v)

AG = (3.20)
[y () [yami(v)
ou Fan(y) =N *lzkeUl{yl,kgy}, d =1,2. L’utilisation de I’estimation composite meéne a
— o 265 (y) = L ydM s (y 2F(y) = 1L ydM e (y
o (a’b):f{ () - BydMs(y)  [{2F5 () -1} yd e (v) G

[yams(y) [yant(y)

oi F5p(y) = {Javrge (1)) [1ieendbso ().

Habituellement, dans un cadre d’échantillonnage temporel, les échantillons s; et s, ne sont pas
indépendants. Par conséquent, nos conditions différent de 1’estimation usuelle des fonctionnelles
dépendantes des fonctions de répartition estimées sur des échantillons indépendants; voir, par exemple, Pires
et Branco (2002) et Reid (1981), qui donnent le développement d’ordre un d’une fonctionnelle pour deux
échantillons utilisant les fonctions d’influence partielles. Davison et Hinkley (1997, page 71) donnent des
méthodes bootstrap sous un cadre similaire. Sous un plan d’échantillonnage bidimensionnel général p(-,-),
Goga, Deville et Ruiz-Gazen (2009) donnent une technique de linéarisation pour deux échantillons de

fonctionnelles bivariées que nous utiliserons dans la suite de 1’exposé.

3.3 Estimation de la variance par linéarisation

Pour obtenir la variance asymptotique de A" (a,b), nous adoptons le cadre asymptotique introduit par
Goga, Deville et Ruiz-Gazen (2009), qui est une extension du cas a deux échantillons du cadre asymptotique
d’Isaki et Fuller (1982). Définissons, quand elles existent, les fonctions d’influence partielles d’une

fonctionnelle T(M,, M,) au point y par

T(M,+hé,,M,)—-T(M,M

LT(M\,M»y) = lim (M, + 4o, M2) = T(M, M)
h—0 h

T(M, M + hS,) — T(M, M

LT(M,M2y) = lim (M, M2 + hS,) = T(M1, M)

h—0 h

b

Nous définissons les variables linéarisées ua = 1,T(Mi, M>; ya) pour d =1,2 comme étant les
fonctions d’influence partielles de 7' pour (M1, M) et y = ya. Pour I’évolution de I’indice de Gini AG,
nous pouvons calculer les variables lin€arisées u, en utilisant (2.10), a savoir

— Vaku< G,+1 1-G
Uge = 2FdN(ydk)ydk [jdk’u — Vak jyd + i :

: (3.22)

\ — 71 . . r . r . r
ol Vauu< = (ZIEUl{y‘”< M;) ZFU Vailiyy<ya)- La variable linéarisée estimée est

Statistique Canada, n° 12-001-X au catalogue



Techniques d’enquéte, juin 2018 31

e va-Tm.  Grel 1-Gp
Uge = 2Fjﬁ(ydk)%—ydk dfco + Nd. (3.23)
i

yl y

3.3.1 Plan Sl bidimensionnel

Dans le cas du plan SI2 présenté a la section 3.1.1, I’insertion des variables u, calculées en (3.22) dans

la formule de variance (3.6) donne 1’approximation de la variance
VAG" (@) = N2 {eu(a) Siy = 200(@.B) Suwmos + e2(5) S30 )

voir le théoréme 1 dans Goga, Deville et Ruiz-Gazen (2009). Pour obtenir un estimateur de variance, les
variables linéarisées peuvent étre estimées de plusieurs fagons. Si I’on utilise seulement 1’échantillon
« intersection » s3, les variables linéarisées estimées i, s’obtiennent au moyen de (3.23) en prenant
M = M5 et M = M, ;. Un estimateur de variance s’obtient alors en insérant ces variables linéarisées
dans (3.13). Cela donne

pHr {AG (a, b)} = N2{ei(a)S2.,, — 2¢12(a,b) Sainss + c2(b) S2, ) (3.24)
Si les deux échantillons s, et s, sont utilisés, les variables linéarisées estimées i, s’obtiennent au moyen
de (3.23) en prenant M@ = M, et M = M,,. Un estimateur de variance s’obtient alors en insérant ces
variables linéarisées dans (3.14). Cela donne

ui, s1 Uz,852

yhr {A/aw (a, b)} = N2 {cl(a) S2 . —2cin(a,b) Suins, +c2(b)S? } (3.25)

3.3.2 Plan a plusieurs degrés bidimensionnel

Dans le cas du plan MULT?2 présent¢ a la section 3.1.2, les variables linéarisées peuvent également étre
estimées de plusieurs fagons. Pour simplifier, nous considérons I’utilisation de 1’échantillon « intersection »
53 seulement, de sorte que les variables linéarisées estimées #i, s’obtiennent au moyen de (3.23) en prenant
M o= M 13 et M §o = M 23. Un estimateur de variance s’obtient alors en insérant ces variables linéarisées
dans (3.19). Cela donne

—~ i,co —~~ ¢o 2
A ,b) A ,b
- u_(a.b) Au (ab)) (3.26)

iesr Tri m

m

yHH {X(\;Co(a,b)} =
m —

ot Au' (a,b) et Au (a,b) s’obtiennent a partir de (3.15) et (3.16), respectivement, en remplagant y

par .

3.4 Estimation de la variance par bootstrap

Les méthodes bootstrap n’ont pas encore ét¢ étudiées dans le cas de 1’évolution de ’indice de Gini. Les

principes des techniques de bootstrap pondéré peuvent étre étendus au contexte de deux échantillons,
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c’est-a-dire que chaque mesure M a0 avec d =1,2 et O € {le,3,2 o} est estimée, conditionnellement aux
échantillons sélectionnés au départ, par une mesure bootstrap pondérée M, qui permet de reproduire, au
moins approximativement, les deux premiers moments d’un estimateur sans biais dans le cas linéaire. A la
section 3.4.1, nous examinons une généralisation du bootstrap sans remise (BWO) au plan SI2. A la

section 3.4.2, nous proposons une généralisation du bootstrap avec remise (BWR) au plan MULT?2.

3.4.1 Une généralisation du bootstrap sans remise au plan SI2

Nous considérons d’abord le plan SI2. La construction d’une pseudopopulation U * est plus complexe
dans le cas de deux échantillons, puisque les variables d’intérét mesurées aux vagues 7; et 7, doivent étre
disponibles pour chaque unité dans U*. Nous décrivons donc un algorithme bootstrap ou seul 1’échantillon
« intersection » s; est utilis€ pour construire la pseudopopulation U*, dans ’esprit de 1’estimateur de

variance « intersection » en (3.24).

Supposons que N/n; est un entier. Les vecteurs D, s’obtiennent en créant d’abord une
pseudopopulation U* de taille N en dupliquant N/n; fois chaque unité k£ de I’échantillon original s;.
Une réplique d’échantillon SI2 s* = (si., 53, 5% ) de taille (n1.,73,n2.) est ensuite sélectionnée dans U™

Les mesures bootstrap sont alors

Mj, = ZWo,kDo,k§ydk, (3.27)

kess

avec Dy le nombre de fois que I'unité & est sélectionnée dans la réplique d’échantillon s3. Dans le cas

linéaire, 1’estimateur bootstrap du parameétre A¢ est alors donné par

-~ co*

At (a,b) = b(tAJ’z,A‘E. - fyz,»ﬁ) - a(fwa. - 2}’]»‘3) + (fyw; - fyl,»ﬁ)’ (3'28)

ol i, = Zken woxDox Var. Aprés un peu de calcul, nous obtenons

~ -1

-~ co* ~~ in co* 1 - —~~ co
E. {Az (a,b)} VAN 4 {Az (a,b)} - ﬁv}j} {At (a,b)}, (3.29)

—~ int A ., . . .
ol Ar  est donné en (3.7), et v}IT (717) est donné en (3.13). La généralisation du bootstrap sans remise

int
(BWO) permet donc de reproduire exactement 1’estimateur « intersection » du premier moment et de
reproduire approximativement 1’estimateur « intersection » du deuxiéme moment pour une grande valeur

de ns.

La construction de U * peut étre évitée en notant que, sous la procédure BWO, chaque vecteur D, suit
une loi hypergéométrique multivariée. Par conséquent, les poids de rééchantillonnage peuvent étre produits
directement. L’algorithme peut étre adapté au cas général ou N/ns; n’est pas un entier en appliquant

n’importe laquelle des techniques mentionnées a la section 2.4.
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3.4.2 Une généralisation du bootstrap avec remise pour le plan a plusieurs degrés
bidimensionnel

Nous considérons maintenant le plan d’échantillonnage a deux degrés bidimensionnel avec un
échantillon de premier degré commun s, présenté a la section 3.1.2. La procédure bootstrap proposée est
similaire a celle décrite dans Rao et Wu (1988). Une réplique d’échantillon s; de taille m — 1 est tirée par
échantillonnage aléatoire simple avec remise (SIR) dans 1’échantillon de premier degré original s;. Les

mesures bootstrap sont alors

n m ni
Mio = ——= Y 3 75'w5,00y  O0 Ty = —. (3.30)
m—1 iesjkes) Ni
Celle-ci peut se réécrire sous la forme
M;},O = ZWO,kDO,kgydk: 3.31)

keso
ou s, est I’'union des échantillons s pour i € s;, et ou le poids de rééchantillonnage D, est égal a
m(m — 1)_l multiplié par le nombre de fois que I’'UPE contenant &k est sélectionnée dans s;.

Dans le cas linéaire, 1’estimateur bootstrap du paramétre A¢ est alors

—~ co* m —~ i,co
At (a,b) = —lzn,;lm (a,b) (3.32)
m— iesy

ot At (a,b) est défini en (3.16). Aprés un peu de calcul, nous obtenons
E- {Ktw (a,b)} = A (ab) et T {Kt“’ (a, b)} _ ym {Kt“’(a,b)}, (3.33)

ou At (a,b) est donné en (3.15), et vEH{At (a,b)} est donné en (3.19). La généralisation proposée du
bootstrap avec remise permet donc de reproduire exactement I’estimateur composite du premier moment et

I’estimateur associé au deuxi€éme moment.

4 Etude par simulations

Pour commencer, cinq populations artificielles sont générées comme il est décrit & la section 4.1. A la
section 4.2, I’estimateur « union » est comparé a I’estimateur « intersection » en ce qui concerne la variance
asymptotique. Une expérience Monte Carlo est ensuite présentée a la section 4.3, et les performances de la
linéarisation et du bootstrap sont comparées dans le cas d’un plan d’échantillonnage SI2. Une comparaison

similaire est faite a la section 4.4 dans le cas du plan d’échantillonnage a deux degrés bidimensionnel.
4.1 Configuration de la simulation

Nous avons généré cinq populations finies de taille N = 40 000, contenant chacune deux variables
étudiées y; et y,. Les valeurs yy; etles valeurs y,; ont été produites conformément au modele lognormal

Statistique Canada, n° 12-001-X au catalogue



34 Chauvet et Goga : Linéarisation contre Bootstrap pour estimer la variance de I'évolution de 'indice de Gini

Yak = CXp((Zd 8k). (41)

Les résidus &£, ont été générés selon une loi normale centrée réduite. Les valeurs des indices de Gini pour
les cing populations sont présentées au tableau 4.1.

Tableau 4.1
Indices de Gini pour 5 populations
Population Pop. 1 Pop. 2 Pop. 3 Pop. 4 Pop. 5
G 0,249 0,298 0,348 0,397 0,447
G> 0,259 0,318 0,378 0,437 0,496
AG 0,010 0,020 0,030 0,040 0,049

Dans chacune des cinq populations, les unités ont été groupées en M = 500 grappes de taille égale
No = 80. Les grappes ont été construites de facon que le coefficient de corrélation intragrappe par rapport

a la variable y, soit approximativement égal a 0,20 dans chaque population.

4.2 Comparaison des estimateurs « union » et « intersection »

A la présente section, nous comparons 1’estimateur « union » a I’estimateur « intersection » pour la
variation de I’indice de Gini en ce qui concerne la variance asymptotique. Nous considérons deux plans
d’échantillonnage, a savoir le plan SI2 présenté a la section 3.1.1 avec (1., 713,722, ) = (1 000; 1 000; 1 000),
(1 .000; 2 000; 1 000) ou (1 000; 4 000; 1 000); et le plan MULT?2 présenté a la section 3.1.2 avec m = 300
et (ni,,ni,ni,) = (10; 10; 10), (10; 20; 10) ou (10; 40; 10).

Pour chaque population, nous calculons la variance asymptotique Vi, (AAG‘"“ ) de I’estimateur « union »,
et la variance asymptotique Vi (&amt) de I’estimateur « intersection ». Afin de comparer ces variances,
nous calculons I’efficacité relative définie comme étant

o (55

ER {Z@} - (42)

Viin {AG }

— opt . .
ou AG  est I’estimateur optimal.

Les résultats sont présentés au tableau 4.2. L’estimateur « union » est trés inefficace. Sa variance
asymptotique est de 15 a 244 fois plus élevée que celle de 1’estimateur « intersection » pour SI2, et de 2 a
44 fois plus élevée que celle de I’estimateur « intersection » pour MULT2. La différence entre les deux
estimateurs a tendance a diminuer quand la taille de 1’échantillon commun augmente ou quand AG
augmente. Par ailleurs, I’estimateur « intersection » est I[égérement moins efficace que 1’estimateur optimal
pour SI2, la valeur de ER variant de 1,33 a 2,46, et approximativement aussi efficace que 1’estimateur
optimal pour MULT?2, la valeur de ER variant de 1,02 a 1,12. Ces constatations appuient le raisonnement
heuristique de la section 3.1.1. Etant donné la médiocre performance de I’estimateur « union », et la bonne
performance de 1’estimateur « intersection », nous examinons uniquement ce dernier dans la suite de 1’étude
par simulations.
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Tableau 4.2

Efficacité relative des estimateurs de variance « union » et « intersection » pour 5 populations

Plan Taille d’échantillon Pop. 1 Pop. 2 Pop. 3 Pop. 4 Pop. 5

—~ uni —int —~ uni —~int —=~ uni —~int —~ uni —~int —=~ uni —~int

SI2 ns = 1000 600,22 2,46 200,23 2,27 96,72 2,10 58,73 1,96 39,35 1,85
ny =2 000 410,23 1,84 141,71 1,76 70,71 1,68 44,18 1,61 30,33 1,54
ny =4 000 250,02 1,47 88,40 1,43 45,17 1,40 28,86 1,36 20,23 1,33

MULT2 n{ =10 49,10 1,12 19,89 1,13 11,83 1,14 8,84 1,15 7,28 1,16
ni =20 23,08 1,05 9,75 1,05 6,08 1,05 4,73 1,06 4,04 1,07
ni =40 9,15 1,02 425 1,02 2,90 1,02 2,41 1,02 2,16 1,02

4.3 Comparaison de la linéarisation et du bootstrap pour le plan SI2

A la présente section, nous comparons la linéarisation et le bootstrap pour ’estimation de la variance et
pour la production des intervalles de confiance, dans le cas de 1’estimateur « intersection », pour la variation
de I’indice de Gini sous le plan d’échantillonnage SI2. Pour chaque population, nous avons tir¢ B = 10 000
échantillons bidimensionnels selon le plan SI2 indexé par (7., #3,12.) = (1 000; 1 000; 1 000),
(m1e, 3, 12.) = (1 000; 2 000; 1 000) ou (71, 73,72.) = (1 000; 4 000; 1 000). Dans chaque échantillon,
nous avons calculé I’estimateur « intersection » AG  de la variation de I’indice de Gini. Pour cet
estimateur, nous avons calculé 1) I’estimateur de variance par linéarisation Vi (@mt) donné en (3.24), et
i) estimateur de variance par bootstrap Vgwo (ZE), en suivant la procédure bootstrap décrite a la
section 3.4.1.

Pour mesurer le biais d’un estimateur de variance v(AG), nous avons utilisé le biais relatif de Monte

Carlo en pourcentage
B, v(AG:) - EQM(AG)
EQM(AG)

BR {v(AG)} = 100 x , (4.3)
ou V(A/Z;b) désigne 1’estimateur v(@) dans le be échantillon, et EQM(A/Z;) est une approximation
fondée sur la simulation de I’erreur quadratique moyenne réelle de AG, obtenue d’aprés une exécution
indépendante de 100 000 simulations. Comme mesure de stabilité de v(AG), nous utilisons la stabilité
relative
5 —~
By, {v(AG) - EQM(AG)|

wpiea) - [ EE L o

Enfin, nous avons compar¢ les taux de couverture de i) I’intervalle de confiance fondé sur 1’hypothése de
normalité avec utilisation de l’estimateur de variance par linéarisation et ii) I’intervalle de confiance
bootstrap par la méthode des percentiles. Les estimateurs de variance bootstrap et les intervalles de
confiance bootstrap sont fondés sur C = 1 000 répliques bootstrap. Les taux d’erreur des intervalles de
confiance (avec un taux d’erreur nominal unilatéral de 2,5 % dans chaque queue) sont comparés. La

comparaison avec le taux d’erreur nominal de 5 % n’a donné aucune différence qualitative et est donc omise.
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Les résultats sont présentés au tableau 4.3. Les estimateurs de variance présentent tous deux un biais
négatif. Ce biais est modéré (moins de 5 %) dans la plupart des cas, sauf pour la plus petite taille
d’échantillon n = 1 000, et pour la population Us possédant la valeur la plus élevée de AG. L’estimateur
de variance par bootstrap présente systématiquement un biais légerement plus important que 1’estimateur
de variance par linéarisation, mais la différence diminue a mesure que la taille d’échantillon augmente. Pour
les deux estimateurs de variance, I’instabilité augmente avec AG. L’estimateur de variance par bootstrap
est légérement plus stable pour la taille d’échantillon la plus petite » = 1 000, mais la situation est inversée
quand la taille d’échantillon augmente. Pour ce qui est de la couverture des intervalles de confiance, les
deux méthodes aboutissent a une sous-couverture qui concorde avec le biais négatif des deux estimateurs
de variance. Les intervalles de confiance fondés sur I’hypothése de normalité donnent une couverture un
peu meilleure que les intervalles de confiance bootstrap par la méthode des percentiles. Pour les deux
catégories d’intervalles de confiance, la sous-couverture est plus importante quand AG augmente, et

diminue quand la taille d’échantillon augmente.

Tableau 4.3

Biais relatif, stabilité relative et taux d’erreur nominaux unilatéraux pour I’estimation de la variance par
linéarisation et par bootstrap de I’estimateur « intersection» de la variation de I’indice de Gini pour
5 populations sous le plan d’échantillonnage SI2

Pop. Linéarisation Bootstrap
BR SR | S 1+S BR SR | S 1+S
Taille d’échantillon (n1., n3, n,.) = (1 000; 1 000; 1 000)
Pop. 1 -1,41 24,6 1,8 4,5 6,3 -1,83 24,6 1,8 4,9 6,7
Pop. 2 -1,98 324 1,6 52 6,8 -2,64 32,1 1,7 5,9 7,6
Pop. 3 -2,80 41,9 1,3 6,3 7,7 -3,83 40,9 1,3 7,0 8,3
Pop. 4 -4,00 52,5 1,0 7,7 8,7 -5,57 50,6 1,1 82 9,3
Pop. 5 -5,80 64,0 1,0 9,2 10,1 -8,11 60,6 0,8 9,9 10,7
Taille d’échantillon (n., 13, n2.) = (1 000; 2 000; 1 000)
Pop. 1 -1,38 17,3 1,6 3,7 53 -1,67 17,8 1,8 4,1 5,9
Pop. 2 -1,64 23,0 1.4 4,3 5,8 -2,05 23,2 1,4 4,7 6,1
Pop. 3 -1,99 30,1 1,2 5,0 6,2 -2,58 30,0 1,1 53 6,4
Pop. 4 -2,50 38,4 1,0 6,0 6,9 -3,38 37,9 1,0 6,3 7.3
Pop. 5 -3,30 47,9 0,7 7,2 7,9 -4,62 46,7 0,7 7,5 8,2
Taille d’échantillon (n1., n3, n2.) = (1 000; 4 000; 1 000)
Pop. 1 -0,60 11,9 2,0 34 53 -0,68 12,8 2,1 34 5,5
Pop. 2 -0,67 15,9 1,8 3,7 5,6 -0,80 16,5 2,0 3,9 5,9
Pop. 3 -0,83 20,8 1,8 4,4 6,2 -1,03 21,3 1,9 4.4 6,3
Pop. 4 1,13 26,7 1,5 5,0 6,6 -1,46 26,9 1,6 5,0 6,6
Pop. 5 -1,64 33,4 1,4 5.8 7,1 2,18 33,5 1,4 5.8 7,1

4.4 Comparaison de la linéarisation et du bootstrap pour le plan MULT?2

A la présente section, nous comparons la linéarisation et le bootstrap pour 1’estimation de la variance et
la production des intervalles de confiance, dans le cas de I’estimateur « intersection » pour la variation de
I’indice de Gini sous le plan d’échantillonnage MULT?2 présenté a la section 3.1.2. Pour chaque population,
nous avons tiré B = 10 000 échantillons a deux degrés bidimensionnels selon le plan MULT2 indexé par
m = 300 et (nl,,ni,ni,) = (10; 10; 10), _(}O; 20; 10) ou (10; 40; 10). Dans chaque échantillon, nous avons

calculé I’estimateur « intersection » AG  de la variation de 1’indice de Gini. Pour cet estimateur, nous

avons calculé 1) ’estimateur de variance par linéarisation vHH{AG (a,b)} donné en (3.26), et
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—~ int
ii) I’estimateur de variance par bootstrap vewr (AG ), obtenu selon la procédure bootstrap décrite a la
section 3.4.2.

Pour mesurer le biais d’un estimateur de variance v (A/a), nous avons utilisé le biais relatif Monte Carlo
en pourcentage défini par 1’équation (4.3), et la stabilité relative définie par 1’équation (4.4). L’erreur
quadratique moyenne réelle de AG a été obtenue par une exécution indépendante de 100 000 simulations.
En outre, nous avons comparé les taux de couverture de i) I’intervalle de confiance fondé sur 1’hypothése
de normalité avec utilisation de I’estimateur de variance par linéarisation et ii) I’intervalle de confiance
bootstrap par la méthode des percentiles. Les estimateurs de variance par bootstrap et les intervalles de
confiance par bootstrap sont fondés sur C = 1 000 répliques bootstrap. Les taux d’erreur des intervalles de
confiance (avec un taux d’erreur nominal unilatéral de 2,5 % dans chaque queue) sont comparés. La
comparaison avec le taux d’erreur nominal de 5 % n’a produit aucune différence qualitative et est donc

omise.

Les résultats sont présentés au tableau4.4. Les estimateurs de variance sont tous deux
approximativement sans biais pour les petites valeurs de AG, mais présentent un biais négatif modéré qui
augmente avec AG. L’estimateur de variance par bootstrap présente un biais plus important que
I’estimateur de variance par linéarisation. Pour les deux estimateurs de variance, I’ instabilité augmente avec
AG. L’estimateur de variance par bootstrap est 1égérement plus stable que 1’estimateur de variance par
linéarisation. Les deux méthodes donnent lieu a une sous-couverture qui concorde avec le biais négatif des
deux estimateurs de variance. Les intervalles de confiance fondés sur I’hypothése de normalité donnent des
résultats Iégérement meilleurs. Pour les deux intervalles de confiance, la sous-couverture est plus importante

quand AG augmente, et diminue quand la taille d’échantillon augmente.

Tableau 4.4

Biais relatif, stabilité relative et taux d’erreur nominaux unilatéraux pour I’estimation de la variance par
linéarisation et par bootstrap de I’estimateur « intersection» de la variation de I’indice de Gini pour
5 populations sous le plan d’échantillonnage MULT2

Pop. Linéarisation Bootstrap
BR SR | S 1+S BR SR | S 1+S
Tailles d’échantillon m = 300 et (ni,, n},ns,) = (10; 10; 10)
Pop. 1 1,23 33,8 0,6 4,9 5,5 1,09 33,2 0,6 6,0 6,6
Pop. 2 0,64 41,1 0,8 5,5 6,3 -0,20 39,7 0,6 6,5 7,1
Pop. 3 -0,42 48,7 0,7 7,1 7,8 -2,05 46,6 0,7 8,4 9,1
Pop. 4 -2,07 56,4 0,8 8,4 9,2 -4,47 53,3 0,6 9,6 10,2
Pop. 5 -4,44 63,7 0,9 9,2 10,1 -7,56 59,5 0,4 10,3 10,7
Tailles d’échantillon m = 300 et (ni,, n}, ni,) = (10; 20; 10)
Pop. 1 1,70 32,6 1,5 4,9 6,4 -1,70 32,3 1,5 6,0 7,5
Pop. 2 1,10 39,0 1,4 5,4 6,8 -1,91 38,3 1,5 6,9 8,4
Pop. 3 0,17 45,6 1,2 7,4 8,6 -2,49 44,4 1,1 7,7 8,8
Pop. 4 -1,17 52,0 1,0 9,0 10,0 -3,58 50,3 0,8 9,7 10,5
Pop. 5 -3,03 57,9 0,9 10,4 11,3 5,35 55,4 0,7 11,0 11,7
Tailles d’échantillon m = 300 et (ni,, n}, ni,) = (10; 40; 10)
Pop. 1 -0,99 32,1 1,2 6,1 7,3 -3,21 32,2 1,7 6,7 8,4
Pop. 2 -1,68 38,3 1.4 6,7 8,1 -3,70 38,3 1,4 7,6 9,0
Pop. 3 -2,58 44,6 1,3 7,5 8,8 -4,40 44,5 1,2 8,9 10,1
Pop. 4 23,78 50,6 1,1 8,9 10,0 -5,50 50,1 0,9 10,6 11,5
Pop. 5 5,39 55,9 0,8 10,9 11,7 7,16 54,8 0,6 12,8 13,4
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5 Conclusion

Dans le présent article, nous considérons 1’estimation de I’évolution de I’indice de Gini. Nous avons
présenté la classe d’estimateurs composites introduite par Goga etcoll. (2009), et étudié plus
particuliérement 1’estimateur « intersection » qui utilise I’échantillon commun seulement, et I’estimateur
«union » qui utilise les échantillons disponibles complets. Nous avons justifié tant de maniére heuristique
que par une étude en simulation décrite a la section 4.2 que ’estimateur « intersection » peut étre proche de
I’estimateur optimal, tandis que l’estimateur « union » présente des propriétés médiocres dans tous les
scénarios considérés. L’estimateur « intersection » est également facile a calculer, tandis que I’estimateur
optimal fait intervenir des quantités inconnues qui doivent étre estimées en pratique. Par conséquent, nous

recommandons I’utilisation de I’estimateur « intersection » pour estimer la variation de I’indice de Gini.

Nous avons également comparé les méthodes de linéarisation et de bootstrap pour estimer la variance et
pour produire les intervalles de confiance. Dans les scénarios que nous avons considérés dans 1’étude en
simulation, la linéarisation donnait de meilleurs résultats que le bootstrap, les biais relatifs étant
habituellement plus faibles pour 1’estimateur de variance, et les taux de couverture étant meilleurs pour les
intervalles de confiance fondés sur I’hypothése de normalité que pour ceux fondés sur la méthode des
percentiles. Les intervalles de confiance fondés sur le bootstrap—z (non examinés dans I’étude en
simulation) seraient une option intéressante, mais étant donné 1I’importance des calculs requis, ils sont moins
attractifs pour un utilisateur des données. La linéarisation présente aussi I’avantage d’offrir une approche
unifiée convenant pour tout plan d’échantillonnage, alors qu’un plan d’échantillonnage donné requiert
habituellement une procédure bootstrap particuliére, comme I’illustre I’application du bootstrap sans remise
(BWO) pour I’échantillonnage SI et du bootstrap avec remise (BWR) pour 1’échantillonnage a plusieurs
degrés.

L’étude par simulations nous permet de constater que les taux de couverture ne sont parfois bien
respectés ni dans le cas de la linéarisation ni dans celui du bootstrap, particulierement dans le contexte de
I’échantillonnage a plusieurs degrés et méme si I’on utilise de grandes tailles d’échantillon. Des intervalles
de confiance donnant de meilleurs taux de couverture tout en demandant un temps de calcul raisonnable

sont nécessaires. Cette question devrait faire 1’objet d’une étude plus approfondie.
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Annexe

Preuve de I’équation (3.6)

Partant de (3.3), nous avons At = N(ATX), oit X = (Fous = Posr Piosw — Plosss Voo — Vi) €t
A=(b,—a,1)". Celaménea
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V{Kt“’} = N2{ATV(X)A4}. (A1)
Nous calculons les éléments de V' (X) séparément. Nous avons
_ _ 1 1
V(ylss - yl,m) = (n_3 - ﬁj Syz'z—yl,U
(1 1 , s
ol b (82,0 + 82y = 2S,0).
En outre, puisque E (725, — Vo, | $2) = 0, nous avons
V(J_/Z,sz. - J72,S3) = EV()_)Z,Sz. - )_)Z,Ss | S2):
n n
= EV(—2 Vo — —372,s3 - Vo | 52)
Noe Noe
n 2
= (1 + —3) EV(?Z,X} | Sz)
Nje
Y (1 1
= |1+ ——— |82,
Noe ns n; o
= 1 2
ns (I’l2 — l’lg) U
et
COV(?Z,SZ- - ylsu J_/Z,s_z - J_/l,s_x) = ECOV(J_}Lsz. - _)_}2,535 _)_)2,53 - _)_/l,s_z | SZ)
ny _ ni _ _ _ _
= ECov Voo ——— V255 — V2,555 V253 — Viss | S2
N2e Noe
n
= - (1 + —3j ECOV()_/Z,s“ Voss — ?ml Sz)
Noe
ns 1 1
= |1+ ———(S2, - S
( nzoJ(’h ”J( ho = Snae)
= — L(*S’y2 [ Sylyz,U)
ns
Des arguments similaires meénent a
ny
V(Frm = Fiw) = ————82 .
( ) n, (nl _ n3) »,U
_ _ _ 1
Cov(yl,ﬂ- — Visis V2,55 = Viss ) = _(S)Z:I,U - Sylyz,U) .
n3
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Enfin, nous

COV(_)_/Lsz.g _)_/1,31. ) 5
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considérons  Cov(72,5,. — V2,65 Vs — Viss ). Nous commengons —par

qui peut s’écrire sous la forme

COV(J72,S2oa yl,sl.) = COV (E (yz’_w.

s1)y E(Frs | s10))

= COV (J_/Z,U\Slu yl.Sl-)

N

I’l].

= COV(N Vou — N V2,505 )71,s,.]

— Nie

n;

— Nie

= COV(J72,.Y1- B 7],510 )

N—nl.

_ Nie 1 1 S
N — Nie \ N1e N oy

Des arguments similaires meénent a

Nous obtenons

1
= - ﬁSylyz,U-
_ _ _ _ 1
CovV(F25ms Pi5s) = CoV(Fosss Pisn) = —WSM,U.

1
COV(?LQ. _J_/2,s35 _)_/l,sl. - 71,.;;) = NSyyyz,U +C

oV (_)_/Z,Sn 71»‘3 )

1 1
= NS,VI)’Z,U + (_ - F) Sylyz,U

ns

En résumé, nous obtenons

Vx) =

1
1
= _Sylyz,U-
ns
nj ) 1
Syz,U _Sylyz,U
ns (}’lz — }’13) ns
n )
Sy],U
ns (ny — ns)

qui, avec (A.1), méne a (3.6).
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