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Inférence bayésienne prédictive sur une proportion sous un 
modèle double pour petits domaines avec corrélations 

hétérogènes 

Danhyang Lee, Balgobin Nandram et Dalho Kim1 

Résumé 

Nous utilisons une méthode bayésienne pour inférer sur une proportion dans une population finie quand des 
données binaires sont recueillies selon un plan d’échantillonnage double sur des petits domaines. Le plan 
d’échantillonnage double correspond à un plan d’échantillonnage en grappes à deux degrés dans chaque domaine. 
Un modèle bayésien hiérarchique établi antérieurement suppose que, pour chaque domaine, les réponses binaires 
de premier degré suivent des lois de Bernoulli indépendantes et que les probabilités suivent des lois bêta 
paramétrisées par une moyenne et un coefficient de corrélation. La moyenne varie selon le domaine, tandis que 
la corrélation est la même dans tous les domaines. En vue d’accroître la flexibilité de ce modèle, nous l’avons 
étendu afin de permettre aux corrélations de varier. Les moyennes et les corrélations suivent des lois bêta 
indépendantes. Nous donnons à l’ancien modèle le nom de modèle homogène et au nouveau, celui de modèle 
hétérogène. Tous les hyperparamètres possèdent des distributions a priori non informatives appropriées. Une 
complication supplémentaire tient au fait que certains paramètres sont faiblement identifiés, ce qui rend difficile 
l’utilisation d’un échantillonneur de Gibbs classique pour les calculs. Donc, nous avons imposé des contraintes 
unimodales sur les distributions bêta a priori et utilisé un échantillonneur de Gibbs par blocs pour effectuer les 
calculs. Nous avons comparé les modèles hétérogène et homogène au moyen d’un exemple et d’une étude en 
simulation. Comme il fallait s’y attendre, le modèle double avec corrélations hétérogènes est celui qui est 
privilégié. 

 
Mots-clés : Échantillonneur de Gibbs par blocs; modèle bayésien hiérarchique; corrélations intragrappe et intergrappes; 

qualité de l’ajustement; unimodalité; faiblement identifiable. 
 
 
1  Introduction 
 

Nous supposons qu’il existe plusieurs petits domaines, que chaque domaine est formé de plusieurs 
grappes et que chaque grappe contient un certain nombre d’unités (individus). Un échantillon aléatoire de 
grappes est tiré de chaque domaine et un échantillon aléatoire d’unités est tiré de chaque grappe 
échantillonnée. Il s’agit d’un plan d’échantillonnage double; voir Rao et Molina (2015). En cas 
d’échantillonnage en grappes, les unités à l’intérieur d’une grappe sont généralement positives et cette 
corrélation peut avoir une grande incidence sur l’inférence. Nous examinons cette situation pour les 
réponses binaires; voir Nandram (2015) qui a défini une corrélation intragrappe (entre deux unités dans la 
même grappe) et une corrélation intergrappes (entre deux unités dans deux grappes différentes du même 
domaine). Nous étendons le modèle de Nandram (2015), qui suppose que la corrélation demeure constante 
sur tous les domaines, pour traiter le cas où les corrélations peuvent être différentes. Nous nous intéressons 
à la proportion de la population finie pour chaque domaine, et comme Nandram (2015), nous utilisons un 
modèle bayésien hiérarchique à cette fin. 

Lorsque les données présentent les corrélations susmentionnées, la corrélation intragrappe pose un 
problème statistique qui aboutit à une taille effective d’échantillon plus petite et, par conséquent, à une plus 
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forte variabilité des estimations. Donc, quand il existe un effet de grappe, les analyses fondées sur 
l’hypothèse d’indépendance des unités donneront généralement des valeurs p  plus petites (c’est-à-dire rejet 
quand cela ne devrait pas être le cas). Rao et Scott (1981, 1984) ont étudié ce problème et présenté de 
simples corrections de la statistique du khi carré classique pour le test d’indépendance dans des tableaux de 
contingence à double entrée sous un plan d’échantillonnage complexe (par exemple, échantillonnage en 
grappes à deux degrés). 

Nandram et Sedransk (1993) ont présenté un modèle bayésien hiérarchique sous échantillonnage en 
grappes à deux degrés. Il s’agit du plan que nous appliquons dans chaque domaine dans le cas d’un plan 
d’échantillonnage double avec réponses binaires. En tant qu’analogue discret du modèle pour 
l’échantillonnage en grappes à deux degrés avec des données normales (Scott et Smith 1969), ce modèle 
fait une inférence au sujet de la proportion globale dans la population finie. Ce modèle a également été 
étendu par Nandram (1998) à des données multinomiales, ce qui peut être considéré comme un analogue 
bayésien du modèle multinomial-Dirichlet pour l’échantillonnage en grappes (Brier 1980). 

En ce qui concerne la modélisation double, un nombre restreint d’études portent sur les variables de 
réponse continues et presque aucune ne s’applique aux données discrètes (binaires). La plupart des analyses 
relatives à la modélisation double sont fondées sur le cadre bayésien empirique. Fuller et Battese (1973) ont 
présenté des modèles de régression à erreurs emboîtées simples et doubles. Ghosh et Lahiri (1988) ont étudié 
l’échantillonnage à plusieurs degrés sous linéarité a posteriori en utilisant des méthodes bayésiennes ainsi 
que bayésiennes empiriques. Sous l’échantillonnage en grappes à deux et à trois degrés, l’estimation des 
modèles de régression avec structure d’erreurs emboîtées et variances d’erreur inégales a été examinée plus 
en profondeur par Stukel et Rao (1997). Des modèles pour petits domaines sous modèles de régression à 
erreurs emboîtées doubles ont également été étudiés par Stukel et Rao (1999); voir Rao et Molina (2015) 
pour une synthèse. Nandram (2015) a proposé un modèle bayésien hiérarchique pour les données binaires 
issues d’un plan d’échantillonnage double. 

Nandram (2015) a montré qu’il est important de tenir compte du plan d’échantillonnage dans chaque 
domaine. En particulier, à l’instar de Rao et Scott (1981, 1984), il a établi que, si un modèle ne traduit pas 
le plan d’échantillonnage en grappes à deux degrés dans chaque petit domaine, le résultat sera trop optimiste. 
Autrement dit, la variabilité sera trop faible. Il s’avère aussi que les estimations ponctuelles pourraient être 
différentes si l’on omet de tenir compte de l’échantillonnage en grappes à deux degrés. Il a aussi remarqué 
qu’il existe d’autres situations où l’on pourrait observer le résultat opposé. Ainsi, sous un plan stratifié plutôt 
qu’un plan d’échantillonnage en grappes à deux degrés, la précision augmentera dans chaque domaine 
(c’est-à-dire pour chaque domaine, l’effet de plan sera inférieur à un). Consulter Nandram, Bhatta, Sedransk 
et Bhadra (2013) pour une analyse bayésienne de ce problème. 

Afin d’accroître la flexibilité et la généralité du modèle bayésien hiérarchique double de Nandram 
(2015), nous généralisons ce dernier afin d’y intégrer des corrélations intragrappe inégales. Notre idée est 
d’étendre le modèle de Nandram (2015) en considérant une couche supplémentaire pour permettre à la 
corrélation intragrappe de varier d’un domaine à l’autre dans le plan d’échantillonnage double et de 
comparer le modèle double avec corrélation homogène (constante sur tous les domaines) et celui avec 
corrélations hétérogènes (variables d’un domaine à l’autre). Comme ceux du modèle homogène, les 
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paramètres du modèle hétérogène sont identifiés faiblement. L’utilisation d’un échantillonneur Monte Carlo 
par chaîne de Markov pour ajuster un tel modèle peut donner lieu à une dépendance de grande portée, et il 
sera difficile de surveiller la convergence d’un échantillonneur de Gibbs. Nandram (2015) a montré 
comment contourner la difficulté que créent ces paramètres faiblement identifiés en utilisant des tirages 
aléatoires. Molina, Nandram et Rao (2014), ainsi que Toto et Nandram (2010) discutent de tirages aléatoires 
similaires, en ayant évité entièrement l’ajustement de modèles Monte Carlo par chaîne de Markov. 
Malheureusement, le recours à des tirages aléatoires pour ajuster le modèle hétérogène n’est pas simple; 
nous sommes forcés d’utiliser l’échantillonneur de Gibbs. 

Nous utilisons l’échantillonneur de Gibbs par blocs pour ajuster notre modèle double pour petits 
domaines. Deux difficultés se posent. Premièrement, les densités a posteriori conditionnelles des paramètres 
de corrélation peuvent être multimodales. Deuxièmement, certains paramètres peuvent être reliés de façon 
complexe. Durant l’utilisation d’un échantillonneur Monte Carlo par chaîne de Markov, ces situations 
risquent toutes deux aboutir à une dépendance de grande portée dans les itérations. Donc, pour essayer de 
contourner ces difficultés, nous avons appliqué une contrainte d’unimodalité aux densités a priori des 
paramètres de domaine et nous avons utilisé l’échantillonneur de Gibbs par blocs pour effectuer le tirage 
simultané de groupes de paramètres. Les deux stratégies accroissent la complexité, mais donnent des 
échantillonneurs nettement mieux ajustés. 

En résumé, nous étendons le modèle de Nandram (2015) afin de tenir compte des corrélations 
hétérogènes. Le modèle avec corrélations hétérogènes est souhaitable, parce que si l’on suppose que la 
corrélation ne varie pas avec le domaine alors qu’elle le fait en réalité, les résultats pourraient être inexacts. 
Manifestement, cette extension de Nandram (2015) est une importante contribution. Toutefois, nous 
rencontrons trois difficultés. 

1. Les corrélations hétérogènes introduisent des paramètres faiblement identifiables dans le modèle.  

2. Contrairement à Nandram (2015), des méthodes Monte Carlo par chaîne de Markov sont nécessaires 
pour ajuster le modèle.  

3. Une contrainte unimodale utile est imposée sur les hyperparamètres pour faciliter l’obtention d’un 
mélange approprié. 

 

Nous présentons une construction novatrice d’un échantillonneur de Gibbs « à grille » (pour griddy) par 
blocs pour ajuster le modèle avec corrélations hétérogènes. Notre modèle est soumis à des tests approfondis, 
allant au-delà de Nandram (2015). 

Dans le présent article, nous considérons l’inférence bayésienne prédictive sur les proportions d’un 
certain nombre de petits domaines dans une population finie quand on applique un plan d’échantillonnage 
en grappes dans chaque domaine. Dans nos principales contributions, nous utilisons un modèle bayésien 
hiérarchique contenant des corrélations intragrappe inégales pour faire une inférence a posteriori sur la 
proportion de chaque domaine dans la population finie. À la section 2, nous décrivons en détail le modèle 
hétérogène. En particulier, en guise de motivation et de mise à jour, nous commençons par passer brièvement 
en revue le modèle homogène de Nandram (2015). Nous montrons que certains paramètres peuvent être 
identifiés faiblement. Nous décrivons aussi les calculs pour tirer un échantillon aléatoire de la distribution 
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a posteriori en utilisant l’échantillonneur de Gibbs par blocs. À la section 3, afin de comparer les modèles 
avec corrélations homogènes et avec corrélations hétérogènes, nous présentons un exemple s’appuyant sur 
la Third International Mathematics and Science Study (TIMSS), ainsi qu’une petite étude en simulation. 
Enfin, à la section 4, nous exposons nos conclusions et les futures orientations de la recherche. Les 
annexes A et B fournissent les preuves et des renseignements complémentaires. 
 

2  Modèles doubles bayésiens pour petits domaines et calculs  
 

Nous considérons une population finie de   domaines et de iM  grappes dans le ei  domaine, et nous 
supposons qu’il existe ijN  individus dans la ej  grappe dans le ei  domaine. Les réponses binaires sont ijky  
pour =1, , , =1, , ,ii j M   =1, , .ijk N  Nous supposons qu’un échantillon aléatoire simple de im  
grappes est tiré du ei  petit domaine et qu’un échantillon aléatoire simple de ijn  individus est tiré des im  
grappes échantillonnées provenant du ei  domaine. Ici, nous supposons que les poids de sondage sont les 
mêmes dans toutes les grappes dans chaque domaine. Soit 

=1 =1
= , =i ijm n

i ij ij ijkj k
n n s y   et 

=1
= .im

i ijj
s s  

Notre cible est la proportion du ei  domaine dans la population finie, qui est donnée par  

 =1 =1= , =1, , ,
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
    
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= 1
= ij

ij

N
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cible, ,iP  sous la forme  
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i i

i

m M

i i ij ij
j j m

i
i

n p T T

P i
N



  
   (2.1) 

Pour faire une inférence au sujet de ,iP  nous ajustons des modèles bayésiens hiérarchiques aux données. 
En utilisant la représentation bêta-binomiale, ces modèles s’adaptent à la structure du plan double. Nous 
décrivons deux modèles, l’un avec une corrélation homogène et l’autre avec des corrélations hétérogènes, 
ce qui représente notre principale contribution à l’extension du modèle de Nandram (2015). À la section 2.1, 
nous examinons le modèle bayésien hiérarchique avec corrélation homogène de Nandram (2015) et nous 
montrons comment le rendre comparable à notre modèle bayésien hiérarchique avec corrélations 
hétérogènes que nous décrivons à la section 2.2. À la section 2.3, nous décrivons l’échantillonneur de Gibbs 
par blocs utilisé pour ajuster notre modèle avec corrélations hétérogènes. 
 

2.1  Une revue du modèle double avec corrélation homogène 
 

Nandram (2015) a décrit le modèle double pour petits domaines avec corrélation homogène. Ici, nous 
examinons brièvement les principales hypothèses qui le sous-tendent, à savoir  

  
ind

Bernoulli ,ijk ij ijy p p  (2.2) 



Techniques d’enquête, juin 2017 81 
 

 
Statistique Canada, no 12-001-X au catalogue 

                                                        
iid 1 1

, Bêta , 1 ,i

 
    

 
    

  (2.3) 

                                                         
iid

, , Uniforme 0,1 ,     (2.4) 

où   et   représentent les corrélations intragrappe et intergrappes, respectivement. L’hypothèse est que 
0 < , , 1     strictement. Notons que, dans un même domaine, la corrélation intragrappe ,  c’est-à-dire 
la corrélation entre deux unités dans une même grappe, est  cor , , , = , .ijk iijky y k k      
Semblablement, dans un même domaine, la corrélation intergrappes ,  c’est-à-dire la corrélation entre deux 
unités dans deux grappes différentes, est  cor , , , = , , .ijk ij ky y j j k k         Ici, c’est   qui fait la 
distinction entre les modèles simple et double, et quand   tend vers zéro, le modèle double devient le 
modèle simple, Nandram (2015). 

Pour ajuster le modèle spécifié par (2.2) à (2.4), Nandram (2015) a recouru à l’échantillonnage aléatoire 
et à la quadrature gaussienne pour exécuter des intégrations numériques unidimensionnelles. Il a également 
utilisé l’échantillonnage de Gibbs pour la comparaison et constaté de légères différences. Cependant, notre 
généralisation aux corrélations hétérogènes (nombre accru de paramètres) aboutit à des paramètres 
faiblement identifiés supplémentaires et l’ajustement du modèle devient plus difficile. Donc, nous intégrons 
des contraintes d’unimodalité sur les distributions a priori des paramètres de domaine, ce qui permet 
d’analyser des données éparses. Pour faire des comparaisons entre les deux modèles, l’un avec des 
corrélations homogènes et l’autre avec des corrélations hétérogènes, nous imposons aussi des contraintes 
d’unimodalité dans le modèle spécifié par (2.2) à (2.4). Nos résultats sous ce modèle homogène légèrement 
modifié sont semblables à ceux de Nandram (2015). 

Les méthodes exposées dans le présent article permettent d’imposer l’unimodalité sur certaines 
distributions pour faciliter l’estimation des paramètres faiblement identifiés. Les conditions d’unimodalité 
sont suffisamment flexibles pour éviter de contraindre excessivement les modèles. Pour une procédure 
bayésienne non paramétrique complète, consulter Damien, Laud et Smith (1997). Donc, tout au long de nos 
calculs, nous appliquons la contrainte d’unimodalité aux hyperparamètres de  =1, , ,i i    

 
1 2 1

< < ,  0 < < .
1 1 3
 

 
 


 

 (2.5) 

Nous imposons aussi des contraintes d’unimodalité similaires à la section 2.2 pour le modèle avec 
corrélations hétérogènes. D’où, nous donnons au modèle spécifié par (2.2) à (2.5) le nom de modèle CHO 
(pour corrélation homogène). 

Pour ajuster le modèle, Nandram (2015) utilise la règle de multiplication en obtenant ijp  après le tirage 
d’échantillons aléatoires de ( , , , et )μ     à partir de leur densité a posteriori conjointe, où 

 1, , .μ      La densité a posteriori conditionnelle des ijp  est donnée par  

  
ind 1 1

, , Bêta , 1 ,ij ij i ij i ij ij ip s s n s
 

   
 
      

 
   
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et, en posant que 
=1

= ijn

ij ijkk
s y  et en agrégeant sur les ,ijp  nous obtenons  

 

 
 
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 
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

 

  

Parce que    
ind1 Binomiale ,ij ij ij ij ijT p N n p  et    

ind2 Binomiale ,ij ij ij ijT p N p  et que, sachant ,ijp  
 1

ijT  et  2
ijT  sont indépendants, après avoir obtenu les échantillons des ,ijp  il est facile de faire une inférence 

bayésienne prédictive. Voir Nandram (2015) pour des renseignements détaillés. 

 
2.2  Un modèle double avec corrélations hétérogènes 
 

Nous étendons le modèle CHO pour pouvoir traiter les corrélations hétérogènes. Nos hypothèses sont  

                                                     
ind

Bernoulli ,ijk ij ijy p p  (2.6) 

                                                 
ind 1 1

, Bêta , 1 ,i i
ij i i i i

i i

p
 

   
 
  

 
 

  (2.7) 

                                                     
iid 1 1

, Bêta , 1 ,i

 
    

 
    

  (2.8) 

                                                     
iid 1 1

, Bêta , 1 ,i

 
    

 
    

  (2.9) 

                                                   
iid

, , , Uniforme 0,1 .      (2.10) 

Notons que le coefficient de corrélation intragrappe   introduit dans le modèle CHO est remplacé par 
  =1, ,i i    pour fournir le modèle bayésien hiérarchique avec corrélations hétérogènes. 
Comme pour le modèle CHO, nous imposons aussi a priori deux ensembles de contraintes d’unimodalité,  

 
1 2 1

< < ,  0 < <
1 1 3
 

 
 


 

 et 
1 2 1

< < ,  0 < < .
1 1 3
 

 
 


 

 (2.11) 

L’annexe B donne des preuves simples des inégalités susmentionnées en tant que critères d’unimodalité et 
la façon d’intégrer ces contraintes dans nos calculs. Donc, nous dénommons modèle CHE (pour corrélations 
hétérogènes) le modèle bayésien hiérarchique spécifié par (2.6) à (2.11). 
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De nouveau, à l’instar de Nandram (2015), nous montrons à l’annexe A que, sous le modèle CHE,    
                                                    cor , , , = , ,ijk i i iijky y k k      (2.12) 

                                                     cor , , , = , , .ijk iij ky y j j k k         (2.13) 

En d’autres mots, à l’intérieur du ei  domaine, le coefficient de corrélation intragrappe est i  et le coefficient 
de corrélation intergrappes est .  

En appliquant le théorème de Bayes dans le modèle CHE, la densité conjointe a posteriori 
 , , , , , ,p μ ρ y      est facile à écrire. (Il s’agit de la densité sans la constante de normalisation.) Donc, 

nous pourrions donner à cette densité conjointe a posteriori le nom de posterior CHE. 
Pour faire une inférence sur la proportion dans la population finie, ,iP  nous tirons des échantillons de 
 , , , , , ,p μ ρ y      en utilisant la règle de multiplication et l’échantillonneur de Gibbs par blocs. Cette 

procédure est décrite à la section 2.3. 

 
2.3 Calculs du posterior CHE 
 

En premier lieu, notons que nous agrégeons le posterior CHE sur les ijp  et que nous utilisons ensuite 
l’échantillonneur de Gibbs pour ajuster la densité a posteriori marginale conjointe. Après avoir obtenu les 
échantillons, nous pouvons tirer des échantillons des ijp  à partir de densités a posteriori conditionnelles des 

ijp  en appliquant la règle de multiplication. 
Comme dans le modèle CHO, la densité a posteriori conditionnelle des ijp  est  

  
ind 1 1

, , , , , , Bêta , 1 , 0 < <1.y i i
ij i i ij i ij ij i ij

i i

p s n s p
 

       
 
  

    
 

   

Donc, il est facile de tirer des échantillons des ijp  une fois que les échantillons sont obtenus à partir de la 
densité a posteriori conjointe de  , , , , , .μ ρ      Après élimination des ijp  du posterior CHE par 
intégration, la densité a posteriori conjointe marginale est donnée par  
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Les densités a posteriori conditionnelles sont  
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1 11 1 11 ,i

 
 

   

  

et, en posant  1

1 =1
= ii

G 

 et   1

2 =1
= 1 ,ii

G 
  
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

  

et 

                                             
 

 
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, 1
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 
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 

    
 
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 

 
   

           



  

De même, en posant  1

1 =1
= ii

H 

 et   1

2 =1
= 1 ,ii

H 
  

                                             
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μ ρ y
H H
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 
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 

 
 

 
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 
           



  

et 

                                             
 
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1 1
1 1 1

1 2, , , , , .1 1
, 1

μ ρ y
H H

B

 
 

 

    
 

 
 

 
  

 
           



  

Le problème de cette procédure est que   et   sont corrélés, parce qu’intuitivement, ils dépendent tous 
deux uniquement de  i  à travers deux nombres, 1G  et 2,G  et non les données, .y  Cela donne un mauvais 
mélange dans l’échantillonneur de Gibbs. Par exemple,  , ,iE         É.-T. , 1i         
et   1 1 ,i iz        où   0iE z   et  Var 1,iz   Nandram (2015). Autrement dit,  i  est 
corrélé à   et .  Un problème similaire se manifeste dans  , , .ρ    Par conséquent, afin de résoudre ces 
problèmes de faible identifiabilité, nous utilisons l’échantillonneur de Gibbs par blocs pour tirer des 
échantillons aléatoires de  , , , , , .μ ρ       
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L’échantillonneur de Gibbs par blocs s’obtient en tirant  , , , , ,μ ρ y     et  , , , , ,ρ μ y     à tour 
de rôle de la densité a posteriori conditionnelle jusqu’à la convergence, comme nous le décrivons plus bas. 
Les deux densités a posteriori conditionnelles conjointes sont  
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et 
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Pour exécuter l’échantillonneur de Gibbs par blocs, nous appliquons la règle de multiplication dans 
 1 , , , , ,μ ρ y      et  2 , , , , , ;ρ μ y      voir, par exemple, Molina et coll. (2014) et Toto et 

Nandram (2010). 

D’abord, nous considérons  1 , , , , , .μ ρ y      Nous éliminons μ  par intégration et obtenons la 
densité a posteriori conditionnelle conjointe de  ,   sachant , ,ρ    et ,y   
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Ici, nous utilisons la somme de Riemann par la méthode du point milieu pour éliminer par intégration 
tous les , 1, , .i i     Nous subdivisons l’intervalle (0, 1) en G  sous-intervalles  0 1, ,a a  
   1 2 1, , , , ,G Ga a a a  où 0 0, , 1, .ia a i G i G     Alors, nous pouvons calculer la distribution 
a posteriori conditionnelle conjointe de  ,   comme il suit. 
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et  1F   est la fonction de répartition correspondant à  1 ,f   qui est une fonction de densité de 
  1 1Bêta , 1 . 

     Ensuite, nous éliminons également   par intégration en utilisant la quadrature 
gaussienne au moyen des polynômes orthogonaux de Legendre,  
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où  g  sont les poids et  gx  sont les racines du polynôme de Legendre sur l’intervalle 1 2
1 1, . 
 


     Nous 

avons pris 20G   dans nos calculs (de plus grandes valeurs de G  ne font guère de différence). 

Maintenant, nous pouvons utiliser une méthode à grille univariée (par exemple, Molina, Nandram et Rao 
2014 et Toto et Nandram 2010) en vue de tirer des échantillons de la densité a posteriori de   
conditionnellement à , ,ρ    et ;y  voir Ritter et Tanner (1992) pour une description de l’échantillonneur 
de Gibbs « à grille ». Alors, conditionnellement à ,  nous obtenons la densité a posteriori de   comme il 
suit, 
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Les échantillons sont tirés de la densité a posteriori conditionnelle de   en utilisant de nouveau 
l’échantillonneur à grille univariée. Par la suite, conditionnellement à  , , μ   est tiré de 
 , , , , ,μ ρ yp      en utilisant l’échantillonneur à grille univariée. 

Pour la méthode à grille, nous divisons l’intervalle unitaire en sous-intervalles de 0,01 de largeur, et nous 
approximons la densité a posteriori conjointe par une distribution discrète avec probabilités proportionnelles 
aux hauteurs de la distribution continue aux points milieu de ces sous-intervalles. Notons que nous 
introduisons un bruit aléatoire (jittering) uniforme à l’intérieur de chaque intervalle sélectionné pour 
permettre différents écarts avec probabilité de un (Nandram 2015). Même quand nous avons utilisé des 
sous-intervalles plus fins (par exemple, largeur de 0,005), les résultats d’inférence ont été presque les 
mêmes. Donc, nous utilisons les sous-intervalles de 0,01 de largeur; voir Molina et coll. (2014). Lorsque la 
plupart de la distribution se trouve près de l’une des bornes (par exemple, 0 ou 1), nous créons des intervalles 
de plus petite largeur pour saisir les petites ou les grandes valeurs du paramètre. 

Deuxièmement, nous considérons  2 , , , , , .ρ μ y      Nous éliminons ρ  par intégration et obtenons 
la densité a posteriori conditionnelle conjointe de  ,   sachant , ,μ    et ,y  
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De nouveau, nous appliquons la somme de Riemann par la méthode du point milieu pour éliminer par 
intégration tous les , 1, ,i i     et calculer la distribution a posteriori conditionnelle conjointe de  , ,    
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et  2F   est la fonction de répartition correspondant à  2f   qui est une fonction de densité de 
  1 1Bêta , 1 . 

     En utilisant la quadrature gaussienne au moyen des polynômes orthogonaux de 
Legendre, nous pouvons éliminer   par intégration et obtenir la densité a posteriori conditionnelle de ,   

                                         1
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où  g  sont les poids et  gx  sont les racines du polynôme de Legendre sur l’intervalle  1 2
1 1, . 
 


   

Alors, nous appliquons la méthode à grille univariée afin de tirer des échantillons de la densité 
a posteriori de   conditionnellement à , ,μ    et .y  Par conséquent, nous pouvons représenter la densité 
a posteriori conditionnelle de   par  

                                    
1

20
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et obtenir des échantillons de   en utilisant de nouveau l’échantillonneur à grille univariée. Enfin, 
conditionnellement à  , , ρ   peut être tiré de  , , , , , ,ρ μ yp      où nous utilisons également la 
méthode à grille univariée. 

Cet algorithme échantillonne  1 , , , , ,μ ρ y      en tirant d’abord une itération de  1 , , , ,ρ y     
une itération de  1 , , , , ,ρ y      puis une itération de  1 , , , , , .μ ρ y      Ensuite, il échantillonne 
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 2 , , , , ,ρ μ y      en tirant d’abord une itération de  2 , , , ,μ y     une itération de 
 2 , , , , ,μ y      puis une itération de  2 , , , , , .ρ μ y      La procédure complète se poursuit jusqu’à 

la convergence. Cela revient à utiliser un échantillonneur de Gibbs avec deux densités a posteriori 
conditionnelles, ce qui est, en fait, l’échantillonneur de Gibbs par blocs. La construction de l’échantillonneur 
de Gibbs par blocs est très efficace et il s’agit de l’une de nos principales contributions dans le présent 
article. En fait, nous pourrions donner à l’échantillonneur de Gibbs par blocs le nom d’échantillonneur de 
Gibbs « à grille » par blocs (Ritter et Tanner 1992). 

Nous avons examiné la convergence de l’échantillonneur de Gibbs par blocs en utilisant des tracés, des 
graphiques d’autocorrélation et le test de stationnarité de Geweke. Les tracés (itérations en fonction du 
temps) renseignent sur la durée de la période de rodage requise pour éliminer l’effet des valeurs initiales. 
Les graphiques d’autocorrélation montrent la dépendance dans la chaîne et, par conséquent, ceux présentant 
de fortes corrélations entre de longs décalages sont le signe d’une mauvaise chaîne de mélange. Le test de 
Geweke compare les moyennes de la partie initiale et de la partie ultérieure de la chaîne de Markov en 
utilisant une statistique de score ,z  où l’hypothèse nulle est que la chaîne est stationnaire; les valeurs p

sont toutes supérieures à 0,10. Nous avons utilisé les tracés, les graphiques d’autocorrélation et le test de 
Geweke pour chaque paramètre afin d’étudier la convergence de chaque exécution de l’échantillonneur de 
Gibbs par blocs. Pour nos données, nous avons tiré 2 000 échantillons et en avons utilisé 1 000 pour le 
rodage afin d’obtenir un échantillon de 1 000 itérations pour l’inférence. Cette période de rodage, qui est 
basée sur les tracés et le test de Geweke, est suffisamment longue pour obtenir des échantillons aléatoires. 
Les corrélations sont toutes non significatives, et, ce qui est intéressant, nous ne devons pas réduire les 
itérations. En outre, le test de Geweke donne la preuve de la stationnarité de notre échantillonneur. Donc, 
nous disposons d’un échantillonneur de Gibbs par blocs très efficace. L’exécution de la procédure en R 
prend quelques minutes. Nous avons appliqué la même procédure pour notre étude en simulation. 
 

3  Étude numérique et comparaisons 
 

À la présente section, nous procédons à des études empiriques pour évaluer la performance du modèle 
CHE que nous comparons au modèle CHO. À la section 3.1, nous donnons un exemple et à la section 3.2, 
nous présentons une étude en simulation. 
 

3.1  Un exemple 
 

Nous utilisons des données recueillies auprès de la population d’élèves de troisième année aux États-
Unis; voir Nandram (2015) pour une brève discussion de ces données. L’ensemble de données, recueilli 
en 1999, a trait à 2 477 élèves qui ont participé à la Third International Mathematics and Science Study 
(TIMSS). Foy, Rust, et Schleicher (1996) ont décrit le plan d’échantillonnage systématique avec probabilité 
proportionnelle à la taille (PPT) utilisé pour la collecte des données de la TIMSS, et Caslyn, Gonzales et 
Frase (1999) ont présenté les faits saillants de l’enquête. Les domaines sont formés en recoupant quatre 
régions (nord-est, sud, centre et ouest) et trois types de collectivité des États-Unis (village ou région rurale, 
périphérie d’une ville, et proximité du centre d’une ville). Donc, il y a douze domaines. La variable binaire 
est la question de savoir si la note de mathématique de l’élève est ou non inférieure à la moyenne. Les 
grappes sont les écoles, tandis que les unités dans les grappes sont les élèves. 
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Pour évaluer la qualité de l’inférence bayésienne prédictive, comme l’a suggéré un examinateur, 
Nandram (2015) a pris un échantillon correspondant à la moitié des données originales et l’a appelé 
échantillon synthétique. L’échantillon original a servi de population, et le demi-échantillon a été utilisé pour 
l’analyse, ce qui a fourni une méthode pour évaluer le pouvoir prédictif des modèles dans Nandram (2015). 
Dans le présent article, comme l’a proposé un examinateur, au lieu d’utiliser un demi-échantillon, nous nous 
servons de l’ensemble de données original à notre disposition; voir le tableau 3.1 pour la description de 
l’ensemble de données complet que nous analysons dans le présent article. Nous évaluons principalement 
le pouvoir prédictif du modèle CHE au moyen de l’étude en simulation. 

Malheureusement, comme dans le cas de nombreuses enquêtes complexes, les analystes des données 
secondaires ne connaissent pas les fractions d’échantillonnage. Cependant, pour nombre de ces enquêtes, 
les fractions d’échantillonnage sont habituellement relativement faibles. Dans le cas des données de la 
TIMSS, nous supposons que l’ensemble de données est un échantillon de 5 % de la population. Par exemple, 
si quatre écoles sont échantillonnées pour un domaine, disons le ei  domaine  = 1, , ,i    le nombre total 
de grappes, ,iM  est supposé être 80. Si 17 élèves sont observés dans une école échantillonnée, disons la ej  
école, le nombre total d’élèves,  = 1, , ,ij iN j m  est supposé être 340. Pour les écoles non 
échantillonnées,  = 1, ,ij i iN j m M   est supposé être la moyenne du nombre total d’élèves dans les 
écoles échantillonnées pour chaque domaine. En outre, dans de nombreuses écoles, beaucoup d’élèves, voire 
tous, étaient soit en dessous soit au-dessus de la moyenne. Cet ensemble de données est donc très épars, ce 
qui rend l’estimation directe difficile. 

 
Tableau 3.1 
Nombre d’élèves américains sous la moyenne en mathématique dans les écoles par domaine 
 

Domaine (s, n) m Écoles 
NR 40 4 9 10 11 10    

 74  17 16 21 20    
NP 60 9 8 7 12 3 12 8 7 1 2    

 173  20 21 17 19 16 25 22 14 19    
NC 135 11 9 20 1 22 20 11 26 10 1 12 3    

 222  15 23 16 25 22 25 27 19 16 22 12    
SR 84 8 6 14 14 9 14 10 12 5    

 140  16 21 16 14 23 19 22 9    
SP 164 16 14 9 12 10 18 11 3 0 13 9 13 8 11 10 19 4

 298  19 14 13 18 22 18 21 16 18 15 26 9 19 22 25 23
SC 150 13 16 11 13 6 8 9 13 6 11 15 15 18 9  

 225  16 13 17 16 19 16 18 12 19 16 19 21 23  
CR 17 2 7 10      

 39  16 23      
CP 59 7 13 11 5 15 3 2 10    

 140  22 18 9 19 24 23 25    
CC 145 14 21 1 12 9 12 13 16 13 7 12 7 8 4 10 

 259  21 26 22 13 16 18 21 18 17 18 17 19 16 17 
OR 54 7 13 11 4 2 7 11 6    

 118  15 19 10 16 16 20 22    
OP 117 13 8 11 15 9 7 10 1 15 14 9 7 6 5  

 224  13 13 25 16 20 12 20 18 20 17 17 17 16  
OC 331 31 9 17 10 12 15 15 8 22 20 7 18 7 13 15 13 8

   6 8 17 13 9 6 12 7 11 4 9 8 2 3 7
 515  18 22 10 14 15 15 8 23 22 7 18 10 26 29 13 17
   16 14 18 15 13 23 21 26 16 11 14 14 17 15 15

Nota : (s, n) représentent s (en haut), le nombre d’élèves dont la note est inférieure à la moyenne et n (en bas), la taille de l’échantillon [par exemple, 
NR compte 74 élèves échantillonnés dans m = 4 écoles pour un total de 40 élèves dont la note est inférieure à la moyenne]. Les domaines 
sont formés par le recoupement de la région (N : nord, S : sud, C : centre, O : ouest) et de la collectivité (R : rurale, P : périphérie d’une ville, 
C : centre d’une ville). 
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Nous appliquons trois procédures d’évaluation de la qualité de l’ajustement des modèles, à savoir le 
critère d’information de déviance (DIC pour Deviance information criterion), la valeur p prédictive 
a posteriori bayésienne (BPP pour Bayesian posterior predictive p  value) et le logarithme de la pseudo-
vraisemblance marginale (LPML pour Log pseudo marginal likelihood), qui est une mesure fondée sur la 
même procédure de validation croisée avec suppression d’une unité (leave-one-out). Nous pouvons évaluer 
l’ajustement global des modèles au moyen de ces procédures. 

Dans le modèle CHE,         
ind ind

Binomiale , , Bêta 1 , 1 1 .ij ij ij ij ij i i i i i is p n p p           
Donc, en éliminant les ijp  par intégration, nous pouvons obtenir la fonction de masse de probabilité bêta-
binomiale suivante,  
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Il est également vrai que  , =ij i i ij iE s n    et       Var , = 1 1 1 .ij i i ij ij i i is n n         

Soit  h
i  et  h

i   = 1, , , = 1, ,i h H    les itérations provenant de l’échantillonneur de Gibbs par blocs. 

Soit    
=1

= = 1, ,H h
i ih

H i     et  
=1

= .H h
i ih

H   En posant que     , 2 log ,D p μ ρ s μ ρ  et 
     

=1
= 2 log , ,H

h h
h

D p H  s μ ρ  le critère d’information de déviance est donné par  

  DIC = 2 , .μ ρD D   

Les modèles dont le DIC est petit sont préférés à ceux dont le DIC est grand. Cependant, puisque le 
critère DIC a tendance à sélectionner des modèles surajustés, Nandram (2015) a décrit les valeurs p  
prédictives bayésiennes comme auxiliaire. Pour le modèle CHE, la fonction de divergence est  

  
  
 

2

=1 =1
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Var ,
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im
ij ij i i
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
 


  

Soient  reps  les échantillons répétés (rep) tirés de la distribution prédictive a posteriori de .s  Alors, le critère 
BPP est       rep obs; , ; , ,s μ ρ s μ ρ sp T T  ce qui est calculé sur ses itérations correspondantes 

    , , 1, , .μ ρh h h H   Une valeur de cette probabilité proche de 0 ou de 1 indique un mauvais ajustement 
du modèle. En fait, les modèles dont le BPP est compris dans l’intervalle (0,05; 0,95) sont considérés comme 
étant raisonnables. 

En plus de ces quantités, nous pouvons évaluer la qualité de l’ajustement des modèles au moyen d’une 
autre mesure, le LPML, qui est une statistique sommaire des valeurs de l’ordonnée prédictive conditionnelle 
(CPO pour Conditional predictive ordinate), et est fondée sur une validation croisée. Contrairement au 
critère DIC, de grandes valeurs du LPML indiquent un meilleur ajustement des modèles (par exemple, 
Geisser et Eddy 1979). 
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Dans le cas du modèle CHE, le critère CPO peut être estimé par  

 
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1 1
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où  h
ijp  représente les échantillons tirés de , ,ij ij i ip s    et  

iid
Binomiale , .ij ij ij ijs p n p  Notons que, 

pour chaque  , ,i j  CPOij  est la moyenne harmonique des vraisemblances    , = 1, , .h
ij ijf s p h H  

Alors, le LPML est donné par  
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im

ij

i j



  

Ces trois mesures d’évaluation des modèles ont des formes similaires sous le modèle CHO. Pour le 
modèle CHO (CHE), DIC = 774,421 (773,173), BPP = 0,349 (0,408), LPML = -352,064 (-346,171), ce qui 
indique que le modèle CHE donne un meilleur ajustement. À un niveau de détail plus fin, nous avons 
également examiné les valeurs de CPO individuelles provenant des deux modèles pour chaque école. À la 
figure 3.1, nous comparons les CPO pour les modèles CHE et CHO, et nous constatons qu’en général, les 
valeurs de CPO sont plus élevées pour le modèle CHE que pour le modèle CHO. En fait, sous le modèle 
CHO (CHE), nous avons constaté que le pourcentage des valeurs de CPO inférieures à 0,025 est de 3,70 % 
(2,96 %) et que le pourcentage des valeurs de CPO inférieures à 0,014 est de 0,74 % (0,00 %). Ces résultats 
ne donnent aucun indice d’un écart important par rapport aux hypothèses de modélisation; voir Ntzoufras 
(2009). Par conséquent, à première vue, ces mesures donnent des preuves que le modèle CHE est un peu 
mieux ajusté aux données de la TIMSS que le modèle CHO. 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 

Figure 3.1 Nuages de points des CPO des modèles CHO et CHE (en haut : École en fonction du critère CPO) 
et (en bas : CHE en fonction de CHO). 
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Considérons maintenant l’inférence au sujet de   et .  Examinons d’abord .  Sous le modèle CHO, la 
moyenne a posteriori (MP) vaut 0,519, l’écart-type a posteriori (ETP) vaut 0,068 et l’intervalle de crédibilité 
à 95 % (Cre) est (0,390; 0,639). Sous le modèle CHE, MP = 0,515, ETP = 0,065 et Cre à 95 % est (0,383; 
0,639). Ensuite, examinons .  Sous le modèle CHO, MP = 0,207, ETP = 0,011 et Cre à 95 % est (0,190; 
0,224). Sous le modèle CHE, MP = 0,208, ETP = 0,011 et Cre à 95 % est (0,190; 0,225). Donc, il est bon 
de constater que les inférences au sujet de   et   sont très proches pour les deux modèles concurrents 
(modèles CHO et CHE). 

Au tableau 3.2, nous présentons l’inférence a posteriori sur les proportions dans la population finie pour 
les notes de mathématique par domaine. Des différences existent entre les moyennes a posteriori sous les 
modèles CHO et CHE. La plupart sont faibles, mais quelques-unes sont grandes. Pour les domaines NC, SR 
et CR, nous avons 0,560 (0,543), 0,568 (0,584) et 0,465 (0,445) sous le modèle CHO (CHE), 
respectivement. Les écarts-types a posteriori sont également proches, mais il existe quelques différences 
modérément grandes (par exemple, pour NR, nous avons 0,113 sous le modèle CHO et 0,077 sous le modèle 
CHE). Les intervalles de crédibilité (Cre) et de densité a posteriori la plus grande (DPPG) reflètent ces 
différences. 

 
Tableau 3.2 
Comparaison de l’inférence a posteriori d’après les modèles doubles avec corrélation homogène (CHO) et 
corrélations hétérogènes (CHE) pour les proportions de la population finie pour les élèves américains sous la 
moyenne en mathématique par domaine 
 

Domaine Modèle CHO  Modèle CHE  

 MP   ETP  Cre à 95 % DPPG à 95 %  MP   ETP   95 % Cre  DPPG à 95 %
NR  0,522  0,113  (0,299; 0,735) (0,310; 0,741) 0,525  0,077  (0,363; 0,662) (0,361; 0,658)
NP  0,365  0,075 (0,227; 0,524) (0,227; 0,520) 0,359 0,072 (0,228; 0,511)  (0,236; 0,516) 
NC 0,560 0,070 (0,420; 0,701) (0,408; 0,680) 0,543 0,082  (0,370; 0,695) (0,396; 0,710) 
SR 0,568 0,080 (0,405; 0,725) (0,424; 0,731) 0,584 0,062  (0,454; 0,699) (0,456; 0,699) 
SP  0,537 0,058 (0,423; 0,648) (0,417; 0,639) 0,537 0,063  (0,409; 0,655) (0,408; 0,653) 
SC  0,646 0,064 (0,552; 0,766) (0,522; 0,766) 0,654 0,059  (0,521; 0,763) (0,544; 0,774) 
CR 0,465 0,137 (0,195; 0,719) (0,185; 0,709) 0,445 0,125  (0,212; 0,716) (0,199; 0,700) 
CP  0,437 0,085 (0,279; 0,603) (0,276; 0,596) 0,439 0,091  (0,257; 0,620) (0,265; 0,620) 
CC  0,549 0,064 (0,415; 0,671) (0,423; 0,672) 0,550 0,066 (0,414; 0,681) (0,422; 0,685) 
OR 0,461 0,086 (0,297; 0,629) (0,295; 0,626) 0,460 0,085  (0,289; 0,626) (0,276; 0,611) 
OP  0,516 0,066 (0,384; 0,643) (0,387; 0,644) 0,516 0,058 (0,401; 0,626) (0,409; 0,633) 
OC  0,670 0,042 (0,581; 0,748) (0,586; 0,749) 0,662 0,047 (0,569; 0,748) (0,568; 0,746) 

Nota : MP est la moyenne a posteriori, ETP est l’écart-type a posteriori, Cre est l’intervalle de crédibilité à queues égales, et DPPG est l’intervalle 
de densité a posteriori la plus grande.  

 
Le tableau 3.3 donne les valeurs sommaires de MP, ETP et DPPG à 95 % pour les corrélations 

intragrappe sous le modèle CHE. Nous voyons que les corrélations intragrappe varient d’un domaine à 
l’autre. L’estimation la plus élevée est 0,337 pour NC et la plus faible est 0,073 pour SR. Ces deux domaines 
présentent quelques grandes différences entre les moyennes a posteriori sous les modèles CHO et CHE. 
L’intervalle DPPG à 95 % pour la corrélation commune dans le modèle CHO, qui est (0,160; 0,260), est 
contenu par tous les intervalles, sauf ceux pour NR, NC, SR et OC. Donc, il est raisonnable d’étudier le 
modèle CHE. 
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Tableau 3.3 
Valeurs sommaires a posteriori pour les corrélations intragrappe des modèles doubles avec corrélations 
hétérogènes pour les élèves américains sous la moyenne en mathématique par domaine 
 

Domaine  MP   ETP   Cre à 95 % DPPG à 95 %  
NR  0,076  0,084  (0,002; 0,301)  (0,001; 0,251)  
NP  0,184 0,087  (0,053; 0,380)  (0,042; 0,358)  
NC  0,337 0,087  (0,190; 0,520)  (0,184; 0,513)  
SR  0,073 0,067  (0,003; 0,252)  (0,001; 0,216)  
SP  0,237 0,075 (0,113; 0,393)  (0,110; 0,387)  
SC  0,176 0,079  (0,055; 0,356)  (0,048; 0,329)  
CR  0,149 0,147  (0,003; 0,523)  (0,001; 0,445)  
CP  0,233 0,103  (0,079; 0,486)  (0,050; 0,434)   
CC  0,235 0,077 (0,105; 0,388)  (0,099; 0,381)  
OR  0,181 0,099  (0,033; 0,413)  (0,021; 0,378)  
OP  0,181 0,075 (0,059; 0,362)  (0,048; 0,327)  
OC  0,301 0,063 (0,191; 0,437)  (0,188; 0,434)  

 
Nota : En utilisant le modèle double avec corrélation homogène, MP = 0,211, ETP = 0,026, Cre à 95 % = (0,162; 0,266), et DPPG à 95 % = (0,160; 

0,260). MP est la moyenne a posteriori, ETP est l’écart-type a posteriori, Cre est l’intervalle de crédibilité à queues égales, et DPPG est 
l’intervalle de densité a posteriori la plus grande. 

 
 

À la figure 3.2, nous comparons les densités a posteriori des corrélations intragrappe pour le modèle 
CHE (douze corrélations) et le modèle CHO (une corrélation). Les distributions sous le modèle CHE sont 
plus variables, et elles se situent principalement à la gauche ou à la droite de celles sous le modèle CHO, le 
chevauchement étant faible pour certains domaines (par exemple, NR, NC et SR). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Figure 3.2 Courbes des densités a posteriori des corrélations intragrappes pour les notes de mathématique par 
domaine (trait plein : modèle CHE, trait pointillé : modèle CHO). 
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Aux figures 3.3, 3.4 et 3.5, nous comparons les courbes des densités a posteriori des proportions de la 
population finie pour les notes de mathématique par domaine pour les deux modèles. Des différences 
appréciables s’observent entre les modèles CHO et CHE (par exemple, domaines NR, NC, SR, CR et OC). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Figure 3.3 Courbes des densités a posteriori des proportions dans la population finie pour les notes de 

mathématique par domaine (NR, NP, NC, SR) (trait plein : modèle CHE, trait pointillé : modèle 
CHO). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Figure 3.4 Courbes des densités a posteriori des proportions dans la population finie pour les notes de 
mathématique par domaine (SP, SC, CR, CP) (trait plein : modèle CHE, trait pointillé : modèle 
CHO). 
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Figure 3.5 Courbes des densités a posteriori des proportions dans la population finie pour les notes de 

mathématique par domaine (CC, OR, OP, OC) (trait plein : modèle CHE, trait pointillé : modèle 
CHO). 

 
 

3.2  Étude en simulation 
 

Une étude en simulation nous permet de poursuivre l’évaluation de la performance du modèle CHE en 
vue de la comparer à celle du modèle CHO. Ici, nous utilisons deux facteurs, présentant chacun trois 
niveaux, pour obtenir neuf points de référence. 

Nous avons fixé à 100 le nombre de grappes (écoles) dans chaque domaine et à 15 le nombre d’individus 
(élèves) dans chaque grappe. Autrement dit, nous prenons = 15, = 1, , , = 100, = 1, ,ij i iN j M M i    
où = 12.  Désignons par a  un vecteur de moyennes a posteriori et par ,b  le vecteur des écarts-types 
a posteriori correspondant aux i  ou aux .i  Plus précisément, pour les i  nous utilisons 1a  et 1,b  et pour 
les i  nous utilisons 2a  et 2 .b  Quand nous simulons les données à partir du modèle CHE, les niveaux des 

i  sont  1 1 1 1 11 : 0,5 ; 2 : ; 3 : 0,5a b a a b   et les niveaux des i  sont 2 2 2(1 : 0,5 ; 2 : ; 3 :a b a  

2 20,5 ).a b  Pour les douze domaines, 1a  prend les valeurs 0,09; 0,19; 0,32; 0,08; 0,22; 0,18; 0,15; 0,22; 
0,23; 0,17; 0,18; 0,30; 1b  prend les valeurs 0,08; 0,09; 0,08; 0,06; 0,07; 0,08; 0,13; 0,09; 0,07; 0,09; 0,07; 
0,06; 2a  prend les valeurs 0,53; 0,37; 0,54; 0,58; 0,54; 0,65; 0,46; 0,44; 0,55; 0,46; 0,52; 0,66; et 2b  prend 
les valeurs 0,08; 0,08; 0,08; 0,06; 0,06; 0,06; 0,12; 0,09; 0,07; 0,08; 0,06; 0,05. 

Nous tirons aussi un échantillon aléatoire simple de cinq grappes parmi les 100 grappes de la population, 
ainsi qu’un échantillon aléatoire simple de dix individus dans chaque grappe échantillonnée (c’est-à-dire 

= 5im  et = 10).ijn  Ces nombres sont nettement plus faibles que ceux pour les données utilisées à la 
section 3.1, ce qui rend l’inférence un peu plus difficile (Nandram 2015). Notons que l’ensemble de données 
contient environ 7 % de grappes échantillonnées où tous les élèves étaient soit en dessous ou au-dessus de 
la moyenne. Nous nommons cette quantité le pourcentage de données éparses. La configuration de la 
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présente étude en simulation donne lieu à des données encore plus éparses. Pour neuf points de référence, 
tous les pourcentages moyens de données éparses sont supérieurs à 7 % et la plupart sont de l’ordre de 10 %. 
La figure 3.6 montre les histogrammes des pourcentages de données éparses pour chaque point de référence. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Figure 3.6 Histogrammes du pourcentage de données éparses quand les données sont tirées du modèle CHE 

par point de référence [(i, j) : i, j = 1, 2, 3] où le premier facteur correspond à   et le second, à .  

 
Nous étudions deux scénarios. Dans le premier, nous générons des données à partir du modèle CHE et 

ajustons les deux modèles, et dans le second, nous générons des données à partir du modèle CHO et ajustons 
les deux modèles. Dans le cas des données simulées à partir du modèle CHE, nous avons neuf points de 
référence [(1,1), (1, 2), (1,3), , (3,1), (3, 2), (3,3)],  et le premier facteur correspond à .i  Quand nous 
simulons les données à partir du modèle CHO, nous avons trois points de référence 2 2(1 : 0,5 ; 2 :a b  

2 2 2; 3 : 0,5 )a a b  pour les trois niveaux pour les ;i  la valeur de   est maintenue fixe à sa moyenne 
a posteriori. 

Dans le premier scénario, à chaque point de référence, nous simulons des données binaires à partir du 
modèle CHE,  
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Donc, nous avons les vraies valeurs de 
=1 =1 =1

= ij iM N Mi
i ijk ijj k j

P y N    pour = 1, , .i    Nous tirons 
1 000 échantillons à chacun des neuf points de référence. Pour chaque échantillon, nous exécutons 
l’échantillonneur de Gibbs « à grille » par blocs de la même façon que pour les données. 

Comme Nandram (2015), nous calculons BA = MP ,ih ih ihP  BAR = BAih ih ihP  et 
2 2REQMP = ETP BAih ih ih  pour étudier les propriétés fréquentistes de notre procédure 

 = 1, , , = 1, ,1 000 .i h    Nous obtenons aussi les intervalles de crédibilité et DPPG à 95 % pour 
chacune des 1 000 exécutions de la simulation, et nous étudions la largeur ihW  et l’incidence de crédibilité 

.ihI  Si l’intervalle de crédibilité (ou DPPG) à 95 % de la eh  exécution contient la valeur réelle ,iP ihI  est 
égale à un, sinon elle est nulle. Donc, le contenu probabiliste estimé de l’intervalle de crédibilité à 95 % 
pour le ei  domaine est =iC

1 000

=1
1 000.ihh

I  

Le tableau 3.4 donne la comparaison des modèles CHO et CHE. Les couvertures sont clairement plus 
élevées sous le modèle CHE que sous le modèle CHO. Notons que les couvertures des intervalles DPPG 
pour le modèle CHE sont nettement plus proches de la valeur nominale de 95 % et sont conservatrices. 
Cependant, les intervalles de crédibilité et DPPG à 95 % sont plus larges que sous le modèle CHO. Ces 
effets deviennent beaucoup plus importants à mesure que ρ  augmente. Les mesures BA, BAR et REQMP 
sont toutes plus petites sous le modèle CHE que sous le modèle CHO. Donc, en s’appuyant sur ces mesures, 
la préférence est donnée au modèle CHE plutôt qu’au modèle CHO. 
 

Tableau 3.4 
Simulation sous le modèle CHE : Comparaison des modèles CHE et CHO en utilisant la couverture moyenne 
et la largeur des intervalles de crédibilité à 95 % et le biais absolu, le biais absolu relatif et la racine carrée de 
l’erreur quadratique moyenne a posteriori pour les proportions de la population finie par point de référence  

Point de 
référence 

 Modèle   C-Cre   L-Cre  C-DPPG  L-DPPG  BA   BAR   REQMP  

(1,1)  CHE  0,989  0,620  0,961 0,603 0,112 0,227 0,206  
  CHO  0,930  0,555  0,893 0,541 0,130 0,266 0,207  

(1,2)  CHE  0,984  0,622  0,960 0,603 0,112  0,227  0,206  
  CHO  0,926  0,558  0,889 0,545 0,132 0,249 0,209  

(1,3)   CHE  0,980  0,623  0,955 0,608 0 ,120  0,211  0,210  
  CHO  0,923  0,558  0,892 0,546 0,134 0,236 0,212  

(2,1)  CHE  0,982  0,621  0,953 0,603 0,119  0,242  0,212  
  CHO  0,922  0,564  0,879 0,549 0,137 0,281 0,215  

(2,2)  CHE  0,980  0,625  0,952 0,609 0,122  0,228  0,214  
  CHO  0,918  0,566  0,879 0,552 0,139 0,264 0,217  

(2,3)   CHE  0,981  0,628  0,956 0,611 0,121  0,211  0,214  
  CHO  0,930  0,570  0,895 0,556 0,135 0,239 0,214  

(3,1)  CHE  0,982  0,627  0,949 0,608 0,121  0,245  0,215  
  CHO  0,934  0,583  0,892 0,566 0,136 0,278 0,218  

(3,2)  CHE  0,980  0,628  0,947 0,610 0,123  0,242  0,217  
  CHO  0,928  0,583  0,885 0,566 0,138 0,274 0,220  

(3,3)   CHE  0,976  0,632  0,951 0,614 0,124  0,218  0,218  
  CHO  0,928  0,581  0,889 0,565 0,139 0,246 0,220  

Nota : Dans le point de référence [(i, j) : i, j = 1, 2, 3], le premier facteur correspond à   et le second, à .  C-Cre et C-DPPG sont les contenus 
probabilistes d’un intervalle de crédibilité et d’un intervalle DPPG; L-Cre et L-DPPG sont les largeurs d’un intervalle de crédibilité et d’un 
intervalle DPPG. BA, BAR et REQMP sont le biais absolu, le biais absolu relatif et la racine carrée de l’erreur quadratique moyenne 
a posteriori. 

 

Dans le tableau 3.5, nous comparons les données sommaires pour les critères DIC, BPP et LPML. Toutes 
les valeurs de DIC sous le modèle CHE sont plus faibles que les valeurs correspondantes sous le modèle 
CHO, et toutes les valeurs de LPML sous le modèle CHE sont plus grandes que celles sous le modèle CHO. 
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Sous le modèle CHO, toutes les valeurs de BPP varient dans l’intervalle (0,06; 0,09), mais sous le modèle 
CHE, elles varient dans l’intervalle (0,2; 0,4). De nouveau, ces mesures montrent que le modèle CHE donne 
de meilleurs résultats que le modèle CHO. 

De façon similaire, pour le deuxième scénario, nous générons des données binaires à partir de  
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Dans le tableau 3.6, nous comparons les modèles CHO et CHE. Ici, les critères BA, BAR et REQMP ne 
sont que légèrement plus faibles sous le modèle CHO. Les couvertures des intervalles de crédibilité et DPPG 
sous le modèle CHE s’approchent davantage de la valeur nominale de 95 %, tandis que celles sous le modèle 
CHO sont plus petites. Le tableau 3.7 donne les données sommaires pour les critères DIC, BPP et LPML. 
Toutes les valeurs de DIC sous le modèle CHE sont plus petites que sous le modèle CHO, tandis que les 
valeurs de BPP et de LPML sont similaires pour les deux modèles, celles obtenues sous le modèle CHO 
étant légèrement meilleures. 

 
Tableau 3.5 
Simulation sous le modèle CHE : Comparaison des modèles CHE et CHO en utilisant le critère d’information 
de déviance (DIC), la valeur p prédictive bayésienne (BPP) et le logarithme de la pseudo-vraisemblance 
marginale (LPML) par point de référence 
 

Point de référence Modèle CHO   Modèle CHE  
DIC   BPP  LPML  DIC BPP   LPML 

(1,1)  419,275  0,090 -285,452 402,044 0,429  -267,990
(1,2)  418,351 0,091 -286,250 400,647 0,439  -266,377
(1,3)  416,784  0,088 -286,290 400,414 0,446  -267,203
(2,1)  436,980  0,067 -307,028 416,264 0,300  -292,756
(2,2)  437,306 0,062 -308,816 414,955 0,318  -292,404
(2,3)  430,531  0,080 -302,258 410,436 0,351  -285,206
(3,1) 441,204 0,090 -316,126 424,010 0,227  -308,825
(3,2)  442,165  0,083 -318,223 424,363 0,235  -309,815
(3,3)  438,305 0,071 -315,159 418,827 0,260 -306,619 

Nota : Dans le point de référence [(i, j) : i, j = 1, 2, 3], le premier facteur correspond à   et le second, à .  Les valeurs sommaires de DIC, BPP et 
LPML sont calculées sur les 1 000 exécutions de la simulation. 

 
Tableau 3.6 
Simulation sous le modèle CHO : Comparaison des modèles CHE et CHO en utilisant la couverture moyenne 
et la largeur des intervalles de crédibilité à 95 % et le biais absolu, le biais absolu relatif et la racine carrée de 
l’erreur quadratique moyenne a posteriori pour les proportions de la population finie par point de référence 
 

Point de 
référence 

 Modèle   C-Cre   L-Cre  C-DPPG  L-DPPG  BA   BAR   REQMP  

1  CHE  0,985  0,627 0,969 0,608 0,117 0,242 0,212 
  CHO  0,944  0,575 0,919 0,559 0,107 0,240 0,210 
2  CHE  0,988  0,634 0,952 0,616 0,122 0,234  0,216 
  CHO  0,938  0,585 0,917 0,568 0,115 0,214 0,211 
3  CHE  0,977  0,628 0,940 0,611 0,126 0,222  0,218 
  CHO  0,933  0,572 0,908 0,556 0,113 0,202 0,208  

Nota : Le point de référence [i : i = 1, 2, 3] correspond à   avec   maintenue fixe à sa moyenne a posteriori. C-Cre et C-DPPG sont les contenus 
probabilistes d’un intervalle de crédibilité et d’un intervalle DPPG; L-Cre et L-DPPG sont les largeurs d’un intervalle de crédibilité et d’un 
intervalle DPPG. BA, BAR et REQMP sont le biais absolu, le biais absolu relatif et la racine carrée de l’erreur quadratique moyenne 
a posteriori.  
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Tableau 3.7 
Simulation sous le modèle CHO : Comparaison des modèles CHE et CHO en utilisant le critère d’information 
de déviance (DIC), la valeur p prédictive bayésienne (BPP) et le logarithme de la pseudo-vraisemblance 
marginale (LPML) par point de référence 
 

Point de référence Modèle CHO   Modèle CHE  
DIC   BPP  LPML  DIC BPP   LPML 

1  428,647  0,308 -300,526 416,626 0,302  -303,001
2  430,113 0,371 -295,191 417,557 0,317  -296,531
3  429,598  0,379 -295,613 414,877 0,335  -297,250

Nota : Le point de référence [i : i = 1, 2, 3] correspond à   avec   maintenue fixe à sa moyenne a posteriori. Les valeurs sommaires de DIC, BPP 
et LPML sont calculées sur les 1 000 exécutions de la simulation. 

 
Donc, quand les données sont effectivement issues du modèle CHE, nous constatons certaines 

différences importantes entre les deux modèles, la préférence étant donnée au modèle CHE. Par contre, 
quand les données proviennent du modèle CHO, les différences constatées entre les deux modèles sont 
mineures. Bien entendu, le modèle CHE (corrélations inégales) contient plus de paramètres que le modèle 
CHO (une corrélation). 

 
4  Conclusion 
 

Afin d’ajouter un degré de flexibilité à nos analyses de données, nous avons étendu un modèle double 
homogène, décrit dans Nandram (2015), à un modèle double hétérogène. Ces modèles contiennent des 
paramètres faiblement identifiés qui posent de sérieux problèmes de calcul. Par conséquent, nous avons fait 
deux autres ajouts. Premièrement, nous avons introduit une contrainte unimodale sur les distributions bêta 
a priori. Deuxièmement, nous avons utilisé un échantillonneur de Gibbs par blocs pour effectuer les calculs. 
Pour comparer les modèles, nous avons procédé à une inférence bayésienne prédictive. À titre d’exemple, 
nous avons utilisé des données provenant de la TIMSS, une étude de la performance en mathématique des 
élèves américains de troisième année. En outre, nous avons effectué une étude en simulation pour comparer 
les deux modèles doubles. 

Il est important de se servir du modèle hétérogène pour modéliser le plan d’échantillonnage double, car 
dans de nombreuses applications, les corrélations intragrappe peuvent varier d’un domaine à l’autre, ce qui 
rend ce modèle plus approprié que le modèle double homogène. En effet, à l’aide d’un exemple et d’une 
étude en simulation avec application de plusieurs critères diagnostiques, nous avons montré qu’il convient 
de préférer le modèle double hétérogène au modèle double homogène quand les corrélations varient 
considérablement. 

Nos travaux peuvent s’étendre afin de prendre en compte des données binaires multivariées. Cela peut 
se concevoir comme un problème de groupement de données provenant de distributions multinomiales pour 
faire des inférences sur des proportions de la population finie. Par exemple, dans le cas de la TIMSS, nous 
pouvons utiliser les notes de mathématique et de science en tant que réponses binaires bivariées 
(corrélation). Nous pouvons alors élaborer un modèle hiérarchique bayésien pour les réponses 
multinomiales et une distribution de Dirichlet a priori pour modéliser les probabilités dans les cellules. Dans 
le cadre de cette étude, nous pouvons nous attaquer à deux questions. D’abord, nous pouvons examiner dans 
quelle mesure la prédiction sera améliorée si l’on utilise les données multivariées. Nous pouvons également 
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étudier dans quelle mesure la précision de l’inférence augmentera si l’on privilégie un modèle avec 
corrélations intragrappe hétérogènes plutôt qu’un modèle avec corrélation homogène en ce qui a trait aux 
données multivariées. 
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Annexe A 
 
Preuves des formules (2.12) et (2.13) 
 

Il est facile de montrer que  

                  

     
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Donc,    Cor , , , = ,ijk i i iijky y k k      ce qui prouve (2.12). 
De même, il est facile de montrer que  
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Donc,    Cor , , , = , ,ijk iij ky y j j k k         ce qui prouve (2.13). 

 
Annexe B 
 
Calculs avec contraintes d’unimodalité 
 

Il est bien connu qu’une densité de probabilité bêta de paramètres   et   est unimodale si > 1  et 
> 1.  Cela peut s’établir facilement en faisant appel au calcul infinitésimal. Dans notre cas, 

      1 1, Bêta , 1 . 
        Donc, nous avons deux inégalités,  
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 1

> 1






 et  
 1

1 > 1,






   

et des calculs algébriques simples donnent  

 
1 2 1

< < , 0 < < .
1 1 3
 

 
 


 

  

Ensuite, décrivons brièvement la façon d’appliquer ces contraintes aux calculs dans le modèle double 
avec corrélations hétérogènes. Rappelons la distribution marginale conditionnelle a posteriori de ,  

    
=1

, , , , , , , ,ρ y ρ y
G

g g
g

p p x          

où  g  sont les poids et  gx  sont les racines du polynôme de Legendre. Ici, nous utilisons la méthode à 
grille univariée pour échantillonner .  Donc, nous divisons l’intervalle  1

30, ,  la première contrainte, en 
G1 sous-intervalles      0 1 1 2 1 1 1, , , , , , .G G       Pour un nombre aléatoire uniforme, * ,u  provenant de 
toute grille, disons,  1, ,    nous calculons la hauteur, c’est-à-dire la valeur de la fonction de densité 
marginale conditionnelle a posteriori de   sous la forme  

  
**

* * *
*

=1

1 3
, , , , ,

1
ρ y

G

g g
g

u
p x u

u
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
    

où  *
g  sont les poids et  * ,gx  les racines du polynôme de Legendre sur l’intervalle  * *

* *
1 2

1 1, ,u u
u u


   la 

deuxième contrainte. De même, nous pouvons appliquer le critère d’unimodalité à l’échantillon  , .   
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