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Échantillonnage inverse à probabilités inégales 

Yves Tillé1 

Résumé 

Dans le cadre d’une enquête économique auprès d’un échantillon d’entreprises, on sélectionne au hasard des 
professions dans une liste jusqu’à ce que l’on identifie un nombre r de professions présentes dans une unité 
locale. Il s’agit d’un problème d’échantillonnage inverse pour lequel nous proposons quelques solutions. Les 
plans simples avec et sans remise se traitent au moyen des distributions binomiale négative et hypergéométrique 
négative. On propose également des estimateurs pour le cas où les unités sont sélectionnées à probabilités 
inégales avec ou sans remise. 

 
Mots-clés : Emplacement; estimateur de Horvitz-Thompson; binomiale négative; hypergéométrique négative; plan inverse; 

probabilité d’inclusion; salaire. 

 
 

1  Le problème 
 

Le problème est apparu dans le cadre d’une question posée concernant la nouvelle « Enquête sur les 

postes vacants et les salaires » de Statistique Canada. Cette enquête comporte un volet « salaires » et un 

volet « postes vacants ». Dans le cadre de la partie « salaires », on s’intéresse aux salaires moyens, aux 

salaires minimums, aux salaires maximums, et aux salaires d’entrée pour différentes professions.  

L’objectif est de fournir des statistiques sur les salaires au niveau des régions économiques (qui sont une 

subdivision des provinces). Au premier degré, on sélectionne un échantillon de 100 000 emplacements 

d’entreprises (appelées aussi unités locales d’entreprises) selon un plan de Poisson stratifié par secteurs 

d’activité et régions économiques. 

Dans ce qui suit, par simplicité, on utilisera le terme « entreprise » à la place d’« emplacement » tout en 

gardant à l’esprit qu’un emplacement est selon Statistique Canada « une unité de production située en un 

point géographique précis, où se fait l’activité économique ou à partir duquel elle s’exerce, et pour lequel il 

est possible d’obtenir, au minimum, des données en matière d’emploi. » 

Dans un souci de gestion du fardeau de réponse, on ne peut pas inventorier toutes les professions pour 

chaque entreprise. Il a donc été envisagé de proposer une liste de professions et de demander si ces 

professions sont présentes dans une entreprise. Les professions peuvent ainsi être tirées aléatoirement dans 

la liste et proposées successivement au responsable de l’entreprise jusqu’à l’obtention de r  professions. 

Comme on s’intéresse plus spécifiquement aux professions les plus courantes, il est utile de considérer les 

cas où les professions sont sélectionnées à probabilités inégales dans la liste proportionnellement à leur 

prévalence dans la population totale. Notons que cette méthode n’a pas été retenue pour l’Enquête sur les 

postes vacants et les salaires de Statistiques Canada qui propose plutôt aux entreprises enquêtées une liste 

de professions de taille fixe. Cela dit, les caractéristiques théoriques de la méthode demeurent d’intérêt. 

Nous appelons échantillonnage inverse un schéma dans lequel on sélectionne des unités successivement 

jusqu’à l’obtention d’un nombre fixé par avance d’unités présentant une certaine caractéristique. Il ne faut 
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pas confondre l’échantillonnage inverse avec l’échantillonnage réjectif. Dans un échantillonnage réjectif, 

on sélectionne un échantillon selon un plan et on rejette cet échantillon s’il n’a pas la caractéristique désirée 

(par exemple une taille fixe, où une moyenne égale à celle de la population). On réitère la sélection 

d’échantillons jusqu’à l’obtention d’un échantillon ayant la propriété désirée. 

L’échantillonnage inverse pose un certain nombre de questions théoriques. Comment un tel plan peut-il 

être mis en oeuvre avec des probabilités d’inclusion égales ou inégales. Quelle est la probabilité d’inclusion 

d’une profession à l’intérieur de chaque entreprise ? Comment estimer une variable d’intérêt au moyen de 

l’échantillon constitué de quelques entreprises et de quelques professions au sein d’elles ? Comment estimer 

le nombre de professions présentes dans l’entreprise ? Plus généralement, comment peut-on mettre en 

oeuvre cette enquête et ensuite procéder à une estimation ? 

La question essentielle est la manière de sélectionner ces professions. On peut les sélectionner selon un 

plan simple avec ou sans remise ou à probabilités inégales. Une option consisterait à sélectionner les unités 

à probabilités inégales au moyen de la méthode d’échantillonnage de Poisson séquentielle proposée par 

Ohlsson (1998) ou le sondage de Pareto proposé par Rosén (1997). Le problème de l’échantillonnage inverse 

a déjà été abordé par Murthy (1957); Sampford (1962); Pathak (1964); Chikkagoudar (1966, 1969); Salehi 

et Seber (2001). Cependant, le paramètre à estimer est ici particulier, puisque l’on veut estimer des 

moyennes de revenus entre toutes les entreprises possédant une profession particulière. Nous proposons 

également un nouveau plan inverse sans remise à probabilités inégales. 

Cet article est organisé comme suit : Dans la section 2, le problème est posé et la notation est définie. 

On traite ensuite le cas à probabilités égales avec remise à la section 3 et sans remise à la section 4. Le cas 

avec remise et à probabilités inégales est développé à la section 5. On présente enfin une nouvelle méthode 

de tirage pour le cas sans remise à probabilités inégales à la section 6. Enfin, la section 7 contient une petite 

discussion. 

 
2  Formalisation du problème 
 

On utilise la notation suivante : 

 :U  la population de N  entreprises, c’est-à-dire  = 1, , , ,U i N   (U  peut désigner la 

population d’entreprises dans une région économique),  

 :L  la liste de professions,  

 :M  le nombre de professions dans la liste, c’est-à-dire la taille de ,L  

 :iF  la liste des professions présentes dans l’entreprise ,i  avec ,iF L  

 :iD  la liste des professions absentes dans l’entreprise ,i  avec ,iD L  =i iF D L  et 

= ,i iD F   

 :iMp  le nombre de professions dans l’entreprise ,i  c’est-à-dire la taille de ,iF  

 :r  le nombre de professions distinctes que l’on veut obtenir dans chaque entreprise,  

 :iX  le nombre d’échecs obtenus avant d’obtenir les r  professions dans l’entreprise i  en 

sélectionnant les professions selon un plan particulier.  
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L’objectif principal est d’estimer le salaire moyen pour une profession dans la population entière. Soient 

iky  le salaire moyen dans la profession k  au sein de l’entreprise i  et ikz  le nombre d’employés ayant la 

profession k  au sein de l’entreprise .i  L’objectif est d’estimer le salaire moyen de la profession k  donné 

par  

 = .i

i

ik ik
i U F k

k
ik

i U F k

z y

Y
z

 

 




  

Supposons qu’un échantillon d’entreprises 1S  soit sélectionné dans U  au moyen d’un plan donné 

quelconque avec des probabilités d’inclusion 1 .i  Dans l’entreprise ,i  on sélectionne un échantillon iS  de 

professions au moyen d’un des plans décrits ci-dessous avec la probabilité d’inclusion .k i  Si le plan est 

avec remise, k i  représente l’espérance de nombre de fois que la profession k  est sélectionnée dans 

l’entreprise .i  

On peut estimer kY  au moyen d’un estimateur de type « quotient » (Hájek 1971) : 
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Il est donc nécessaire de connaître la probabilité qu’une profession soit sélectionnée au sein d’une 

entreprise. Cependant, avec un plan de type inverse, cette probabilité n’est pas connue et devra donc être 

estimée pour pouvoir procéder à une estimation de .kY  Comme les probabilités d’inclusion apparaissent au 

dénominateur, il est préférable d’estimer les inverses des .k i  Au sein d’une entreprise, une profession a 

d’autant moins de chance d’être sélectionnée que le nombre de professions qu’elle comporte est élevé. De 

plus, cette probabilité dépend du plan de sondage inverse utilisé au sein de chacune des entreprises. 

 
3  Cas du tirage simple avec remise 
 

Supposons que l’entreprise i  ait une proportion ip  de professions de la liste présentes dans l’entreprise. 

Si l’échantillon de professions est tiré avec remise au sein de l’entreprise i  jusqu’à l’identification de r  

professions présentes dans l’entreprise, alors iX  a une distribution binomiale négative notée 

 ~ , .i iX NB r p  Dans ce cas,  
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Soit , ,ikA k L  le nombre de fois que l’unité k  est sélectionnée dans l’échantillon prélevé dans l’entreprise 

.i  Dans un plan simple avec remise de taille ,n  les ikA  ont une distribution multinomiale. Donc  

  
! 1

Pr = , = ,
!ik ik n

k L ik

n
A a k L

M a

    

où = 0, , ,ikA n  et  

      = .ik
k L

a n

   

Si on conditionne ce vecteur multinomial sur une taille fixe dans une partie donnée de la population, on 

obtient  

                

 

  

 
 
 

Pr = , et =

Pr = , = =

Pr =

! 1 1

! !
=

! 1

! !

1 1
= ! ,

!

i

i

i

i

i

ik ik i ik
k F

ik ik i ik
k F

ik
k F

n r
i

r
k F ik

n rr
i i

r

k Fi ik

A a k F A r

A a k F A r

A r

n p

n r M a

n p p

r n r

r
Mp a















 

 



 










 










  

avec  
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Ce résultat montre que si l’on conditionne la somme des ikA  sur une partie de la population, la distribution 

reste multinomiale et conditionnellement on a encore un plan simple avec remise. 

Dans la procédure où l’on tire avec remise jusqu’à obtenir r  professions présentes au sein de l’entreprise 

,i  on a donc  

  

si

E =

si .

i
i

ik i

i
i

i

r
k F

Mp
A X

X
k D

M Mp

 


  

  

En effet, conditionnellement à ,iX  dans iF  de taille ,iMp  on sélectionne r  professions et, dans iD  de 

taille  1 ,iM p  on sélectionne iX  professions. 
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Dans le cas avec remise, on ne calcule pas vraiment une probabilité d’inclusion, mais l’espérance de ikA  

que l’on note ,k i  

                       = EE = ,k i ik i
i

r
A X

Mp
   

.k L  Le problème est que l’on connaît ,M r  et ,iX  mais pas .ip  On peut estimer ip  par la méthode des 

moments en résolvant  E = ,i iX X  ce qui donne  

     
 ˆ1

=
ˆ

i
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i

r p
X
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et donc  

 1ˆ = .i
i

r
p

X r
  

La méthode du maximum de vraisemblance fournit le même estimateur que la méthode des moments, mais 

cet estimateur est biaisé (Mikulski et Smith 1976; Johnson, Kemp et Kotz 2005, page 222). Si 2,r   

l’estimateur sans biais à variance minimale de ip  est  

      2

1
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1i
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r
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Cependant 1ˆ1 ip  est sans biais pour 1 .ip  

Comme on utilise des poids qui sont des inverses des ,k i  on estime alors les inverses des k i  par : 

 

 
 

 

2

2

ˆ 1
= si

1
1 =

ˆ1
= si .

1

i
i

i

k i

i
i

i i

Mp M r
k F

r r X r

M p M
k D

X X r



   



  

  

Le cas avec remise n’est cependant pas très satisfaisant, car en sélectionnant r  professions présentes 

avec remise, on n’obtient pas nécessairement r  professions distinctes puisqu’on peut sélectionner plusieurs 

fois la même profession. De plus, l’échantillonnage peut s’avérer particulièrement long si iMp  est petit. On 

privilégiera donc l’échantillonnage sans remise. 

 
4  Cas du tirage simple sans remise 
 

Pour le cas sans remise, on utilise la même notation que pour le tirage avec remise. Le nombre d’échecs 

iX  a alors une distribution hypergéométrique négative. Cette distribution de probabilité est un peu 

méconnue à tel point qu’elle a été présentée comme une distribution « oubliée » par Miller et Fridell (2007). 

Cette distribution est le pendant de la binomiale négative pour le tirage sans remise. Le cadre général est le 

suivant : On considère une population de taille M  dans laquelle se trouve iMp  unités favorables, à savoir 
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les professions de la liste qui sont présentes au sein de l’entreprise. Si les tirages sont réalisés à probabilités 

égales sans remise jusqu’à ce que r  unités favorables apparaissent, alors la variable hypergéométrique 

négative,  , , ,i iX NH M r Mp  compte le nombre d’échecs avant d’obtenir r  évènements favorables. 

La distribution de probabilité vaut : 

    

1
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De nouveau, on peut noter ikA  le nombre de fois que l’unité k  est sélectionnée dans l’échantillon. 

Maintenant ikA  ne peut prendre que les valeurs 0 et 1. Si on sélectionne n  unités au moyen d’un plan simple 

sans remise dans ,L  le plan de sondage est défini par  

  
1

Pr = , = ,ik ik

M
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Si on conditionne le vecteur des ikA  sur une taille fixe dans une partie de la population, on obtient  
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avec  

 = .
i

ik
k F

a r

   

Ce résultat montre que si l’on conditionne la somme des ikA  sur une partie de la population, on a encore 

un plan simple sans remise. Dans la procédure où l’on tire sans remise jusqu’à obtenir r  professions 

présentes au sein de l’entreprise ,i  on a donc  
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La probabilité d’inclusion est donc  
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pour tout .k L  À nouveau, le problème est que l’on connaît ,M r  et ,iX  mais pas .ip  On peut estimer 

ip  par la méthode du maximum de vraisemblance au moyen d’une méthode numérique. 

Par la méthode des moments, on peut avoir une estimation en résolvant en ip  l’équation :  = Ei iX X  

c’est-à-dire, 
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On vérifie cependant en quelques lignes que, si 2,r   
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est sans biais pour .ip  

À nouveau, comme on utilise des poids qui sont des inverses des .k i  On estime alors les inverses des 

probabilités d’inclusion par : 
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Ces poids sont également utilisés dans l’estimateur de Murthy (1957) qui est sans biais (voir aussi Salehi et 

Seber 2001). Si < ,iMp r  toutes les professions seront sélectionnées dans l’entreprise i  et les probabilités 

d’inclusion estimées sont alors égales à 1. 

 
5  Tirage à probabilités inégales avec remise 
 

Le tirage à probabilités inégales n’est pas vraiment plus difficile à traiter quand le tirage est avec remise. 

Notons maintenant ikp  la probabilité de tirage d’une profession à chaque tirage avec  

 = 1.ik
k L

p

   

On note iP  la somme des ikp  restreintes aux professions présentes au sein de l’entreprise :i  

                = .
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Dans ce cas, iX  a une distribution binomiale négative avec les paramètres r  et .iP  Donc,  

  
 

 
 1 1

E = et var = .i i
i i

i i

r P r P
X X

P P

 
  

Soit ,ikA k L  le nombre de fois que l’unité k  est sélectionnée dans l’échantillon. Dans un plan à 

probabilités inégales avec remise de taille ,n  les ikA  ont une distribution multinomiale. Donc  
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Si on conditionne ce vecteur multinomial sur une taille fixe dans une partie de la population, on obtient  
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                         = .
i

ik
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a r

   

Ce résultat montre que si l’on conditionne la somme des ikA  sur une partie de la population, la distribution 

reste multinomiale et conditionnellement on a encore un plan à probabilités inégales avec remise. 

Avec la procédure selon laquelle on tire avec remise jusqu’à obtenir r  professions présentes au sein de 

l’entreprise ,i  on a donc  
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P
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X p
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L’espérance de ikA  vaut  

                    = EE = ,ik
k i ik i
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P
   

.k L  Le problème est que l’on connaît ,ikp r  et ,iX  mais pas .iP  On peut estimer iP  par la méthode des 

moments en résolvant  E = ,i iX X  ce qui donne  
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et donc  
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i

r
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La méthode du maximum de vraisemblance fournit le même estimateur que la méthode des moments, mais 

cet estimateur est biaisé (Mikulski et Smith 1976; Johnson et coll. 2005, page 222). En effet, l’estimateur 

sans biais à variance minimale est  
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Cependant 1
ˆ1 iP  est sans biais pour .iP  

À nouveau, comme on utilise des poids qui sont des inverses des .k i  On estime alors les inverses des 

k i  par : 
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6  Tirage à probabilités inégales sans remise 
 

6.1  Tirage séquentiel sans remise 
 

Pour le tirage sans remise, le premier problème est la définition du plan. Une option est d’utiliser la 

méthode d’Ohlsson (1995) appelée échantillonnage de Poisson séquentiel. Cette méthode consiste à générer 

M  variable aléatoires uniformes dans l’intervalle  0,1  notée .iku  Ensuite on choisit les n  unités 

correspondant aux plus petites valeurs de | .ik k iu   Cette méthode a l’avantage d’être utilisable pour toute 

taille d’échantillon et de fournir une suite d’échantillons qui sont inclus l’un dans l’autre. Malheureusement, 

elle ne vérifie qu’approximativement les probabilités d’inclusion fixées. Les approximations sont cependant 

très précises selon les simulations données dans Ohlsson (1995). 

Des méthodes ont été également proposées par Sampford (1962) et Pathak (1964). Nous proposons une 

solution exacte à ce problème au sens où les probabilités d’inclusion sont exactement vérifiées. On 

commence par calculer les probabilités d’inclusion pour un plan de taille fixe n  avec des probabilités 

d’inclusion proportionnelles à une variable auxiliaire strictement positive , .kb k L  Les probabilités sont 

déterminées par  

   = min 1, ,k
k i n
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où nC  est déterminé de sorte que  

        = min 1, = .k
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Un algorithme simple pour calculer ces probabilités est décrit entre autres dans Tillé (2006, page 19). Ces 

probabilités peuvent être calculées simplement au moyen de la fonction inclusionprobabilities 

du package R sampling. 

Une méthode de tirage séquentielle doit donc sélectionner un échantillon de taille n  avec des 

probabilités d’inclusion   .k i n  Ensuite, elle doit permettre de passer de la taille n  à la taille 1n   en 

sélectionnant simplement une unité supplémentaire de manière à ce que l’échantillon complété ait bien une 

probabilité d’inclusion  1 .k i n   Il semble que la seule méthode permettant de réaliser cela est la méthode 

éliminatoire (Tillé 1996). La méthode éliminatoire part de la population complète (la liste des professions) 

et élimine une unité à chaque étape. À l’étape = 1, , ,j N  l’unité est éliminée parmi les unités restantes 

avec la probabilité  
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Cette méthode permet ainsi de créer une suite d’échantillons inclus l’un dans l’autre qui vérifient les 

probabilités d’inclusion relatifs à leur taille. 

Il suffit donc d’appliquer la méthode éliminatoire pour la taille d’échantillon = 1n  afin que l’algorithme 

élimine toutes les unités successivement. En les prenant dans l’ordre inverse des éliminations, on obtient 
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une suite d’unités. Les n  premières unités de cette suite sont bien sélectionnées avec les probabilités 

d’inclusion   .k i n  L’Annexe contient une fonction en langage R qui permet de générer cette suite. Ce 

code est soumis à une simulation qui montre que les probabilités obtenues par simulations en appliquant 

cette fonction sont bien égales aux probabilités d’inclusions fixées pour toutes les tailles d’échantillon. 
 

6.2  Plan inverse ou négatif à probabilités inégales 
 

Maintenant que le plan est bien défini, on peut définir le plan inverse. On prend les unités dans la liste 

de professions au moyen de la méthode éliminatoire jusqu’à ce que r  professions présentes dans l’entreprise 

soient sélectionnées. Dans ce cas, la distribution de probabilité du nombre d’échecs iX  semble impossible 

à calculer. Le calcul de la probabilité d’inclusion conditionnelle  E ik iA X  est également problématique. 

On peut cependant procéder par analogie et estimer les probabilités d’inclusion en se basant sur 

l’expression (5.1) développée pour le cas avec remise où l’on remplace simplement ikp  par  
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On obtient alors  
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7  Discussion 
 

Le problème du tirage peut donc être résolu pour tous les cas : avec ou sans remise et à probabilités 

égales ou inégales. La solution proposée sur la base de la méthode éliminatoire respecte exactement les 

probabilités d’inclusion, ce qui n’est pas le cas du sondage séquentiel de Ohlsson. La mise en oeuvre est 

particulièrement simple, car le programme donne une séquence de professions à proposer dans l’ordre 

jusqu’à ce que l’objectif fixé soit atteint. 

La question de l’estimation est un peu plus délicate. Pour le cas sans remise avec des probabilités 

inégales, on doit se contenter d’une solution heuristique. On voit également qu’au deuxième degré, on a 

tendance à avoir des probabilités d’inclusion plus faibles dans les entreprises qui contiennent beaucoup de 

professions. Ceci devrait nous conduire à sélectionner avec des plus grandes probabilités les entreprises qui 

pourraient avoir un plus grand nombre de professions afin de ne pas sélectionner des professions avec des 

probabilités trop inégales. 
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Annexe 
 
# 
# Chargement du package sampling qui contient la fonction inclusionprobabilities(). 
# 
library(sampling) 
# 
# La fonction retourne un vecteur avec les numéros d'ordre des éliminations.  
# La dernière (resp. première) unité éliminée est la première (resp. dernière)  
# composante du vecteur. 
# La fonction donne donc les numéros des unités à présenter 
# successivement pour le tirage inverse. 
# L'argument x est le vecteur des valeurs prises par la variable auxiliaire utilisée pour calculer 
# les probabilités d'inclusion. 
# 
elimination<-function(x) 

{ 
pikb=x/sum(x) 
M = length(pikb) 
n = sum(pikb) 
sb = rep(1, M) 
b = rep(1, M) 
res=rep(0, M) 
for (i in 1:(M)) { 

a = inclusionprobabilities(pikb, M - i) 
v = 1 - a/b 
b = a 
p = v * sb 
p = cumsum(p) 
u = runif(1) 
for (j in 1:length(p)) if (u < p[j]) 

break 
sb[j] = 0 
res[i]=j 
} 

res[M:1] 
} 

# 
# 500 000 simulations avec une taille dans une liste de taille M=20.  
# En prenant les m premières composantes du vecteur v, on a un échantillon 
# de taille m. 
# 
M=20 
x=runif(M) 
Pik=array(0,c(M,M)) 
# 
# Calcul des probabilités d'inclusion pour toutes les tailles d'échantillon de 1 à 20 
# 
for(i in 1:M) Pik[i,]=inclusionprobabilities(x, i) 
rowSums(Pik) 
 
SIM=50000 
SS=array(0,c(M,M)) 
for(i in 1:SIM) 
{ 
S=array(0,c(M,M)) 
v=elimination(x) 
for(i in 1:M) S[i,v[1:i]]=1 
SS=SS+S 
} 
SS=SS/SIM 
# 
# Comparaison des probabilités d'inclusion réelles et empiriques. 
# 
Pik 
SS 
SS-Pik 
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