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Estimations composites harmonisées issues d’échantillons 
chevauchants pour les taux de croissance et les totaux  

Paul Knottnerus1 

Résumé 

Lorsque les enquêtes mensuelles auprès des entreprises ne sont pas entièrement chevauchantes, il existe 
deux estimateurs différents du taux de croissance mensuelle du chiffre d’affaires, i) l’un fondé sur les totaux de 
population estimés mensuellement et ii) l’autre fondé purement sur les entreprises observées aux 
deux occasions dans la partie chevauchante des enquêtes correspondantes. Les estimations et les variances 
résultantes pourraient être assez différentes. Le présent article a pour but de proposer un estimateur composite 
optimal du taux de croissance, ainsi que des totaux de population. 

 
Mots-clés : Enquêtes-entreprises; coefficient de variation; estimateur sous contraintes général; équations de Kalman; 

panels; variances. 
 
 

1  Introduction 
 

De nombreux pays réalisent mensuellement une enquête auprès des entreprises classées sous les 
principaux codes de la Classification type des industries (CTI) afin d’estimer le niveau du chiffre 
d’affaires mensuel et la variation de ce niveau comparativement au mois précédent ou au même mois un 
an plus tôt. Lorsqu’on échantillonne répétitivement une population, l’existence de diverses méthodes pour 
estimer la variation (relative) dans un panel donnant différents résultats est un facteur qui complique la 
situation, surtout si les échantillons sélectionnés à différentes occasions ne sont pas entièrement 
chevauchants. 

Kish (1965), Tam (1984), Laniel (1987), Hidiroglou, Särndal et Binder (1995), Nordberg (2000), 
Berger (2004), Qualité et Tillé (2008), Wood (2008), ainsi que Knottnerus et Van Delden (2012) ont 
examiné divers estimateurs de la variation d’un paramètre dans différentes situations. L’objectif principal 
de la présente étude est d’obtenir des estimateurs de la variation relative d’un paramètre ainsi que des 
totaux de population correspondants qui sont en harmonie l’un avec l’autre et dont la variance est 
minimale. Le calcul des estimateurs composites harmonisés est fondé sur l’estimateur sous contraintes 
général, ou estimateur GR (pour general restriction estimator) de Knottnerus (2003). Särndal, Swensson 
et Wretman (1992, pages 370-378) proposent aussi des estimateurs composites des totaux et des variations 
(absolues), mais par étapes distinctes. En outre, la présente étude est axée sur des estimateurs des taux de 
croissance, car i) les utilisateurs des chiffres fournis par les enquêtes-enteprises pour un code CTI 
particulier s’intéressent souvent plus au taux de croissance qu’aux variations absolues, ii) en pratique, il 
pourrait exister des raisons liées aux techniques assistées par modèle d’examiner les taux de croissance 
(dans les modèles de régression, les variables auxiliaires expliquent souvent les différents taux de 
croissance plutôt que les différents niveaux des unités) et iii) les taux de croissance sont nécessaires pour 
construire un indice global du chiffre d’affaires (mensuel) pour chacun des principaux codes CTI. Par 
exemple, Smith, Pont et Jones (2003) décrivent la méthode des paires appariées pour mesurer une 
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variation d’un mois à l’autre, en se servant des réponses qui sont communes aux deux périodes. Ces 
auteurs appliquent la méthode pour calculer l’indice mensuel des ventes au détail (RSI pour monthly retail 
sales index). 

La présentation de l’article est la suivante. La section 2 décrit brièvement deux méthodes d’estimation 
du taux de croissance du chiffre d’affaires total pour les entreprises possédant un code CTI donné. Deux 
exemples illustrent les différences parfois importantes entre les deux approches. La section 3 examine la 
question de savoir quelle méthode d’estimation doit être privilégiée et explique pourquoi l’écart entre les 
variances des deux estimateurs peut être si grand. La section 4 et la section 5 proposent un estimateur 
composite optimal pour diverses situations. La section 6 traite de certaines extensions de l’estimateur 
composite harmonisé ou estimateur AC (pour aligned composite estimator) des taux de croissance et des 
totaux. Enfin, la section 7 résume les principales conclusions et les questions nécessitant une étude plus 
poussée. 

 
2  Deux estimateurs du taux de croissance du chiffre d’affaires total 
 

Considérons une population de N  entreprises {1,  ..., },U N=  et supposons qu’il n’y a aucune création 
ni aucune disparition d’entreprise dans la population. Soit iY  la valeur du chiffre d’affaires de la e  i  
entreprise durant un mois donné (disons t ) et iX  la valeur du chiffre d’affaires de cette entreprise durant 
le mois 12.t −  Donc, les variables y  et x  concernent la même variable à deux occasions différentes. 
Désignons leurs totaux de population par Y  et ,X  et leurs moyennes de population par Y  et ,X  
respectivement. C’est-à-dire que ,ii U

Y Y
∈

=∑  ,ii U
X X

∈
=∑  Y Y N=  et .X X N=  Soit 1 2,s s  et 3s  

trois échantillons aléatoires simples mutuellement disjoints tirés de U  sans remise. Définissons 12s  et 23s  
par 12 1 2s s s= ∪  et 23 2 3 ,s s s= ∪  respectivement. Désignons la taille de ks  par ( 1, 2, 3,12, 23)kn k =  et les 
moyennes d’échantillon correspondantes par ky  et .kx  Soit la variable x  observée dans 12s  à la première 
occasion et la variable y  observée dans 23s  à la deuxième occasion. Désignons les ratios de 
chevauchement par λ  2 12( )n n=  et µ  2 23( ).n n=  Les estimateurs sous échantillonnage aléatoire simple 
(EAS) des totaux de population Y  et X  sont définis par 23ÊASY Ny=  et 12

ˆ ,EASX Nx=  respectivement. 

Définissons le taux de croissance g  du chiffre d’affaires total entre les deux occasions par 1g G= −  
avec .G Y X=  Deux options existent pour estimer G . L’une des options standard (STN) est fondée sur 

les totaux estimés aux deux occasions, c’est-à-dire 

 23

12

ˆˆ ;ˆ
EAS

STN
EAS

Y yG
xX

= =   (2.1) 

voir Nordberg (2000), Qualité et Tillé (2008), et Knottnerus et Van Delden (2012). Soulignons que 
l’estimateur ˆˆ 1STN STNg G= −  pour g  a la même variance que ˆ .STNG  Pour une valeur de n  suffisamment 

grande, cette variance peut être estimée approximativement par un développement en série de Taylor 
d’ordre 1 de ˆ .STNG  C’est-à-dire 
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( ) ( )

( ) ( ) ( ){ }

23 122

2
23 12 23 122

1ˆvar var

1              var var 2 cov ,                         

STNG y Gx
X

y G x G y x
X

≈ −

= + −
 

 2 2 2
2

23 12 2

1 1 1 1 1 1              2 , y x xyS G S G S
n N n N n NX

λµ       = − + − − −      
      

  (2.2) 

où ( ) ( )22 1y iU
S Y Y N= − −∑  est la variance de population ajustée des iY  et 2 ,xS  celle des iX  tandis que 

( )( ) ( )1xy i iU
S X X Y Y N= − − −∑  est leur covariance de population ajustée. Cochran (1977, page 153) 

propose une règle de travail afin d’utiliser le résultat en grand échantillon si la taille de l’échantillon 
dépasse 30 et que les coefficients de variation du numérateur et du dénominateur sont inférieurs à 10 %. 
Pour les (différentes) élaborations de l’expression du terme ( )23 12cov ,y x  utilisé dans (2.2), voir Tam 

(1984) et Knottnerus et Van Delden (2012). Les (co)variances de population ajustées peuvent être 
estimées sans biais par les (co)variances d’échantillon; rappelons que les (co)variances d’échantillon 2

yks  

et yxks  pour l’échantillon ks  ( 1, 2, 3,12, 23)k =  sont définies comme étant  

( )

( )( )

22 1         
1

1 . 
1

k

k

yk i k
k i s

yxk i k i k
k i s

s Y y
n

s Y y X x
n

∈

∈

= −
−

= − −
−

∑

∑
 

Une autre option pour estimer G  et g  est fondée sur les entreprises observées aux deux occasions 
dans la partie chevauchante (OLP pour overlap) 2s . C’est-à-dire 

 2

2

ˆ
OLP

yG
x

=   (2.3) 

Pour une valeur suffisamment grande de 2 ,n  l’approximation bien connue de la variance de cet estimateur 
est  

 
( ) ( )2 22

2
2

2

1ˆvar var

1 1 1                ,

OLP

y Gx

G y Gx
X

S
n NX −

≈ −

 
= − 

 

  (2.4) 

où 2
y GxS −  représente 2 2 2 2 ;y x xyS G S GS+ −  voir Cochran (1977, page 31). Afin de mieux percevoir les 

mérites des deux estimateurs ˆSTNg  et ˆ ,OLPg  considérons les exemples qui suivent.  

 
Exemple 2.1. Les données utilisées dans cet exemple sont des observations de panel sur le chiffre 
d’affaires, en février 2011 et 2012, des supermarchés néerlandais appartenant à la strate 3 (catégorie de 
taille 3). La taille de la strate est 386.N =  En outre, 1 215, 57n n= =  et 3 17.n =  Pour les différents 
échantillons, nous avons (en milliers d’euros) 

2 2
23 12 23 1297,2; 89,8; 3 781 et 2 232.y xy x s s= = = =  
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Le coefficient de corrélation entre les iY  et les iX  dans la population ( )xy xy x yS S Sρ =  est estimé d’après 

la partie chevauchante 2s  par 2 2 2 2ˆ 0,876.xy xy y xs s sρ = =  Afin d’éviter des estimations négatives de 
variance, Knottnerus et Van Delden (2012) proposent d’estimer le terme xyS  dans (2.2) par

2 12 23
ˆ ˆ 2 545.xy xy x yS s sρ= =  En introduisant les résultats susmentionnés par substitution dans (2.1) et (2.2), 

nous obtenons ( )ˆ 0,082 8,2%STNg = =  et ( )ˆ ˆvar 0,00324.STNg =  En émettant l’hypothèse de normalité et 
en utilisant 0,975 1,96,u =  l’intervalle de confiance à 95 % est approximativement 

( )95 3,0 %;19,4 % .STNI ≈ −  Par contre, pour la partie chevauchante 2s  nous obtenons les estimations 

2 2 ˆ102,2; 97,3  et  0,050  ( 5,0 %).OLPy x g= = = =  

La substitution des mêmes estimations qu’auparavant à X  et aux (co)variances des iX  et iY  dans (2.4) 
donne ( )ˆ ˆvar 0,00166.OLPg =  Sous l’hypothèse de normalité, cela donne un plus petit intervalle de 

confiance à 95 % ( )95 3,0 %;13,0 % . OLPI ≈ −  

 

Exemple 2.2. Dans les données de l’exemple 2.1, trois entreprises présentaient des valeurs de g  extrêmes 
de -50 %, 133 % et -91 %. L’analyse plus poussée ou la correction de ces valeurs aberrantes dépassent le 
cadre du présent article. Cependant, pour illustrer une fois de plus la différence entre les estimateurs ˆSTNg  
et ,ˆOLPg  nous omettons simplement ces entreprises, de sorte que 2 54n =  au lieu de 2 57.n =  Un premier 
résultat est que l’estimation 2ˆxyρ  passe de 0,876 à 0,970. Cette dernière valeur est assez élevée en dépit du 

fait que le coefficient de variation des taux de croissance ( )1i i ig Y X= −  est 2 2 2 4,1,g gcv s g= =  ce qui 

témoigne de la persistance d’une assez forte volatilité des taux de croissance dans cet exemple. De 
surcroît, par analogie avec l’exemple précédent, nous obtenons ( )ˆ 0,074 7,4 %STNg ==  avec 

( )ˆvar 0,00251STNg =  et ( )ˆ 0,039 ,  %3 9OLPg ==  avec ( )ˆvar 0,00039.OLPg =  Les intervalles de confiance 

à 95 % correspondants dans cet exemple légèrement modifié sont approximativement 
( )95 -2,4 %;17,2 %  STNI ≈ et ( )95 0,1 %;7,7 % . OLPI ≈ Comparativement à l’exemple 2.1, la diminution de 

l’intervalle 95
OLPI  a été relativement plus prononcée que celle de 95 .STNI  

En outre, l’exemple 2.2 pourrait servir d’avertissement qu’il faut être prudent lorsqu’on utilise des 
moyennes d’échantillon telles que 23y  et 12x  pour estimer les taux de croissance, parce que ces 
estimations peuvent mener à un intervalle de confiance inutilement grand autour d’une estimation sous- 
optimale. À la section suivante, nous examinons de plus près la question de savoir quelles conditions 
peuvent donner lieu à un grand intervalle 95 .STNI  

 
3  Raisons de l’obtention d’un grand intervalle 95

STNI   
 

Afin de mieux comprendre la différence entre ( )ˆvar OLPg  et ( )ˆvar ,STNg  nous supposons que 

12 23n n n= =  et ,  0;xyG S >  d’où, 2 / .n nλ µ= =  Alors, en soustrayant (2.4) de (2.2), nous obtenons  
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( ) ( ) ( )

( ) ( )( ){ }

2 2 2
2

2 2

2 2 2 2
2

1 1 1 1ˆ ˆvar var 2

1 2 1 1

STN OLP xy y x

xy y x

g g G S S G S
n n n nX

G S S G S
nX

λ

λ λ
λ

     − ≈ − − − +    
     

= − − − +

 

 ( )2
2

1 2 .xy y GxG S S
nX
λ λ

λ −
−

= −  (3.1) 

Autrement dit, ( )ˆvar OLPg  est plus petite que ( )ˆvar STNg  quand 2 2y Gx xyS GSλ −>  à condition que 

0.xyS >  En supposant que 2 2 ,y xS S=  Qualité et Tillé (2008) obtiennent un résultat similaire pour la 

variation absolue quand ( )1 .xy xyλ ρ ρ> −  Un examinateur anonyme a fait remarquer que 

( )1 xy xyλ ρ ρ< −  est une condition suffisante pour que ( ) ( )ˆ ˆvar varOLP STNg g>  parce que (3.1) peut se 

réécrire sous la forme  

( ) ( ) ( )
2 2 2

2 2

1 1
2 2 2 2 2 0,  x y y x x y

xy xy xy xy
x y

GS S S G S GS S
GS SnX nX

λ λ
λρ ρ λρ ρ

λ λ

 − + −
+ − ≤ + − <  

 
 

à condition que ( )1 .xy xyλ ρ ρ< −   

Si N  est suffisamment grand, une contrainte plus faible peut être établie sous certaines hypothèses de 
modèle classiques. Supposons que les données satisfont le modèle i i iY BX u= +  avec ( ) 0,iE u =  

2 2( )i iE u X δσ=  et ( ) 0i jE u u =  ( );i j≠  rappelons que iX  n’est pas aléatoire dans ce contexte. Sous ce 

modèle, nous formulons les hypothèses (faibles) i) 2
yx xG S S=  et ii) ( )2 2 21 .y Gx y xyS S ρ− = −  Pour justifier 

ces hypothèses, rappelons que, selon la théorie de la régression, 2ˆ
yx xB S S=  peut être considéré comme 

l’estimateur sans biais, convergent de B  issu d’une régression par les moindres carrés ordinaires (MCO) 
de iY  sur iX  et une constante ( 1,..., ).i N=  En outre, l’estimateur MCO correspondant ( )ˆY BX−  pour la 

constante a une espérance nulle sous le modèle susmentionné, tandis que sa variance est d’ordre 1 .N  

Donc, ( ) ( ){ }ˆ ˆ0 plim plimY BX X G B= − = −  quand N →∞  et, à condition que 0X c> >  pour tout ,N  

nous obtenons le résultat quelque peu contre-intuitif ( )ˆplim 0.G B− =  En fait, on peut montrer que  

( ) ( ) ( )2ˆ 1 1 1 1p yx x pG Y X B O N S S O N   = = + = +     

quand .N →∞  Cela justifie l’hypothèse (i); pour des explications plus détaillées, voir la fin de la présente 
section. De plus, ( )2 21y xyS ρ−  peut être considérée comme la variance (non expliquée) des résidus de la 

régression par les MCO. Cependant, sous les hypothèses du modèle susmentionnées, les résidus sont 
asymptotiquement égaux à i iY GX− , d’où découle la validité approximative de (ii). En outre, en notant 
que 2 2

y xyS ρ  est la variance dite expliquée de la régression par les MCO susmentionnée, il découle de 

l’hypothèse (i) que 2 2 2 2 2 2ˆ .y xy x xS B S G Sρ = ≈  En combinant ce résultat avec les hypothèses (i) et (ii), nous 

pouvons réécrire (3.1) sous la forme  
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( ) ( ) ( ){ }
( ) ( )
( ) ( ){ }

2 2 2 2
2

2
2 2

2

2
2

2

1ˆ ˆvar var 2 1

1
2 1

1
1 2 1 .                         

STN OLP x xy y

y
xy xy

y
xy

g g G S S
nX

S
nX

S
nX

λ λ ρ
λ

λ
λρ ρ

λ
λ

ρ λ
λ

−
− ≈ − −

−
≈ − +

−
= + −

  (3.2) 

D’où, ( )ˆvar OLPg  est plus grande que ( )ˆvar STNg  quand 

 ( ) ( )2 21 2   1 .xy xy xy xyλ ρ ρ ρ ρ < − > −    (3.3) 

Donc pour, disons 0,9,xyρ =  ( )ˆvar OLPg  est, sous le modèle susmentionné pour une valeur suffisamment 

grande de N , plus grande que ( )ˆvar STNg  quand 0,117,λ <  et pour, disons 0,75xyρ = , il en est ainsi 

quand 0,389.λ <  En outre, l’application de (3.2) aux données de l’exemple 2.1 avec 57 73 0,78λ ≈ =  et 
0,876xyρ =  donne comme différence approximative entre les deux variances la valeur de 0,0017, qui 

n’est pas très différente de la différence réelle de 0,0016 (=0,00324-0,00166) dans l’exemple. Pour 
l’exemple 2.2, si l’on prend 54 70 0,77λ = =  et 0,970,xyρ =  et que l’on applique (3.2), on obtient 

0,00226 au lieu de 0,00212 (=0,00251-0,00039) dans l’exemple. 
Sous les hypothèses susmentionnées, on peut également montrer que le ratio, disons ,Q  de ( )ˆvar OLPg  

et ( )ˆvar STNg  peut être donné approximativement par  

 
( )
( ) ( ) ( )

12
1

2

ˆvar
1 2 1 ,

ˆvar 1
xyOLP

STN xy

g
Q f f

g
ρ

λ λ
ρ

−

−
 

= ≈ − − + −  − 
  (3.4) 

peu importe les valeurs de 2
yS  et 2 ;xS  f  représente .n N  Pour une preuve de (3.4), voir l’annexe A.1. 

Partant de (3.4), on peut voir que Q  et ( )ˆvar OLPg  tendent vers zéro quand 2
xyρ  tend vers l’unité, à 

condition que N  soit suffisamment grand et que 1.λ <   

Il convient de souligner qu’en pratique, les corrélations xyρ  sont souvent assez élevées en raison de la 

nature même des données ( , ).i iY X  Autrement dit, une grande (petite) entreprise durant la période ( )12t −  

est, dans la plupart des cas, encore une grande (petite) entreprise après 12 mois; Knottnerus et Van Delden 
(2012, page 47) ont trouvé pour diverses strates une corrélation moyenne globale de 0,90 et une variance 
de 0,0074. Il semble donc que ( )ˆvar STNg  est plus affectée par une diminution de λ  que ( )ˆvar ,OLPg  à 
moins que λ  soit extrêmement faible parce que i) ( ) ( )ˆ ˆvar varOLP STNg g=  quand 1λ =  et ii) Q  est grand 

quand 2
xyρ  est grand. Par exemple, quand 0,9xyρ =  et   0,1,f =  une diminution de λ  de 0,9 à 0,5 

entraîne une diminution de Q  qui passe de 0,58 à 0,37; rappelons que 1Q =  quand 1.λ =  Cela souligne 
une fois de plus qu’il importe d’éviter l’érosion du panel lorsqu’on utilise l’estimateur ˆSTNg  quand N  est 
grand.  

Une question naturelle qu’il reste à poser est celle de savoir quand N  est suffisamment grand. Pour y 
répondre, considérons la différence B̂ G∆ ≡ −  et sa variance, disons 2 .σ∆  La différence ∆  peut s’écrire  
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∑ ∑

∑

∑

 

À la deuxième ligne, nous supposons que 1N >>  et, à la dernière ligne, nous utilisons l’hypothèse du 
modèle .i i iY BX U= +  Puis, en supposant que ( ) 2var ,i iU X δσ=  nous obtenons 

( )
2

2 2
2

ˆvar .               i i
i U

B G M X
N

δσσ∆
∈

≡ − = ∑  

Cette variance peut être estimée par  

2

2
ˆ2 2

2

ˆˆ ˆ , i i
i s

m X
Nn

δσσ∆
∈

= ∑
 

où 

2

2
ˆ22 2

2
22 22

1 1ˆ ˆ,                    
1

i
i i i i

i sx

X x ym Y X X
xx ns

δσ
∈

 −
= − = − −  

∑  

et δ̂  est une estimation tirée de la régression par les MCO 

( )
2

2
2

2
ln ln      1,..., ;i i i i

yY X X w i n
x

α δ
 

− = + + = 
 

 

les unités pour lesquelles 2 2i iY y X x=  sont omises. En se basant sur 2ˆ ,σ∆  on peut dire que N  est 
suffisamment grand si le résultat de (3.1) n’est pas gravement affecté par le remplacement de G  par 

ˆ .G σ∆+  En outre, il ne faut pas perdre de vue que les relations dégagées pour une très grande valeur de 
N  demeurent vraisemblablement une indication raisonnablement appropriée de ce qui pourrait se passer 
quand N  n’est pas très grand.  

 
4  Estimateur composite du taux de croissance 
 

Partant d’un estimateur composite (COM) de la forme  

 ( )ˆ ˆ ˆ1 ,COM STN OLPg kg k g= + −   (4.1) 

il découle de la minimisation de ( )ˆvar COMg  par rapport à k  que  

 
( ) ( )

( ) ( ) ( )
ˆ ˆ ˆvar cov ,

;
ˆ ˆ ˆ ˆvar var 2cov ,

OLP OLP STN

OLP STN OLP STN

g g g
k

g g g g
−

=
+ −

  (4.2) 

voir aussi Särndal et coll. (1992, page 372). Soulignons que, par construction, ( )ˆvar COMg  ne peut pas 

excéder ( ) ( ){ }ˆ ˆmin var ,var .STN OLPg g   
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En utilisant les formes linéarisées des estimateurs ˆOLPg  et ˆ ,STNg  nous obtenons l’expression de leur 
covariance 

( )

( ) ( ) ( ) ( ){ }

23 122 2

2
2 23 2 12 2 23 2 122

ˆ ˆcov , cov ,

1 cov , cov , cov , cov , .

OLP STN
y Gxy Gxg g

X X

y y G y x G x y G x x
X

−− ≈  
 

= − − +

 

En nous servant maintenant de certains résultats tirés de Knottnerus (2003, page 377) 

( ) ( )

( ) ( )

2
2 23 23

23

2 23 23 23
23

1 1cov , var  

1 1cov , cov ,  ,

y

xy

y y y  S
n N

x y x y  S
n N

  
= = −  

   
  

= = −  
   

 

nous obtenons  

 ( ) ( ) ( )2 2 2
2

23 12

1 1 1 1 1ˆ ˆcov ,  .OLP STN y yx x yxg g S GS G S GS
n N n NX

     ≈ − − + − −    
    

  (4.3) 

En pratique, k  peut être estimé en remplaçant toutes les (co)variances dans (4.2) par leurs estimations 
d’après l’échantillon, ce qui donne  

 
( ) ( )

( ) ( ) ( )
ˆ ˆˆ ˆ ˆvar cov ,ˆ

ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆvar var 2cov ,
OLP OLP STN

OLP STN OLP STN

g g g
k

g g g g
−

=
+ −

  (4.4) 

Pour illustrer cette approche, considérons l’exemple qui suit.  
 

Exemple 4.1. Les données sont les mêmes que pour l’exemple 2.1. L’application des formules (2.1) à 
(2.4) et (4.3) à ces données produit  

( )
ˆ ˆ0,082 (0,00254),   0,050 (0,00134),   et 
ˆ ˆ ˆcov , 0,00097.
STN OLP

STN OLP

g g
g g
= =

=
 

Les variances sont mentionnées entre parenthèses. L’entrée de ces estimations dans (4.4) donne ˆ 0,191k =  
et, subséquemment, ˆ 0,056 (0,00127).COMg =  Pour faciliter l’exposé, dans (4.4), toutes les (co)variances 
sont estimées d’après la partie chevauchante des échantillons 2 ,s  y compris les estimations de G  et de X  
dans (2.2), (2.4) et (4.3). En outre, en utilisant ces estimations, nous constatons que 

( ) ( )ˆ ˆvar varSTN OLPg g<  et que 0,5k >  uniquement si 2 12n ≤  ( )0,167 .λ ≤   

Par souci de complétude, nous donnons aussi un exemple pour l’estimateur composite du paramètre 
correspondant à la variation absolue (c.-à-d. D Y X= − ). 

 
Exemple 4.2. Nous utilisons les mêmes données que dans l’exemple 2.1. Comme auparavant, toutes les 
estimations des (co)variances sont fondées sur 2.s  Définissions iD  par l’expression .i i iD Y X= −  alors, 
nous avons deux estimateurs de la variation absolue, 
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23 12 2 2 2
ˆ ˆ7,35   et   4,89.STN OLPD y x D d y x= − = = = − =  

Pour les (co)variances de ˆ
STND  et ˆ ,OLPD  nous obtenons 

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )

23 12 23 12

2 2
2 2 2

23 12 2

2
,2

2

23 12 2 2

2
2

23

ˆˆ ˆ ˆ ˆvar var var 2cov ,

1 1 1 1 1       2 23,58

1 1ˆˆvar 13,11

ˆ ˆˆ ˆcov , cov ,

1 1       

STN

y x xy

OLP y x

STN OLP

y

D y x y x

s s s
n N n N n N

D s
n N

D D y x y x

s
n N

λµ

−

= + −

     
= − + − − − =     

    
 

= − = 
 

= − −

 
= − − 
 

( ) ( )2
2 2 2

12

1 1 9,46.xy xy xs s s
n N

 
− − − = 
 

 

Par analogie avec (4.4), nous obtenons maintenant  

( ) ( )
( ) ( ) ( )

ˆ ˆ ˆˆ ˆvar cov ,
ˆ 0,206ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆvar var 2cov ,

OLP STN OLP

OLP STN STN OLP

D D D
k

D D D D

−
= =

+ −
 

et, conséquemment, ( )ˆ 5,40 12, .37COMD =  

Notons que ˆCOMg  peut se réécrire  

( )
( )

ˆˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ          ,
COM OLP STN OLP

OLP STN OLP

g g k g g

g k g g

= + −

≈ + −
 

où nous avons utilisé une approximation en série de Taylor d’ordre 1 de ˆ .COMg  Par conséquent, nous 

pouvons faire abstraction du caractère aléatoire de l’estimateur k̂  pour estimer ( )ˆvar .COMg  L’erreur ainsi 
introduite est d’ordre 21 n  quand 2n →∞  et ˆCOMg  est asymptotiquement sans biais. Rappelons que la 
procédure classique d’estimation de la variance de l’estimateur par le ratio ou de l’estimateur par la 
régression est fondée sur une approximation par développement en série de Taylor d’ordre 1 également. 

En outre, sous les mêmes hypothèses que (3.4), on peut montrer que pour une valeur suffisamment 
grande de ,N   

 
12

2

2
1 ;

1
xy

xy

k
λρ
ρ

−
 

= +  − 
  (4.5) 

pour une preuve de (4.5), voir l’annexe A.1. Partant de (4.5), on peut constater que k  est décroissant en 
.λ  Nous obtenons donc le résultat quelque peu contre-intuitif selon lequel k  est décroissant en λ  tandis 

que, selon (3.1), le ratio Q  dans (3.4) est une fonction convexe de ;λ  rappelons que 

( ) ( )ˆ ˆvar varSTN OLPg g=  et, conséquemment, que 1Q =  pour 1λ =  et 2 2 .y Gx xyS GSλ −=  
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5  Estimateurs composites harmonisés des taux de croissance et des 
totaux 
Jusqu’à présent, nous n’avons examiné que les taux de croissance, parce qu’en pratique, l’estimation 

ˆ
EASX  du chiffre d’affaires 12 mois plus tôt peut être considérée comme plus ou moins fixe (c.-à-d. qu’elle 

ne peut plus varier). Quand X  désigne le chiffre d’affaires total du mois ( 1),t −  il est probable que les 
chiffres du mois précédent peuvent encore être améliorés et modifiés. Dans ce cas, l’estimation initiale 

ˆ
EASX  peut être révisée également.  

Avant d’examiner un estimateur composite multivarié des taux de croissance et des totaux, nous 
commençons par étudier un estimateur composite multivarié de la variation absolue et des moyennes ou 
des totaux de population correspondants; voir aussi l’exemple 4.2. Définissons l’estimateur vectoriel 

initial 0̂θ  par ( )0 23 12
ˆˆ , , .OLPD y xθ

′
=  Désignons le vecteur de paramètres à estimer sous-jacent par 

( )1 2 3, , .θ θ θ θ ′=  Soit 0V  la matrice de covariance de 0̂.θ  En ce qui concerne ,θ  le problème est 

maintenant de trouver un estimateur composite harmonisé (AC) ˆ
ACθ  dont les éléments satisfont la 

contrainte a priori 1 2 3 0θ θ θ− + =  ou, de manière équivalente, 0D Y X− + =  ou 0.D Y X− + =  Bien 
qu’il n’y ait qu’une seule contrainte dans cette situation, nous traitons à la présente section le cas un peu 
plus général de m  contraintes ( )1 3 .m≤ ≤  Lorsque les contraintes a priori sont de forme linéaire 

0,c Rθ− =  où R  est une matrice de dimensions 3m×  de rang m  ( 3),m ≤  l’estimateur composite sans 
biais optimal de θ  est égal à l’estimateur sous contraintes général (GR)  

 ( )0 0
ˆ ˆ ˆ    GR K c Rθ θ θ= + −  (5.1) 

( ) 1
0 0K V R RV R −′ ′=  

 ( ) ( )3 0
ˆcov ,GR GRV I KR Vθ≡ = −   (5.2) 

où 3I  représente la matrice d’identité de dimensions 3 3× . L’estimateur ĜRθ  est optimal en ce sens que, si 

0̂θ  suit une loi normale multivariée ( )0, ,N Vθ  la vraisemblance de 0̂θ  atteint sa valeur maximale, sous la 

contrainte 0,c Rθ− =  pour max
ˆ .GRθ θ=  En outre, étant donné la forme ( )0 0

ˆ ˆ ˆ ,K K c Rθ θ θ= + −  on peut 

montrer que minimiser ( ){ }ˆtr cov Kθ  par rapport à la matrice K  de dimensions 3 m×  mène à (5.2). 

Rappelons que cela veut dire que, pour toute autre matrice K , la matrice de covariance correspondante 

( )ˆcov Kθ  excède GRV  d’une matrice semi-définie positive; voir Magnus and Neudecker (1988, pages 255-

256). Pour des renseignements plus détaillés sur l’estimateur GR, voir Knottnerus (2003, pages 328-332). 
Afin d’illustrer comment (5.1) et (5.2) peuvent être utilisées pour obtenir un estimateur composite 
harmonisé ˆ ,ACθ  considérons l’exemple qui suit qui concerne l’estimation de deux moyennes de 
population et de leur différence.  
 
Exemple 5.1. Nous utilisons les mêmes données que dans les exemples 2.1 et 4.2. Le vecteur initial 

( )0 23 12
ˆˆ , ,OLPD y xθ

′
=  est donné par ( )4,89; 97,19; 89,84 ′ . Ces estimations ne satisfont pas la contrainte 
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1 2 3 0;θ θ θ− + =  notons que (1, 1,1)R = −  et 0.c =  La plupart des éléments de 0V  ont déjà été discutés. 

Comme dans l’exemple 4.2, pour l’élément ( )23
ˆcov ,OLPD y  nous obtenons  

 ( ) ( )

( ) ( )
23 2 2 23

23 23 23

ˆcov , cov ,

                      var cov , .

OLPD y y x y

y x y

= −

= −
  (5.3) 

Chaque terme de (5.3) peut être estimé à partir de 2s  comme il est décrit plus haut. Les autres covariances 
figurant dans 0V  ont une forme similaire et peuvent être estimées de la même manière. Les estimations de 

la variance pour 23
ˆ ,OLPD y  et 12x  sont 13,12; 38,79 et 22,92, respectivement. Ensuite, si nous appliquons 

(5.1) et (5.2) en remplaçant K  par ( ) 1

0 0
ˆ ˆ ˆ ,K V R RV R

−
′ ′=  nous obtenons les estimations harmonisées 

composites AC suivantes 
ˆ ˆ ˆ5,40 (12,37), 96,28 (36,32), et 90,88 (19,75).AC AC ACD Y X= = =  

Les variances sont mentionnées entre parenthèses.  

Ici, trois remarques sont de rigueur. Premièrement, ˆ
COMD  discuté à la section précédente peut 

également être calculé à partir de (5.1) et (5.2) en choisissant ( )0
ˆ ˆˆ ,STN OLPD Dθ

′
=  sous la contrainte a priori 

1 2 0.θ θ− =  Deuxièmement, par construction, l’estimateur ˆ
ACD  est égal à l’estimateur ˆ

COMD  et, par 
conséquent, ils ont la même variance. Troisièmement, si K  était connue, l’estimateur AC serait sans biais. 
Mais, puisque K  doit être remplacée par ˆ ,K  l’estimateur AC ˆ

ACθ  est seulement asymptotiquement sans 

biais. La même remarque s’applique à l’estimateur ( )3 0
ˆ ˆI KR V−  de ˆcov( ).ACθ  Comme dans le cas de 

ĈOMθ  décrit à la section précédente, le biais de ˆ
ACθ  est d’ordre 2(1 / );O n  pour la relation entre ˆ

ACθ  et 
l’estimateur par la régression, voir l’annexe A.3. 

Dans le cas de m  contrainte non linéaires, disons ( ) 0,c R θ− =  une approximation en série de Taylor 

d’ordre 1 autour de 0̂θ θ=  donne ( ) ( )( )0 0 0
ˆ ˆ ˆ 0Rc R Dθ θ θ θ− − − =  ou, de manière équivalente,  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0 0 0
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ0,   où   .R Rc D c c R Dθ θ θ θ θ θ θ− = = − +   (5.4) 

( )RD θ  représente la matrice de dimensions 3m×  des dérivées partielles de ( )R θ  

( ) ( )( )c.-à-d. .RD Rθ θ θ ′= ∂ ∂  Ensuite, une procédure itérative peut être exécutée en appliquant à 

plusieurs reprises (5.1) et (5.2) aux versions linéarisées mises à jour des contraintes non linéaires 
( ) 0.c R θ− =  Cela donne  

 
( )

( )

( )
( ) ( )

0

0
1

0 0

3 0

1

1 1

ˆ ˆ ˆ ;
ˆˆ ;

;
ˆcov( ) ;

ˆ ;

ˆ ˆ            1 2 .

h h h

h h h

h h h h

h h h

h R h

h h h h

K e

e c D

K V D D V D

I K D V

D D

c c R D h , ,...

θ θ

θ

θ

θ

θ θ

−

−

− −

= +


= − 


′ ′= 
= − 
= 


= − + = 

 (5.5) 
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Pour des renseignements plus détaillés, voir l’annexe A.2 et Knottnerus (2003, pages 351-354). Notons 
que la première équation peut être considérée comme une mise à jour de 0̂θ  plutôt que de 1

ˆ .hθ −  Il s’agit 
d’une différence importante par rapport aux célèbres équations de Kalman; voir Kalman (1960). Dans le 
présent contexte, les vecteurs 1ĥθ −  sont utilisés uniquement dans une procédure numérique en vue de 
trouver de nouvelles (meilleures) approximations en série de Taylor des contraintes non linéaires 

( ) 0c R θ− =  autour de 1ĥθ θ −=  ( 1,2,...)h =  jusqu’à ce que la convergence soit atteinte. En outre, notons 
que ˆhe  peut être considéré comme un vecteur de dimension m  des erreurs de contrainte lorsque l’on fait 
la substitution 0̂θ θ=  dans les contraintes linéarisées autour de 1

ˆ .hθ θ −=  Afin d’illustrer l’utilisation des 
équations de type Kalman dans (5.5) pour calculer les estimateurs composites harmonisés des taux de 
croissance et des totaux, considérons l’exemple suivant.  

 

Exemple 5.2. Nous utilisons les mêmes données que dans l’exemple 4.1. Le vecteur initial 0̂θ  est 

maintenant défini par ( )0 23 12
ˆ ˆ , ,OLPG y xθ ′=  et est donné par ( )1,050; 97,191; 89,840 .′  Ces estimations ne 

satisfont pas la contrainte a priori (non linéaire) 2 1 3 0θ θ θ− =  ( 1).m =  Tous les éléments de 0V  et leur 

estimation ont déjà été discutés. Pour la e( 1)  h +  récursion, ( )ĥR θ  et la matrice 1hD +  de dimensions 1 3×  

sont données par  

( ) ( )
( )

2 1 3

1 3 1

ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ1 ,

h h h h

h h h

R

D

θ θ θ θ

θ θ+

= −

= − −
 

respectivement; ĥkθ  est le ek  élément du vecteur ĥθ  (1 3).k≤ ≤  Rappelons que les termes 0V  et 0̂V  
restent invariants pendant toutes les récursions. La première récursion de (5.5) donne 

( )1̂ 1,0544; 95,945; 91,000 .θ ′=  

La contrainte (non linéaire) est presque satisfaite, c’est-à-dire que ( )1̂ 0,005.R θ = −  La deuxième récursion 

donne les estimations composites harmonisées (AC) qui suivent. 

ˆ ˆˆ 1,0544 (0,00130), 95,947 (35,55), et 90,998 (19,85).AC AC ACG Y X= = =  

Les variances sont mentionnées entre parenthèses. L’erreur (absolue) de la deuxième contrainte ayant 
encore diminué, pour donner ( )2̂ 0,001R θ = − , nous avons arrêté les récursions. Étant donné la non-

linéarité de la contrainte, les estimations de ˆ
ACG  et de sa variance diffèrent légèrement de celles de ˆ

COMG  
et de sa variance dans l’exemple 4.1.  

Il convient de souligner que, dans l’exemple 5.2, ˆ
ACG  diffère peu de ˆ

OLPG  (=1,050). Une méthode 
apparentée d’estimation des totaux est celle dite des paires appariées (PA); voir Smith et coll. (2003, 
pages 269-271). La méthode PA originale, qui est basée purement sur ˆ

OLPG  (dans notre notation) entre les 
mois t  et 1t − , est utilisée par l’ONS pour estimer l’indice mensuel des ventes au détail. Dans une étude 
en simulation, les auteurs ont constaté que la méthode PA donne de bons résultats pour les taux de 
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croissance à court terme, mais que pour les périodes de plus de 15 mois, la performance devenait moins 
bonne en ce qui concerne le biais. Ce dernier pourrait être corrigé en procédant régulièrement à un calage 
sur les taux de croissance. Un autre inconvénient de la méthode PA semble être qu’il n’existe toujours pas 
de formule pour calculer la variance de l’estimateur PA. À la section suivante, nous décrivons une 
extension de l’estimateur AC en vue d’intégrer l’information auxiliaire dans la procédure d’estimation 
AC. 

 
6  Extensions 
 

À la présente section, nous discutons brièvement d’un certain nombre d’extensions de l’estimateur AC 
décrit à la section qui précède. Premièrement, nous examinons la situation où les estimateurs par la 
régression, disons ,

ˆ
REG kY  et ,

ˆ ,REG kX  sont utilisés au lieu des estimateurs EAS ( )2,  12 et 23 .k =  Pour ne 
pas alourdir la notation, nous examinons le cas d’une seule variable explicative, disons ;z  la 
généralisation à un plus grand nombre de variables auxiliaires est facile. En outre, pour simplifier, nous 
supposons que les coefficients de régression estimés, désignés par 2yzb  et 2 ,xzb  sont issus de 2.s  Afin de 

calculer les estimateurs composites harmonisés dans cette situation, il nous suffit d’évaluer les termes de 

(co)variance de la forme ( ), ,
ˆ ˆcov ,REG k REG lY X  dans les différentes formules ( ),  2,  12 et 23 .k l =  Cette 

évaluation peut se faire comme il suit. Remplacer les iY  et iX  dans les formules par les résidus (estimés) 
correspondants provenant d’une régression sur iZ  et une constante. C’est-à-dire  

 ( ) ( )* *
, ,

ˆ ˆcov , cov , ,REG k REG l k lY X y x=   (6.1) 

où les variables résiduelles (estimées) *
iY  et *

iX  sont définies par  

( )
( )

*
2 2

*
2 2

.

.
i i k yz i k i yz i

i i l xz i l i xz i

Y Y y b Z z Y b Z const

X X x b Z z X b Z const

= − − − = − +

= − − − = − +
 

Le terme ( )* *cov ,k ly x  dans le deuxième membre de (6.1) peut être calculé de la même manière que 

( )cov , ,k ly x  dont nous avons discuté à la section précédente; voir aussi la formule (A.8) à l’annexe A.3 

et rappelons que ( ) ( ), , ,
ˆ ˆ ˆvar cov , .REG k REG k REG kY Y Y=  En outre, la même approche peut s’appliquer lorsqu’on 

se sert des estimateurs par le ratio, tels que ,
ˆ
R k k kY y Z z=  et ,

ˆ .R l l lX x Z z=  Dans ces conditions, les 

variables résiduelles *
iY  et *

iX  doivent se lire  

* *2 2

2 2
   et   .i i i i i i

y xY Y Z X X Z
z z

= − = −  

Une autre option en vue de tenir compte d’une variable auxiliaire consiste à étendre le vecteur de 
paramètres θ  et le jeu de contraintes a priori. Ainsi, dans l’exemple 5.1, le paramètre θ  était défini 
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implicitement par ( ), , .D Y Xθ ′=  Lorsque la variable z  est observée dans les échantillons 12 et 23, le 

nouvel estimateur étendu 0̂θ  est donné par  

( )0 23 12 23 12 2
ˆˆ , , , , ,OLPD y x z z zθ

′
=  

et le jeu étendu de contraintes a priori est  
2 1 3

4 5

4 6

4

0;
0;
0;

.Z

θ θ θ
θ θ
θ θ

θ

− − =

− =

− =

=  
Donc, la nouvelle contrainte c  est ( )0, 0, 0, .c Z ′=  Cela permet d’améliorer encore davantage l’efficacité 

de 0̂θ . 

Deuxièmement, une autre extension concerne les créations et les disparitions d’entreprises. Dans le cas 
des disparitions, la population de la période 12t −  peut être divisée en deux (post)strates, l’une constituée 
des entreprises disparues à la période t  et l’autre, des entreprises existantes aux périodes 12t −  et .t  Cette 
poststratification mène encore à un estimateur asymptotiquement sans biais pour la moyenne de 
population à la période ,t  à condition que de nouvelles entreprises ne soient pas créées. Afin de tenir 
compte des créations d’entreprises, il faut tirer un échantillon approprié de la strate des nouvelles 
entreprises, surtout si le nombre de ces dernières est important et s’il n’existe pas d’hypothèses réalistes 
quant au chiffre d’affaires total dans cette sous-strate durant le mois .t  

Enfin, nous examinons la situation où une combinaison de données trimestrielles et semestrielles doit 
être analysée. Supposons que, durant les trimestres 2, 4 et 6, on tire des échantillons semestriels qui ne 
doivent pas nécessairement être les mêmes que les échantillons trimestriels obtenus pour ces trimestres. 
Afin d’expliquer l’estimateur AC dans ces conditions, considérons six estimations EAS trimestrielles 
consécutives pour les moyennes trimestrielles du chiffre d’affaires, disons 1 2 3 4 5 6, , , , , ,y y y y y y  et 
trois estimations EAS semestrielles pour les moyennes trimestrielles du chiffre d’affaires, disons 2 4,  x x  et 

6 ;x  notons que l’indice inférieur renvoie au trimestre d’observation et non à un jeu d’échantillons comme 
auparavant. En outre, supposons que l’on estime les ratios de croissance suivants : 

62 6 2 62 6 2,  G Y Y H X X= =  et 64 6 4 ,H X X=  ainsi que les totaux trimestriels et semestriels 
correspondants. Afin d’obtenir un jeu cohérent d’estimateurs pour les totaux (moyennes) et les taux de 
croissance, définissons par analogie avec l’approche adoptée à la section 5 

( )0 62, 62, 64, 1 2 3 4 5 6 2 4 6
ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , , , , , , , , .OLP OLP OLPG H H y y y y y y x x xθ ′=  

Le jeu correspondant de contraintes est  
9 1 5 6 62 2

12 2 10 6 62 2

12 3 11 6 64 4

4 5 10 1 2 2

6 7 11 3 4 4

8 9 12 5 6 6

0
0
0
0
0
0.

Y G Y
X H X
X H X
Y Y X
Y Y X
Y Y X

θ θ θ

θ θ θ

θ θ θ

θ θ θ

θ θ θ

θ θ θ

− = − =

− = − =

− = − =

+ − = + − =

+ − = + − =

+ − = + − =
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La matrice 0V  peut être estimée de la façon décrite aux sections 2 et 4.  

 
7  Conclusion et discussion 
 

À la présente section, nous résumons un certain nombre de conclusions et de questions qui requièrent une 
étude plus approfondie.  

Lorsqu’on estime les totaux du chiffre d’affaires d’après des données de panel durant des mois tels que 
t  et 12,t −  on peut distinguer deux estimateurs, ˆSTNg  et ,ˆOLPg , du taux de croissance entre les deux mois 

en question.  
Si l’on utilise ˆ ,STNg  il faut être conscient qu’en pratique, ( )ˆvar OLPg  pourrait être beaucoup plus petite 

que ( )ˆvar ,STNg  surtout quand le chiffre d’affaires au mois 12t −  et le chiffre d’affaires au mois t  sont 
fortement corrélés et que les ratios de chevauchement λ  et µ  ne sont pas trop petits.  

L’efficacité de ˆSTNg  et de ˆOLPg  peut être améliorée en faisant appel à l’estimateur composite ˆCOMg  
décrit à la section 4.  

En appliquant les techniques des moindres carrés, on peut obtenir un estimateur vectoriel composite 

harmonisé ( )ˆ ˆˆ , ,AC AC ACg Y X ′  qui satisfait à la contrainte non linéaire ( )ˆ ˆˆ1AC AC ACY g X= +  pour les totaux 

et les taux de croissance.  
L’estimateur AC sous les contraintes linéaires peut être étendu de plusieurs façons : i) pour des 

contraintes non linéaires, ii) pour différents jeux de données, comme des données mensuelles, 
trimestrielles ou annuelles, iii) pour les créations et les disparitions d’entreprises, iv) pour les estimateurs 
par la régression et par le ratio, et v) pour des variables auxiliaires additionnelles. 

Comme l’estimateur par la régression, l’estimateur AC est asymptotiquement sans biais. Cette 
remarque s’applique aussi à l’estimateur de la matrice de covariance ( ) 0

ˆ ˆ .kI KR V−   

Il n’existe pas encore de réponse claire à la question de savoir dans quelle mesure les données 
recueillies dans le passé doivent être incluses chaque mois dans l’estimation 0̂θ  du vecteur. La réponse 
dépend i) de la politique et des règles de l’INS quant à la révision des chiffres déjà publiés, ii) du fait que, 
d’un point de vue théorique, la série de T  estimations EAS mensuelles 1 2, , ..., Ty y y  (incluse comme une 
composante dans 0̂ )θ  devrait avoir une longueur telle que la différence entre les deux estimateurs AC de 

1,Y  disons 1
ˆ T

ACY  et 1
1
ˆ ,T

ACY +  ne soit pas importante, et iii) de la taille des échantillons. Autrement dit, par 
analogie avec l’estimateur par la régression et, de manière équivalente, l’estimateur par calage, les tailles 
d’échantillon devraient être beaucoup plus grandes que le nombre de contraintes (de calage). Pour une 
étude par simulation de la variance de l’estimateur par la régression et du nombre de variables 
explicatives, voir Silva et Skinner (1997), et pour le lien entre l’estimateur par la régression et l’estimateur 
GR, voir l’annexe A.3 et Knottnerus (2003). 

Dans le cas particulier de l’estimation de totaux et de variations mutuellement harmonisés, les travaux 
de recherche doivent se poursuivre afin de trouver i) la longueur optimale et pratique des séries 
mensuelles, trimestrielles, semestrielles et annuelles d’estimation EAS qu’il faut inclure dans le vecteur 
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0̂θ  initial et ii) une règle donnant le nombre de contraintes relativement aux tailles d’échantillon, afin de 
trouver un estimateur AC ˆ

ACθ  plus efficace.  
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Annexe 
 

A.1  Preuves de (3.4) et (4.5) 
 

La preuve de (3.4) est la suivante. Pour 12 23 ,n n n= =  la formule (2.2) peut se réécrire  

 ( ) 2
2

1 1 1 1ˆvar 2 .STN y Gx xyg S GS
n N n nX

λ
−

    ≈ − + −    
    

  (A.1) 

La division de (2.4) par (A.1) donne   

( )
( )

( )
( ) ( )

( ) ( )

2

2

1 2

2

1

1
2

1 1
ˆvar

1 1 1ˆvar 2

1 2 1

1 2 1

y Gx
OLP

STN
y Gx xy

y Gx

y Gx xy

xy

y Gx

Sg n NQ
g S GS

n N n n

f S

f S GS

GS
f f

S

λ
λ

λ

λ

λ λ

−

−

−
−

−

−

−

−

 − 
 = ≈

   − + −   
   

−
=

− + −

 
= − − + −  

 

 

 ( ) ( )
12

1
2                                1 2 1 . 

1
xy

xy

f f
ρ

λ λ
ρ

−

−
 

≈ − − + −  − 
 (A.2) 

À la dernière ligne, nous nous sommes servi du fait que, sous les hypothèses du modèle mentionnées à la 
section 3, 2 2 2 2ˆ

xy x xy yGS B S Sρ≈ =  et ( )2 2 21 ,y Gx xy yS Sρ− ≈ −  à condition que N  soit suffisamment grand; voir 

aussi la façon d’obtenir (3.2). 
Ensuite, sous les mêmes hypothèses, nous pouvons obtenir (4.5) comme il suit. Puisque 12 23 ,n n n= =  

dans (4.3), la covariance peut être réécrite sous la forme  

 ( ) 2
2

1 1 1ˆ ˆcov , .OLP STN y Gxg g S
n NX −

 ≈ − 
 

  (A.3) 

En combinant (2.4), (A.1) et (A.3), dans (4.2), nous pouvons écrire k  sous la forme  
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2

2

1 12

2 2

1 1

1 1 12

2 2
1 1 .

1

y Gx

y Gx xy

xy xy

y Gx xy

S
n nk

S GS
n n n n

GS
S

λ
λ

λ

λ λρ
ρ

−

−

− −

−

 − 
 ≈

   − + −   
   

   
= + ≈ +      −   

 

Comme pour obtenir (A.2), nous avons utilisé à la dernière ligne le fait que ( )2 2 21 .xy y Gx xy xyGS S ρ ρ− ≈ −  

 
A.2  Obtention de (5.5) 
 

Dans le cas de m  contraintes linéaires 0,c Rθ− =  on peut trouver la matrice K  en minimisant  

( ){ } ( ){ }0 0 0 0
ˆ ˆ ˆ ˆmin  ;

K
E K c R K c Rθ θ θ θ θ θ
 ′

− − − − − − 
 

 

voir Knottnerus (2003, page 330). La solution de ce problème de moindres carrés est donnée par  

 
( )( ) ( )
( )

1

0 0 0

1
0 0

ˆ ˆ ˆcov

   .

K E c R c R

V R RV R

θ θ θ θ
−

−

 ′  = − − −   

′ ′=

  (A.4) 

Dans le cas de m  contraintes non linéaires, la nouvelle expression à minimiser est  

( ){ } ( ){ }0 0 0 0
ˆ ˆ ˆ ˆ .E K c R K c Rθ θ θ θ θ θ

 ′   − − − − − −      
 

Comme pour (A.4), on peut montrer que cette expression atteint son minimum pour  

 ( ) ( ) ( ){ } 1

0 0 0
ˆ ˆ ˆcov .K E c R c Rθ θ θ θ

− ′   = − − −      
  (A.5) 

En introduisant la linéarisation de Taylor ( ) ( ) ( )( )0 0
ˆ ˆ

RR R Dθ θ θ θ θ≈ + −  dans (A.5), nous obtenons 

l’approximation suivante, disons 1,K  de K   

 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1
1 0 0

1

0 0 0 0 0
ˆ ˆ ˆ .

R R R

R R R

K V D D V D

V D D V D

θ θ θ

θ θ θ

−

−

′ ′≈   

 ′ ′≈  

  (A.6) 

En supposant que ( )0 0
ˆ ~ , ,N Vθ θ  la première approximation de la solution du maximum de vraisemblance 

(MV) restreint, disons (1)ˆ ,MVθ  peut être calculée de la manière classique en utilisant les contraintes 
linéarisées  

 ( ) ( ){ }(1)
0 1 0 0 0

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ,MV RK c Dθ θ θ θ θ= + −   (A.7) 

où ( )0̂c θ  est défini par (5.4). Si (1)ˆ
MVθ  ne satisfait pas les contraintes non linéaires, ( ) 0,c R θ− =  une 

meilleure approximation de K  pourrait être obtenue en remplaçant 0̂θ  dans (A.6) par (1)ˆ
MVθ  mis à jour qui 
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donne une nouvelle matrice 2 .K  À son tour, par analogie avec (A.7), 2K  donne une meilleure 
approximation ou mise à jour de 0̂ ,θ  disons (2)ˆ ,MVθ   

( ) ( ){ }(2) (1) (1)
0 2 0

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ,MV MV R MVK c Dθ θ θ θ θ= + −  

où nous avons utilisé la linéarisation de Taylor des contraintes non linéaires autour de (1)ˆ .MVθ θ=  En 
répétant cette procédure, nous obtenons les récursions suivantes pour ( )ˆ h

MVθ  ou, en abrégé, ĥθ   

{ }
[ ] ( )

0 0

1
0 0

ˆ ˆ ˆ

     1, 2, ... .

h h h h

h h h h

K c D

K V D D V D h

θ θ θ
−

= + −

′ ′= =
 

Pour les définitions de hc  et ,hD  voir la section 5; en pratique, 0V  doit être remplacée par son estimation 

0̂.V  Par construction, pour chaque ,h  nous avons  

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( 1) ( 1) ( )

( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( )

ˆ ˆ ˆ0

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ;

h h h
MV R MV MV

h h h h h
MV R MV MV R MV MV

c D

c R D D

θ θ θ

θ θ θ θ θ

− −

− − − −

= −

= − + −
 

voir (5.4). D’où, quand ( )ˆ h
MVθ  converge vers la solution du maximum de vraisemblance (restreint) ˆ ,MVθ  

( )( 1)ˆ h
MVc R θ −−  converge vers zéro. En outre, en supposant que hK  converge vers, disons ˆ ,MVK  la matrice 

de covariance correspondante de ˆ ,MVθ  disons ,MVV  peut être approximée par  

( ){ } 0 ,MV k RV I KD Vθ≈ −  

qui, si h  est suffisamment grand, peut être estimée par ( ) 0
ˆ ˆ ;MV k h hV I K D V= −  voir aussi Cramer (1986, 

page 38).  

 
A.3  Estimateur par la régression comme estimateur GR  
 

Supposons que iY  et la variable auxiliaire ,iZ  de moyenne de population Z  connue, sont observées 
dans 2.s  Afin d’appliquer l’estimateur GR à cette situation, définissons  

( )
2

2
0 0 0 2

2 2

   1 1ˆ ˆ,     cov .
  

y yz

yz z

S Sy
V

z n N S S
θ θ

     = = = −        
 

La contrainte a priori est  

0 (0,  1) .y

z

c R Z
θ

θ
θ
 

= − = −  
   

L’application de (5.1) et (5.2) à ce cas donne l’estimateur GR suivant 

( ) ( )

( ) ( )

( )

2
0 0 2

2

1 2
0 0 22

2 0 0

ˆ ˆ ˆ

1             
1

1   
.

0     0

GR

yz yz
yz yz z

zz

yz
GR

y
K c R K Z z

z

S b
K V R RV R b S S

SS

b
V I KR V V

θ θ θ

−

 
= + − = + − 

 
   

′ ′= = = =       
− 

= − =  
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Donc, en remplaçant yzb  par son estimation 2
2 2 2 ,yz yz zb s s=  nous pouvons approximer le premier élément 

de ĜRθ  par ( )2 2 2
ˆ ,GRy yzy b Z zθ ≈ + −  qui correspond à l’estimateur par la régression bien connu, souvent 

désigné par ˆ .REGY  Pour une valeur de 2n  suffisamment grande, la variance de ˆ
REGY  peut être approximée 

par  

 

( ) ( ) [ ] ( )

( ){ }

2
11

2

2

2

22

1 1ˆ ˆvar var

1 1 ;               

1 ;
1

REG GRy GR y yz yz

e

e i yz i
i U

Y V S b S
n N

S
n N

S Y Y b Z Z
N

θ

∈

 
≈ = = − − 

 
 

= − 
 

= − − −
− ∑

  (A.8) 

rappelons que, selon la théorie de la régression, 2 2
yz yz yz zb S b S=  et 2 2 2 2.y yz z eS b S S= +  Dans (A.8), la variance 

peut être estimée par l’estimateur de variance bien connu  

( ) ( ){ }
2

22 2
ˆ ˆ2 2 2 2 2

2 2

1 1 1ˆˆvar ,    où    .
1REG e e i yz i

i s

Y s s Y y b Z z
n N n ∈

 
= − = − − −  − 

∑  

Des résultats semblables peuvent être obtenus pour plus d’une variable auxiliaire. Cela illustre de nouveau 
que, pour ce qui est du biais et de l’approximation de la variance, l’estimateur AC ressemble fortement à 
l’estimateur par la régression ou, de manière équivalente, l’estimateur par calage.  
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