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Tests du khi-carré dans les enquêtes à base de sondage 
double 
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Résumé 

Afin d’obtenir une meilleure couverture de la population d’intérêt et de réduire les coûts, un certain nombre 
d’enquêtes s’appuient sur un plan à base de sondage double, suivant lequel des échantillons indépendants sont 
tirés de deux bases de sondage chevauchantes. La présente étude porte sur les tests du khi-carré dans les 
enquêtes à base de sondage double en présence de données catégoriques. Nous étendons le test de Wald 
généralisé (Wald 1943), ainsi que les tests avec correction d’ordre un et correction d’ordre deux de Rao-Scott 
(Rao et Scott 1981) pour passer d’une enquête à base de sondage unique à une enquête à base de sondage 
double, et nous déterminons les distributions asymptotiques. Des simulations montrent que les deux tests avec 
correction de type Rao-Scott donnent de bons résultats, et il est donc recommandé de les utiliser dans les 
enquêtes à base de sondage double. Un exemple sert à illustrer l’utilisation des tests élaborés. 

 
Mots-clés : Propriétés asymptotiques; tests du khi-carré; enquêtes à base de sondage double; test avec correction 

d’ordre un; test avec correction d’ordre deux; simulations. 
 
 
1  Introduction 
 

Une situation générale d’enquête à base de sondage double est illustrée à la figure 1.1, dans laquelle 
l’union de la base de sondage A  et de la base de sondage B  est désignée comme étant l’union de trois 
domaines non chevauchants, c’est-à-dire = .A B a ab b∪ ∪ ∪  Des échantillons probabilistes sont 
sélectionnés indépendamment de ces deux bases de sondage.  

 

 
Figure 1.1 : Les bases de sondage A  et B  sont toutes deux incomplètes, mais chevauchantes 

 
Une enquête à base de sondage double donne souvent une meilleure couverture de la population et 

permet de réaliser des économies importantes. Plusieurs méthodes d’analyse transversale des données 
issues d’enquêtes à base de sondage double sont décrites dans la littérature statistique; voir Hartley (1962, 
1974), Fuller et Burmeister (1972), Skinner (1991), Skinner et Rao (1996), Lohr et Rao (2000, 2006), etc. 
Comme l’ont souligné Rao et Thomas (1988), il est souvent nécessaire de procéder à des analyses 
statistiques de données catégoriques en recherche sociologique quantitative. Le test du khi-carré de 
Pearson et le test du rapport de vraisemblance sont tous deux d’usage répandu lorsque l’on a affaire à des 
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données catégoriques. Ces méthodes reposent sur l’hypothèse que les données sont obtenues par 
échantillonnage aléatoire simple (EAS) d’une ou de plusieurs grandes populations. À l’heure actuelle, la 
plupart des enquêtes sont réalisées selon des plans de sondage complexes avec stratification et mise en 
grappes qui violent l’hypothèse d’EAS. Le test de Wald (Wald 1943) est l’une des méthodes les plus 
anciennes avancées pour évaluer la qualité de l’ajustement du modèle dans les plans de sondage 
complexes. Fay (1979, 1985) a proposé un test du khi-carré ajusté par la méthode du jackknife destiné à 
être utilisé dans les enquêtes complexes. Tant la méthode de Wald (1943) que celle de Fay (1979) 
nécessitent de posséder de l’information détaillée sur l’enquête pour pouvoir estimer la matrice de 
covariance. Or, cette information détaillée fait souvent défaut en pratique. Rao et Scott (1981, 1984) ont 
proposé des tests du khi-carré de la qualité de l’ajustement et de l’indépendance dans des tableaux à 
double entrée et à entrées multiples. Bedrick (1983), ainsi que Rao et Scott (1987) ont également étudié 
l’utilisation d’information limitée sur les effets de plan dans les cellules et dans les marges pour fournir 
des tests approximatifs. Thomas, Singh et Roberts (1996) ont décrit une étude Monte Carlo portant sur des 
procédures élaborées pour tester l’indépendance dans un tableau à double entrée. 

Le problème de recherche examiné dans le présent article émane de l’analyse des données catégoriques 
dans les enquêtes à base de sondage double. Par exemple, une base de sondage double peut être constituée 
des répertoires en ligne des membres de l’American Statistical Association (ASA) et de l’Institute for 
Mathematical Statistics (IMS). Le domaine de chevauchement comprend les statisticiens qui sont 
membres des deux sociétés. On pourrait vouloir tester si le pourcentage de femmes en milieu universitaire 
est le même dans les trois domaines (domaine :a  membres de l’ASA seulement; domaine :ab  membres 
de l’ASA ainsi que de l’IMS; domaine :b  membres de l’IMS seulement). Dans le contexte d’une enquête 

à base de sondage double, les tests présentent plus de difficultés que dans le cas d’une enquête à base de 
sondage unique, parce qu’il existe deux échantillons, pouvant chacun résulter d’un plan d’échantillonnage 
complexe et pouvant présenter un degré inconnu de chevauchement. Il est possible d’appliquer une 
constante de pondération fixe au domaine de chevauchement, disons 1/2, et de considérer l’union de 
l’échantillon A  ( )A  et de l’échantillon B  ( )B  comme un échantillon unique. Les tests du khi-carré 

pour base de sondage unique décrits dans la littérature, comme ceux de Rao et Scott (1981), peuvent alors 
être appliqués. Cependant, cette application est fondée sur l’hypothèse qu’un jeu de proportions dans les 
cellules ultimes existe pour le plan à base de sondage double, ce qui n’est pas nécessairement vrai. Dans le 
présent article, nous supposons que chaque domaine possède son propre jeu de proportions de cellule, 
l’estimateur de type Rao-Scott (1981) étant alors un cas particulier quand les jeux de proportions de 
cellule sont les mêmes dans les trois domaines. Nous étendons le test de Wald (1943) et les tests avec 
correction d’ordre un et correction d’ordre deux de Rao-Scott (Rao et Scott 1981) pour passer d’une 
enquête simple à une enquête à base de sondage double, et nous établissons les distributions 
asymptotiques. 

La présentation de l’article est la suivante. À la section 2, nous donnons le contexte de l’étude. À la 
section 3, nous proposons plusieurs tests du khi-carré. À la section 4, nous présentons une petite étude de 
simulation des tests du khi-carré proposés sous une hypothèse simple. À la section 5, nous décrivons une 
étude basée sur un exemple réel. Enfin, nous présentons un résumé à la section 6. 
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2  Contexte 
 

2.1  Tests du khi-carré dans une enquête à base de sondage unique 
 

Considérons un tableau de fréquences à simple entrée avec k  classes et les proportions de population 
finie associées 1 2, , , kp p p  avec =

=1
= 1.

i k
ii

p∑  Soit 1, , kn n  les fréquences de cellule observées dans un 

échantillon tombant dans chacune des k  catégories avec 
1

.
k

ii
n n

=
=∑  Sous un EAS, la statistique du khi-

carré de Pearson pour vérifier l’hypothèse simple ( )0 0: = ,  = 1, ,i iH p p i k  est donnée par  

 
( )2

02

0=1

= .
k

i i

ii

n np
X

np
−

∑   (2.1) 

Pour les plans de sondage compliqués, 2X  fait intervenir des distributions non centrées. Il est naturel 
de considérer une statistique plus générale  

 
( )2

02

0=1

ˆ
= ,

k
i i

ii

p p
X n

p
−

∑   (2.2) 

où ˆ ip  est un estimateur convergent de ip  sous un plan de sondage spécifié ( ).p s  

Soit ( )1 1ˆ ˆ ˆ= , , kp p −
′p   le vecteur de dimension 1k −  des proportions estimées avec 

( )1 1ˆ ˆ ˆ= 1 ;k kp p p −− + +  0p , le vecteur de dimension 1k −  des proportions hypothétiques; V , la matrice 

de covariance de dimensions ( 1) ( 1)k k− × −  de ˆ ,p  et V̂ , l’estimation de V  obtenue à partir des données 
d’enquête. La statistique de Wald généralisée  

 ( ) ( )2 1
0 0

ˆˆ ˆ ˆ ˆ= ,WX −′− −p p V p p   (2.3) 

suit asymptotiquement la distribution de 2
1kχ −  sous ( )0 0: = ,  = 1, ,i iH p p i k  pour une valeur 

suffisamment grande de .n  

Rao et Scott (1981) ont montré que, sous 0 ,H  2X  en (2.2) suit asymptotiquement la distribution 

d’une somme pondérée 1 1 1 1k kW Wδ δ − −+ +  de 1k −  variables aléatoires 2
1χ , ,  = 1,2, , 1.iW i k −  Les iδ  

sont les valeurs propres d’une matrice d’effets de plan 1 ,−P V  où P  est la matrice de covariance 
correspondant à l’EAS quand 0H  est vraie, c.-à-d. ( )( )1

0 0 0= .n diag− ′−P p p p  Le résultat classique du 

test de Pearson se retrouve sous EAS. Soit îδ  une estimation de iδ  et ( ) ( )1

=1
ˆ ˆ. = 1 ,

k
ii

kδ δ
−

−∑  le test avec 

correction d’ordre un de Rao-Scott rapporte 2 ˆ.X δ  à 2
1.kχ −  Lorsque la matrice de covariance entièrement 

estimée V̂  est connue, une meilleure approximation de la distribution asymptotique de 2X  consiste à 
faire correspondre le premier moment et le deuxième moment de la statistique de test à une distribution du 

2χ . La statistique de test avec correction d’ordre deux de Rao-Scott (Rao et Scott 1981) considère 

( )2 2 2ˆ ˆ= . 1 .SX X aδ +   Cette statistique est approximativement une variable aléatoire khi-carré à 

( ) ( )2= 1 1v k a− +  degrés de liberté, où â  est une estimation de a  avec ( )12 2 2
=1

ˆ ˆˆ = 1 . 1,
k

ii
a kδ δ

−  − − ∑  
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et 1 2 2 2
0 0=1 =1 =1

ˆ ˆ= .
k k k

i ij i ji i j
n p pδ

−∑ ∑ ∑ V  Si les effets de plan sont tous similaires, les corrections d’ordre un 

et d’ordre deux auront un comportement similaire. Sinon, la correction d’ordre deux donne presque 
toujours de meilleurs résultats. 

 
2.2  Cadre des tests du khi-carré et de l’estimateur du pseudo maximum de 

vraisemblance dans les enquêtes à base de sondage double 
 

La situation examinée à la présente section s’inspire de Hartley (1962) et de Lu et Lohr (2010). 
Supposons qu’il existe k  catégories dans les deux enquêtes et que les mêmes quantités sont mesurées. 
Soit idp  la proportion dans la population de la catégorie i  dans le domaine d  (le domaine d  peut être le 

domaine ,a  le domaine ab  ou le domaine b ), avec 
1

1.
k

idi
p

=
=∑  Soit ,  a abN N  et bN  les tailles des 

populations des trois domaines, respectivement, avec =a ab AN N N+  et = .b ab BN N N+  Nous 
considérons le cas fréquent où abN  est inconnue, tandis que AN  et BN  sont constantes. Par conséquent, 

1 1
= 1

k k
ia a A iab ab Ai i

p N N p N N
= =

+∑ ∑  et 
1 1

= 1
k k

ib b B iab ab Bi i
p N N p N N

= =
+∑ ∑  (voir la figure 2.1 pour 

l’illustration des proportions). Le vecteur de proportions ( )1 2 1= , , kp p p −
′p   pour l’union des deux bases 

de sondage est une fonction des paramètres ,  ,    et  .ia iab ib abp p p N  Par exemple, une forme naturelle de ip  
est  

 = ,       pour      = 1,2, , 1,a ab b
i ia iab ib

N N Np p p p i k
N N N

+ + −   (2.4) 

où = .A B abN N N N+ −  

 
Figure 2.1 : Proportion de la population dans les domaines et les bases de sondage 

 

Nous allons maintenant examiner brièvement l’estimateur du pseudo maximum de vraisemblance que 
nous utiliserons aux sections 4 et 5. Supposons que des échantillons aléatoires simples indépendants sont 
tirés des bases de sondage A  et B , respectivement. La fonction de vraisemblance est  

 ( ), , ,

A B
ia iab ib iabx x x x

a ab b ab
ia iab ib ab ia iab ib iab

A A B Bi i i i

N N N NL p p p N p p p p
N N N N

       
∝ × × ×       

       
∏ ∏ ∏ ∏   (2.5) 

où ,  ia ibx x  représentent les unités de la catégorie i  dans le domaine a  et dans le domaine b , 

respectivement; A
iabx  et B

iabx  représentent les unités de la catégorie i  dans le domaine de chevauchement 
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ab  qui sont échantillonnées au départ dans la base de sondage A  et la base de sondage ,B  
respectivement. 

Dans le cas des estimateurs pour enquêtes complexes, l’idée fondamentale consiste à formuler 
l’hypothèse de travail d’une distribution multinomiale issue d’une population finie pour donner la forme 
des estimateurs et à se servir d’un effet de plan pour ajuster les fréquences de cellule afin qu’elles reflètent 
le plan de sondage complexe. La fonction de pseudo vraisemblance est la suivante  

 
( )

ˆ ˆ

ˆ ˆ

, , ,

,

AA A
ia iab

A A

BB B
ib iab

B B

n nX X
N N

a ab
ia iab ib ab ia iab

A Ai i
n nX X
N N

b ab
ib iab

B Bi i

N NL p p p N p p
N N

N Np p
N N

   
∝    

   

   
×    

   

∏ ∏

∏ ∏

 

 

  (2.6) 

où l’effet de plan est défini comme étant 

( ){ } ( ){ }ˆ ˆ d'une enquête complexe  d'un EAS de même taille ,v vθ θ  ( )ˆ= effet de plan de  ,A
A A abn n N  

( )ˆ= effet de plan de  ,B
B B abn n N  An  et Bn  sont les tailles observées de AS  et ,BS  et ˆ

idX  désigne les 

fréquences estimées conformément au plan de sondage. Les estimateurs du pseudo maximum de 
vraisemblance (PMV), obtenus en maximisant (2.6), sont ˆ ˆˆ = ,ia ia ap X N  ˆ ˆˆ = ,ib ib bp X N  et  

 
ˆ ˆˆ ˆ

ˆ = ,
ˆ ˆ

A A B BA B
ab iab ab iab

A B
iab

A BA B
ab ab

A B

n nN p N p
N Np n nN N

N N

+

+

 

 

  (2.7) 

où ˆ ˆˆ =A A A
iab iab abp X N  et ˆ ˆˆ = ,B B B

iab iab abp X N  et ,
ˆ

ab PMVN  est la plus petite racine de la fonction quadratique  

 [ ] 2
, ,

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ = 0.A B A B
A B ab PMV A B B A A ab B ab ab PMV A ab B B ab An n N n N n N n N n N N n N N n N N   + − + + + + +             (2.8) 

Les estimateurs des proportions de la population sont  

 
( ) ( ), , ,

,
,

ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ
ˆ = .ˆ

A ab PMV ia ab PMV iab B ab PMV ib
i PMV

A B ab PMV

N N p N p N N p
p

N N N

− + + −

+ −
  (2.9) 

Si l’on tire un EAS de chaque base de sondage et que = 1,k  ces estimateurs PMV se réduisent à ceux 
présentés dans Skinner et Rao (1996). 

 
3  Tests du khi-carré dans les enquêtes à base de sondage double 
 

À la présente section, nous considérons le cas des tests du khi-carré dans les enquêtes à base de 
sondage double. Voici certaines hypothèses d’intérêt : une simple hypothèse 

0 0 0:  = = ,  = = ,A A A
ia ia a A ia iab iab ab A iabH q p N N q q p N N q  0 0= = ,  = =B B

iab iab ab B iab ib ib b B ibq p N N q q p N N p  
(à noter que les iaq , etc., sont utilisés pour simplifier la notation); 0 , 0,:  = ,i PMV i PMVH p p  pour vérifier si 

l’estimateur PMV des proportions provenant de l’union des deux bases de sondage en (2.9) correspond à 
certaines valeurs spécifiques (à noter que ip  peut être estimé par d’autres méthodes); 
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0 : = = ,ia iab ibH p p p  pour vérifier si les proportions sont égales dans les trois domaines; ou 

0 : = ,ij i jH p p p+ +  pour vérifier l’indépendance de la classification par ligne et de la classification par 

colonne.  

Posons que ( )= , , , ,a a A ab ab A b b B ab ab BN N N N N N N N ′′ ′ ′ ′η p p p p  ( )1 2= , , ,a a a kap p p ′p   

( )1 2= , , ,b b b kbp p p ′p   ( )1 2 ( 1)= , , ,ab ab ab k abp p p −
′p   et que les ih  sont des fonctions continues. Une 

hypothèse d’intérêt plus général peut être énoncée comme il suit : 

 0 :  ( ) = 0,   = 1,2, .iH h i rη    (3.1) 

Soit jη  le j e élément de η  et soit ( )1 2( ) = ( ), ( ), ( ) .rh h h h ′η η η η  

Supposons que ( )i jh η∂ ∂η  est continue dans le voisinage de η  et que  

 
( )= i

j

h
η

∂
∇

∂
η

 (3.2) 

est de plein rang. Formulons les hypothèses qui suivent.  
 

A1. Il existe une séquence de superpopulations 1 2A A AtU U U⊂ ⊂ ⊂ ⊂   telle qu’elle est définie 
dans Isaki et Fuller (1982). 

 

A2. Soit An  et Bn  tels que définis à la section 2, et supposons que An  et Bn  augmentent tous deux de 
manière que A Bn n γ→   pour une certaine valeur 0 < < 1.γ   

 

A3. Soit ( )= l'upe  se trouve dans l'échantillon tiré de la base ,  en utilisant la population A
it Atp i A Uπ  et 

( )= les upe  et  se trouvent dans l'échantillon tiré de la base ,  en utilisant la population A
ijt Atp i j A Uπ

les probabilités d’inclusion et d’inclusion conjointe pour l’échantillon tiré de la base de 
sondage A  en utilisant la population AtU  et définissons ,B

itπ  B
ijtπ  et BtU  de la même façon pour 

la base de sondage .B  Supposons qu’il existe des constantes 1c  et 2c  telles que  

 2 10 < < < < 1F
itc cπ   (3.3) 

 pour tout i  et toute superpopulation dans la séquence, où F  désigne la base de sondage A  ou la 
base de sondage .B  Supposons aussi qu’il existe un tα  avec = (1)t oα  tel que  

 .F F F F F
it jt ijt t it jtπ π π α π π− ≤   (3.4) 

 

A4. abN N ψ→  pour une certaine valeur de ψ  entre 0 et 1. 

 

Théorème 1. Avec les hypothèses 1A  à 4A  établies préalablement, nous arrivons à la conclusion 

suivante : ( )1/2 ˆn h η  est asymptotiquement normale de moyenne 0  et de variance asymptotique ',∇Σ∇  où 

Σ  est une matrice diagonale par bloc avec les blocs AΣ  et BΣ , et = .A Bn n n+    AΣ  est la matrice de 
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covariance asymptotique de 1 2 ˆ An η  avec ( )ˆ ˆˆ ˆ ˆ= , ,A
A a a A ab ab AN N N N

′′′η p p  BΣ  est la matrice de 

covariance asymptotique de 1/2 ˆ Bn η  avec ( )ˆ ˆˆ ˆ ˆ= , B
B b b B ab ab BN N N N

′′′η p p  et ( )ˆ ˆ ˆ= , .A B
′′ ′η η η   

 
Preuve. Les arguments donnés au théorème 1 dans Lu et Lohr (2010) montrent que η̂  converge vers η  et 
que η̂  obéit au théorème de la limite central, car An  et Bn  augmentent tous deux de manière que 

.A Bn n γ→   Donc, puisque les échantillons AS  et BS  sont sélectionnés indépendamment, nous avons  

( ) ( )1 2 ˆ 0, .
d

n N− → Ση η  

( )ˆh η  converge vers ( )h η  parce que η̂  converge vers η . En utilisant la méthode delta, ( )1/2 ˆn h η  suit 
asymptotiquement une distribution normale de moyenne 0  et de variance asymptotique '.∇Σ∇  

  
En se basant sur le théorème 1, il s’ensuit immédiatement les résultats suivants. 

 
Résultat 1. (Test de Wald étendu) Si un estimateur convergent de la variance Σ  est disponible, en vertu 
du théorème 1, la statistique de Wald généralisée peut être formée comme il suit :  

 ( ) ( ) ( )
12 ˆ ˆˆˆ ˆ= .WX n
−′ ′∇Σ∇h η h η   (3.5) 

Cette statistique de test suit asymptotiquement une distribution 2 ( )rχ  sous 0H  (voir l’équation 3.1), où r  
est le rang de .∇  

Comme nous l’avons mentionné plus haut, l’estimation de la variance Σ  peut être instable ou ne pas 
avoir de forme explicite. Un moyen de modifier la statistique en (3.5) consiste à d’abord agir comme si 
l’échantillon était un échantillon aléatoire simple, puis à modifier la distribution de référence utilisée dans 
le test pour obtenir le niveau correct. L’équation (3.6) donne la statistique modifiée. 

 
Résultat 2. Soit 

 ( ) ( ) ( )
12

0 0 0
ˆ ˆ ˆˆ ˆ= ,MWX n

−′ ′∇ ∇h η P h η   (3.6) 

où 0 0 0
ˆ ˆ ˆ ′∇ ∇P  peut être toute estimation de ∇ ∇P  qui est convergente quand 0H  est vérifiée. La matrice 0P  

est une matrice diagonale par bloc avec pour blocs diagonaux la matrice de covariance provenant de la 
base de sondage A  et la matrice de covariance provenant de la base de sondage B  quand 0H  est vérifiée 
et que l’échantillonnage est un EAS. Supposons que la matrice ∇  est de rang r  sous l’hypothèse nulle 

0 : ( ) = 0.H h η  Alors, 2
01

,
r

MW i iX Wλ≈∑  où les iλ  sont les valeurs propres de ( ) ( )1 ,−′ ′∇ ∇ ∇Σ∇P  les 

1, , rW W  sont des variables aléatoires indépendantes 2
1χ , et 0iλ  est la valeur de iλ  sous 0.H  

 
Résultat 3. (Correction d’ordre un de Rao-Scott étendue) Supposons que la matrice ∇  est de rang .r  Soit 

2
MWX  telle qu’elle est définie en (3.6). Sous l’hypothèse nulle 0 : ( ) = 0,H h η  la statistique 2 ˆ.MWX λ  a 
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pour espérance ,r  où ˆ ˆ. = ,i rλ λ∑  îλ  est une estimation convergente de iλ  sous 0.H  Par exemple, les 

îλ  pourraient être les valeurs propres de ( ) ( )
1

0 0 0
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ .

−
′ ′∇ ∇ ∇Σ∇P  

 
Résultat 4. (Correction d’ordre deux de Rao-Scott étendue) Supposons que la matrice ∇  est de rang .r  
Définissons  

( )
2

2
2

= ˆ ˆ. 1
MW

S
XX

aλ +
 

où ( )12 2 2
1

ˆ ˆˆ = 1 . 1
k

ii
a kλ λ

−

=
 − − ∑  est une estimation de la valeur de population 2.a  Sous l’hypothèse 

nulle, 2
SX  suit asymptotiquement la même distribution que 2 ,vχ  une variable aléatoire khi-carré à 

( ) ( )2= 1 1v k a− +  degrés de liberté. 

 
4  Simulations 
 

La présente section décrit une petite simulation effectuée pour étudier les tests du khi-carré proposés à 
la section 3 sous l’hypothèse simple 0 0:  = = ,A

ia ia a A iaH q p N N q  0= = ,A A
iab iab ab A iabq p N N q  

0= = ,B B
iab iab ab B iabq p N N q  0= =ib ib b B ibq p N N p  afin d’examiner leurs propriétés. Nous comparons les 

pourcentages des échantillons pour lesquels la valeur de la statistique de test dépasse la valeur critique au 
seuil nominal ( = 0,05).α  R (www.r-project.org) est utilisé pour exécuter l’étude de simulation et d’autres 
analyses. 

Nous avons généré les données comme l’ont fait Skinner et Rao (1996), avec =a aN Nγ  et 
= .b bN Nγ  Nous avons généré un échantillon en grappes tiré de la base de sondage A  contenant pn  upe 

et m  observations dans chaque upe, et un échantillon aléatoire simple de Bn  observations tiré de la base 
de sondage .B  Nous avons généré les réponses binaires en grappes pour l’échantillon tiré de la base de 
sondage A  en générant des vecteurs de variables aléatoires normales multivariés corrélés, puis en utilisant 
la fonction probit pour convertir les réponses continues en réponses binaires. Après avoir généré 
l’échantillon, nous avons calculé les estimateurs PMV de id d AN Np  et id d BN Np  (voir la section 2.2). 
Nous nous sommes servis des proportions estimées pour calculer les statistiques des tests du khi-carré. 
Puis, nous avons comparé les pourcentages des échantillons pour lesquels les valeurs des statistiques de 
test dépassaient la valeur critique au seuil nominal sous différentes conditions. 

La simulation a été exécutée en appliquant les paramètres suivants : 1) :  0,4;aγ  2) :  0,2;bγ  
3) paramètre de mise en grappes :  0,3;ρ  4) tailles d’échantillon : :pn  10, 30 ou 50; :m  3, 5 ou 10, :Bn  

100, 300 ou 500; 5) exécution des simulations : 1 000 fois pour chaque paramétrisation et 100 fois pour 
estimer la matrice de variance-covariance V  par la méthode du bootstrap. Toutes les simulations ont été 
effectuées en utilisant les paramètres probabilistes ( ):  0,3;0,1;0,2;0,4 ,ap  ( ):  0,3;0,1;0,1;0,5abp  et 

( ):  0,4;0,1;0,1;0,4 .bp  Le tableau 4.1 donne les pourcentages des échantillons pour lesquels la valeur de 

la statistique de test dépasse la valeur critique. 
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Tableau 4.1 
Comparaison des seuils de signification réels (%) entre les différents tests. 2X  est le test non corrigé; 2

FCX  est 
le 2X  avec correction d’ordre un et 2

SCX  est le 2X  avec correction d’ordre deux. 
 

pn  m  Bn  2X  Wald 2
FCX  2

SCX  

10 3 100 12,1 17,3 5,6 4,9 
30 3 300 13,6 8,4 4,8 4,8 
50 3 500 15,5 10,0 6,4 3,6 
10 5 100 25,7 13,5 7,5 4,9 
30 5 300 29,2 9,3 7,9 5,3 
50 5 500 31,5 8,5 8,1 4,9 
10 10 100 46,1 21,2 6,6 5,4 
30 10 300 50,2 11,5 7,5 5,6 
50 10 500 58,7 8,0 9,6 5,1 

 

Le tableau 4.1 indique que l’application naïve du test 2X  non corrigé à des données provenant 
d’enquêtes complexes est dangereuse. Lorsque la taille et le nombre d’upe augmentent, le seuil de 
signification réel atteint même 62,2 %. Le test de Wald étendu ne donne pas de bons résultats puisque 
l’estimation de la variance peut être instable. Le test avec correction d’ordre un étendu donne un résultat 
acceptable avec un seuil de signification réel de 7 % environ. Le test avec correction d’ordre deux étendu 
atteint presque le seuil de signification nominal de 5 %, et est celui que nous recommandons d’utiliser 
dans une analyse de données catégoriques provenant d’une enquête à base de sondage double. 

 
5  Application 
 

À la présente section, nous donnons un exemple réel pour illustrer les propriétés des tests du khi-carré 
dans le contexte d’une enquête à base de sondage double. Nous considérons le test d’hypothèse 

0 :  = =ia iab ibH p p p  pour vérifier si les proportions sont égales dans les trois domaines. 
 
5.1  Description des données et estimateurs PMV connexes 
 

Les données (Lohr et Rao 2006) ont été recueillies à l’origine dans le cadre d’une enquête à trois bases 
de sondage auprès des statisticiens, en utilisant les répertoires en ligne des membres de l’American 
Statistical Association (ASA), de l’Institute for Mathematical Statistics (IMS) et de la Société statistique 
du Canada. Nous traitons l’union des répertoires en ligne des membres de l’ASA et des répertoires en 
ligne des membres de l’IMS comme une base de sondage double en utilisant la notation 

=A B a ab b∪ ∪ ∪  ( :A  répertoires en ligne des membres de l’ASA;  :B  répertoires en ligne des 
membres de l’IMS; domaine :a  membres de l’ASA mais pas de l’IMS; domaine :ab  membres de l’ASA 
et aussi de l’IMS; domaine :b  membres de l’IMS, mais pas de l’ASA). Notons que l’union de ces deux 
bases de sondage ne couvre pas la population entière de statisticiens. Bon nombre de statisticiens 
n’appartiennent ni à l’une ni à l’autre de ces sociétés, et certains refusent que leur nom figure dans les 
répertoires en ligne. Dans le jeu de données, l’information sur la profession est une variable catégorique à 
trois niveaux : milieu universitaire, industrie et administration publique. Nous combinons l’industrie et 
l’administration publique en un seul niveau que nous appelons milieu non universitaire. En combinant la 
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profession et le sexe, nous obtenons un tableau 2 2×  contenant quatre cellules : femmes en milieu 
universitaire, femmes en milieu non universitaire, hommes en milieu universitaire et hommes en milieu 
non universitaire. 

Au moment de la collecte des données, 15 500  personnes appartenaient à l’American Statistical 
Association (base de sondage )A  et 4 000  personnes, à l’Institute for Mathematical Statistics (base de 
sondage B ), de sorte que = 15 500AN  et = 4 000.BN  De la base de sondage A  a été tiré un échantillon 
en grappes stratifié de taille 500  pour lequel 378  observations contenaient l’information pour les deux 
variables (sexe et profession). Le plan comportait 26  strates construites par régions ou par États. En 
raison des restrictions d’accès aux dossiers, les grappes pour les grands États étaient formées des membres 
dont le nom de famille commençait par la même lettre de l’alphabet. La base de sondage A  
contient 173 upe. De la base de sondage B  a été tiré un échantillon aléatoire simple de taille 140 , pour 
lequel 102  enregistrements contenaient des renseignements valides pour les deux variables. Le total 
pondéré d’observations provenant de la base de sondage A  est de 10 976.  Nous supposons que les 
données manquent au hasard, de sorte que l’ajustement pour tenir compte de la non-réponse est effectué 
en appliquant une fraction de 15 500 10 976.  Le tableau 5.1 donne le nombre de statisticiens compris 
dans chaque cellule à l’intérieur de chaque domaine. 

 
Tableau 5.1 
Données observées dans le domaine a  et dans le domaine ab  provenant de la base de sondage A  (ajustées par 
une fraction de 15 500/10 976) ainsi que les données observées dans le domaine b  et le domaine ab  provenant 
de la base de sondage B  
 

 Domaine a  Domaine ab A∈  Domaine b  Domaine ab B∈  
 Femmes Hommes Femmes Hommes Femmes Hommes Femmes Hommes 

Universitaire 2 425 4 969 302 1 488 10 41 10 33 
Non universitaire 1 959 4 091 59 209 0 3 2 3 

 

L’effet de plan estimé de la base de sondage A  est 1,801209, de sorte que la taille effective 
d’échantillon correspondant à An  est = 378 1,8 = 210.An  La taille effective d’échantillon 

, = = 102.B eff Bn n  Les estimateurs PMV des proportions estimées en utilisant (2.6) et (2.9) sont donnés au 

tableau 5.2. 
 

Tableau 5.2 
Proportions estimées provenant des domaines et de l’union des deux bases de sondage 
 

 Domaine a  Domaine ab  Domaine b  Base de sondage A B∪  

 Femmes Hommes Femmes Hommes Femmes Hommes Femmes Hommes 
Universitaire 0,180 0,370 0,186 0,701 0,185 0,759 0,182 0,452 

Non universitaire 0,146 0,304 0,037 0,076 0 0,056 0,116 0,250 

 

5.2  Test de l’équivalence des proportions dans les divers domaines 
 

L’hypothèse à vérifier est que les proportions sont égales dans les trois domaines,  

 0 :  =      et     = ,  = 1,2,3.ia iab iab ibH p p p p i   (5.1) 
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Dans cet exemple, ,  = 1,2,3,4iap i  représente les proportions de femmes en milieu universitaire, de 
femmes en milieu non universitaire, d’hommes en milieu universitaire et d’hommes en milieu non 
universitaire parmi les membres de l’ASA, respectivement. Définissons de la même façon iabp  et .ibp  η  
(voir la section 3) se réduit à un vecteur de dimension 14 1×   

1 2 3 4 1 2 3

1 2 3 4 1 2 3

= ( , , , , , , ,
              , , , , , , ) .

a a A a a A a a A a a A ab ab A ab ab A ab ab A

b b B b b B b b B b b B ab ab B ab ab B ab ab B

p N N p N N p N N p N N p N N p N N p N N
p N N p N N p N N p N N p N N p N N p N N ′

η
 

0H  en (5.1) ne faisant intervenir que les simples paramètres ,  ,  ia iab ibp p p  et ,abN  un nouveau vecteur est 

introduit ( )1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3= ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  .a a a ab ab ab ab A b b b ab ab ab ab Bp p p p p p N N p p p p p p N Nθ ′   

Soit ( )( )= /i jh θΩ ∂ ∂η  et ( ) ( )= / .jθ θ∂ ∂D η  ( )θD  s’avère être une matrice diagonale par bloc avec  

1
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3
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1
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3

1

2
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En notant la relation entre ˆ iabp  et ˆ A
iabp  et ˆ B

iabp  provenant de (2.7), on trouve que Ω  est  

1 0 0 0 0 0 0 0 0 (1 ) 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 (1 ) 0 0

= ,
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 (1 ) 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 (1 ) 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 (1 ) 0

φ φ
φ φ

φ φ
φ φ

φ φ
φ φ

− − − 
 − − 
 − − −

Ω  
− − 

 − − −
  − − 

 

où ( )= .B A B A A BN n N n N nφ +    Il est facile de montrer que ( ) 1= −∇ Ω D  (rappelons que ( )= i jh η∇ ∂ ∂η ). 

Σ̂  est estimée par une méthode du jackknife appliquée en supprimant chaque fois une upe provenant de la 
base de sondage .A  Tous les résultats présentés à la section 3 peuvent être dérivés. Les valeurs propres de 

( ) ( )
1

0 0 0
ˆ ˆ ˆ −

′ ′∇ ∇ ∇Σ∇P  sont très proches l’une de l’autre, ce qui indique que le test avec correction d’ordre 

un donne les mêmes résultats que le test avec correction d’ordre deux. La statistique de Wald, la 
statistique avec correction d’ordre un et la statistique avec correction d’ordre deux donnent les valeurs de 
81,48295, 72,31026 et 70,28581, respectivement. En comparant la valeur critique avec six degrés de 
liberté 2 (6) = 12,95,χ  nous rejetons l’hypothèse nulle selon laquelle les proportions dans les cellules 
(femmes en milieu universitaire, femmes en milieu non universitaire, hommes en milieu universitaire et 
hommes en milieu non universitaire) sont les mêmes dans les trois domaines (membres de l’ASA 
seulement, membres de l’ASA et de l’IMS, et membres de l’IMS seulement). 

 
6  Conclusion 
 

Dans la présente étude, nous étendons le test de Wald (1943) et les tests avec correction d’ordre un et 
correction d’ordre deux de Rao-Scott (Rao et Scott 1981) d’une enquête à base de sondage unique à une 
enquête à base de sondage double, et nous établissons les distributions asymptotiques. Une étude de 
simulations limitée donne à penser que les tests avec correction d’ordre deux atteignent presque le seuil 
nominal. Bien que les résultats présentés ici se rapportent à des enquêtes à base de sondage double, les 
méthodes sont générales et pourraient être étendues à plus de deux bases de sondage. Notre étude est 
réalisée dans le contexte de l’échantillonnage; elle s’applique aussi à d’autres situations dans lesquelles 
des données provenant de deux sources indépendantes pourraient être combinées. 
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