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Méthodes d'estimation sur bases de sondage multiples dans
le cadre de plans de sondage a deux degreés

Guillaume Chauvet et Guyléne Tandeau de Marsac’

Résumé

Lorsqu'on s'intéresse & une population finie, il arrive qu'il soit nécessaire de tirer des échantillons dans plusieurs
bases de sondage pour représenter I'ensemble des individus. Nous nous intéressons ici au cas de deux
échantillons sélectionnés selon un plan a deux degrés, avec un premier degré de tirage commun. Nous
appliquons les méthodes de Hartley (1962), Bankier (1986), et Kalton et Anderson (1986), et nous montrons
que ces méthodes peuvent étre appliquées conditionnellement au premier degré de tirage. Nous comparons
également la performance de plusieurs estimateurs dans le cadre d'une étude par simulations. Nos résultats
suggerent que le choix d'un estimateur en présence de bases de sondage multiples se fasse de fagon prudente, et
qu'un estimateur simple est parfois préférable méme s'il n'utilise qu'une partie de I'information collectée.

Mots-clés : Enquéte a extension; estimateur de Hansen-Hurwitz; estimateur de Horvitz-Thompson; sondage a deux degrés.

1 Introduction

Lorsqu'on s'intéresse a une population finie, il arrive qu'aucune base de sondage ne la recouvre
totalement et qu'il soit nécessaire de tirer des échantillons dans deux bases de sondage (ou plus) pour
représenter I'ensemble des individus. Pour mettre en commun ces échantillons, de nombreuses méthodes
d'estimation sur bases de sondage multiples ont été proposées (Hartley 1962; Bankier 1986; Kalton et
Anderson 1986; Mecatti 2007; Rao et Wu 2010); voir également les articles de revue de Lohr (2009,
2011), et les articles référencés, pour un panorama complet. Notons que la méthode de Mecatti (2007)
s'inspire des travaux de Lavallée (2002, 2007) sur la méthode généralisée du partage des poids. A la
section 2, nous présentons différentes méthodes d’estimation pour des bases de sondage multiples.

A la section 3, nous nous intéressons au cas de deux échantillons sélectionnés selon un plan & deux
degrés, avec un premier degré de tirage commun. Ce cadre correspond aux enquétes de I'INSEE avec
extension : un premier échantillon de logements est sélectionné dans les communes de I'échantillon-maitre
(Bourdalle, Christine et Wilms 2000), et un second échantillon est sélectionné et enquété dans les
communes du méme échantillon-maitre afin de cibler une sous-population spécifique. On dispose de deux
mesures d'enquétes provenant de deux échantillons indépendants au deuxiéme degré du plan de sondage.
Nous appliquons des méthodes d'estimation sur bases de sondage multiples pour la mise en commun de
ces deux échantillons. Nous montrons que les estimateurs étudiés peuvent dans ce contexte étre calculés
conditionnellement au premier degré de tirage, ce qui simplifie leur calcul notamment pour I'estimateur
optimal de Hartley (1962). A la section 4, nous comparons les performances de ces estimateurs dans le
cadre d'une étude par simulations. Nous concluons a la section 5.

1. Guillaume Chauvet, ENSAI (CREST), Campus de Ker Lann, Bruz — France. Courriel : chauvet@ensai.fr. Guyléne Tandeau de Marsac, INSEE,
Direction Régionale de Lille — France. Courriel : guylene.tandeau-de-marsac@insee.fr.
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2 Estimation pour des bases de sondage multiples

On considere une population finie U sur laquelle est définie une variable d'intérét y de valeur vy,
pour l'individu k. Si on sélectionne dans U un échantillon S avec des probabilités d'inclusion 7,

I'estimateur Y = Zkesﬂ-k_lyk proposé par Narain (1951) et Horvitz et Thompson (1952) est sans biais pour
le total Y = zkeuyk si toutes les probabilités 7, sont strictement positives.

Nous nous intéressons au cas ou la population est entiérement couverte par deux bases de sondage
chevauchantes U, et U,. En utilisant les notations de Lohr (2011), soient a=U,\U;, le domaine

couvert par U, seulement; b=U;\U, le domaine couvert par U, seulement; ab=U, "U; le domaine
couvert a la fois par U, et U,. On sélectionne dans U, un échantillon S* avec des probabilités

diinclusion 7z, >0. Pour tout domaine d cU,, le sous-total Y, =stdyk est estimé sans biais par
\fdAzzkesAdlfykl(ked) avec dk“:(ﬁk“)_l. On sélectionne dans U, un échantillon S® avec des
probabilités d'inclusion 7z} >0. Pour tout domaine d cU,, le sous-total Y, est estimé sans biais par
YE = Zkessdfykl(k ed) avec d} =(;rkB )_1. L'objectif est de combiner les échantillons S* et S® pour

obtenir une estimation de Y aussi précise que possible.

2.1 Estimateur de Hartley
Hartley (1962) propose la classe d'estimateurs sans biais
Y, =Y YA+ (1-0)YE +V2, (2.1)
avec € un parametre a déterminer. Le choix @ =1/2 conduit & donner aux échantillons S* et S® le méme

poids pour I'estimation sur le domaine intersection ab. Hartley (1962) propose de choisir le parameétre qui
minimise la variance de \?H. Cela conduit a

Cov(\f;‘ +YE YR YE Yaﬁ)
O = T , (2.2)
\ (Yab _Yab)
que l'on peut réécrire sous la forme
V (Y2)+Cov(Y2 Y2 )-Cov(YA YA
. V) eou 42} -con(i ) o

V(Yia)+v(Ys)
quand les échantillons S* et S® sont indépendants. Comme le remarque Lohr (2007), le coefficient

optimal 6, peut ne pas étre compris entre 0 et 1 si un terme de covariance présent dans (2.3) est grand.

Supposons pour simplifier que Cov(\?a‘f;,\fbs) =0, ce qui est le cas si b et ab sont utilisés comme strates
dans la sélection de S°. Alors 6, >1 si et seulement si Cov(\f’*,\faﬁ)<0. Dans le cas ou S* est

sélectionné par sondage aléatoire simple, ce sera par exemple le cas si dans U, les faibles valeurs de la
variable y sont concentrées dans le domaine ab.

En pratique, les termes de variance et de covariance sont inconnus et doivent étre remplacés par des
estimateurs, ce qui introduit une variabilité supplémentaire. Un autre inconvénient est que le paramétre
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optimal dépend de la variable d'intérét considérée. Si des estimateurs optimaux sont calculés pour
différentes variables d'intérét, les estimations peuvent souffrir d'une incohérence interne (Lohr 2011).

2.2 Estimateur de Kalton et Anderson

Une classe plus générale d'estimateurs s'obtient en remarquant que le total Y peut se réécrire

Y=Y, + Zakyk + Z(l—ek)yk +Y,,

keab keab
avec ¢, un coefficient propre a lindividu k. Kalton et Anderson (1986) proposent le choix
6, =(d¢ +df)7ldf, qui conduit & I'estimateur

Yea = D dfmby, + > dPmey, (2.4)

kesA kes®

avec d'une part m} =1 si kea et m*=6, si keab, dautre part m> =1 si keb et m} =1-6, si
k eab. Les poids d'estimation sont les mémes quelle que soit la variable d'intérét, ce qui assure la
cohérence interne des estimations; en revanche, I'estimateur de Kalton et Anderson est moins efficace que
I'estimateur optimal de Hartley pour une variable d'intérét donnée. Notons qu'il s'agit d'un estimateur de
type Hansen-Hurwitz (1943), qui peut se réécrire sous la forme VKA :Zkeu [Wk / E(Wk)] Y, €en notant

W, =1(ke8*)+1(keS®) le nombre de fois ol I'unité k est sélectionnée dans I'échantillon réunion

SAUS®. Onaen particulier EW,) =7, + ..

2.3 Estimateur de Bankier

Bankier (1986) propose d'utiliser un estimateur de type Horvitz-Thompson, en calculant les
probabilités d'inclusion dans I'échantillon réunion

" =P(keS*US®)=x + 1 —Pr(keS" ns®).

Si les échantillons S* et S® sont indépendants, on obtient 7z, = 7z} + 77 — z}x] et I'estimateur

A 1
YHT: Z L = Z Y_;_F Z y_ll(3+ Z A Byk' (2'5)

HT A B
keshus® Ty keshra Tk kesPrb Tk ke(shus®)nab i T~ T T

3 Estimation avec un premier degreé de tirage commun

Nous étudions ici le cas de deux échantillons sélectionnés selon un plan a deux degrés, avec un premier
degré de tirage commun. La population U est partitionnée pour obtenir une population U, = {ul,...,uM}

de M unites primaires d’échantillonnage. Au premier degré, on sélectionne un échantillon S, d'unités
primaires d’échantillonnage (UPE) avec une probabilite de tirage z,, pour une UPE u,. Au second degré,
dans chaque unité primaire d’échantillonnage u, €S,, on sélectionne: un échantillon S’ dans
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u*=u NU,, avec une probabilité de sélection (conditionnelle) g >0 pour k eu’; un échantillon S°
dans u® =u NU,, avec une probabilité de sélection (conditionnelle) mg >0 pour l'unité k eu’. Nous

faisons les hypothéses suivantes, habituelles pour un tirage a deux degrés : le second degré de tirage au
sein de l'unité primaire d’échantillonnage u, ne dépend que de i; entre deux unités primaires

d’échantillonnage u; #u; €S,, les échantillons SH et SjA (respectivement, S et SjB) sont indépendants
conditionnellement a S, (propriété d'indépendance). Nous supposons également qu'au sein de chaque

unité primaire d’échantillonnage u, €S,, les sous-échantillons S/ et S°

. sont indépendants
conditionnellement a S, .
Pour un domaine d, cU,, le sous-total Y, est estimé par \?df :Zu-esd”Y’\dlAvi avec d, =(;z,i)’1 le

poids de sondage de l'unite primaire d’échantillonnage u;, \fd’ii => dayd(ked,) lestimateur du

keSiA
-1
sous-total Y, ;=>" _yd(ked,) sur d, nu;, et dy :(”fu) le poids de sondage de k dans u. Pour
un domaine d, Uy, le sous-total Y, estestimé par Y2 = d,Y?, avec Y, = .diyl(ked,)
-1
I'estimateur du sous-total Y, ; et dkﬁ‘i :(ﬂzi) le poids de sondage de k dans u’. On obtient en

particulier les estimateurs

Yo=>dYa o Vi = D dhyl(keab), (3.1)
;€S kes

YAbA = ZdliY’\bﬁ ou YAbf\i = Zdlfl\iykl(k Eb)' (3'2)
u; €S, keSh

Va = 2 di¥a 00 Yy, = 3 diyd(keab). (33)
€S, kes®

3.1 Estimateur de Hartley

L'estimateur de Hartley donné en (2.1) peut se réécrire sous la forme

Y,=>d,Y,, (3.4)

u; €S,

avec Y, =YA +OVh +(1-6)Y2

ab,i ab,i

d’échantillonnage u;. On obtient E(\?gls,)=ziesd,iYi, puis

v(@):v(Zd,iYi]+ EV(Y,[S,). (3.5)

ieS;

+\fb‘?i I'estimateur de Hartley du sous-total Y, sur l'unité primaire

Dans (3.5), le premier terme du membre de droite ne dépend pas de 6. L'estimateur optimal de Hartley
peut donc se calculer en minimisant seulement le second terme. On obtient :

. - EV (Y2 S, )+ ECov(Y,2. Y, [S, |- ECov(Y,', V0[S, )

e EV (Y418, )+EV(V2lS)) ’ (3.6)
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que I'on peut estimer par
. V(V2)+Cov(V5.%, )~ Cov (¥, V)
o = MAETA &0

en remplagant chaque terme de variance et de covariance par un estimateur sans biais conditionnellement
au premier degré.

3.2 Estimateur de Kalton et Anderson

A A

Avec le plan de sondage considéré, on a d,* =d,dy; pour toute unité k eu”, et d’ =dd,; pour toute

unité k eu’. L'estimateur de Kalton et Anderson donné en (2.4) peut donc se réécrire

DY AN (3.8)

ieS,
avee Y, = 2. LAAma Y, + > Ldsmey, l'estimateur de Kalton et Anderson du sous-total Y,, ou
1 sikeanu,, 1 sikebnu,,

A _ B
My = dk\i

A B

dk|i + dk|i

B — A
et my = dy

sikeabnu, _
© i df +df

sikeabnu,.

3.3 Estimateur de Bankier

Avec le plan de sondage considéré, on a 7, =z, (ﬂk’l‘i + 7 —ﬂlﬁiﬂ'lﬁi) pour tout k eu;. L'estimateur

de Bankier donné en (2.5) peut donc se réécrire

Vi = ZdliYHT,i (3.9)

avec Yy, =Zke$‘AuS‘B(yk/7rk*|'iT) I'estimateur de Bankier pour le sous-total Y;, et 7 =7, si kea,
Ty = mg Sikeb, myl = mg +mg —mgmg si keab.

Chacun des trois estimateurs étudiés s'obtient donc en appliquant la méthode d'estimation UPE par
UPE, conditionnellement au premier degré. Ce résultat est particulierement intéressant pour la méthode

optimale de Hartley, puisque I'estimateur du coefficient optimal donné en (3.7) ne nécessite que des
estimateurs de variance conditionnels au premier degré.

4 Etude par simulations

Nous utilisons des populations artificielles proposées par Saigo (2010). Nous générons deux
populations, contenant chacune M =200 unités primaires d’échantillonnage regroupées en H =4 strates
U,, de taille M, =50. Chaque unite primaire d’echantillonnage u,, contient N, =100 unités
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secondaires. Dans chaque population, nous générons pour chaque unité primaire d’échantillonnage
U, €U, :

M = Hy T OV, (4.1)

ou les valeurs u, et o, sont celles utilisées par Saigo (2010). Le terme aﬁ permet de contréler la
dispersion entre les unités primaires d’échantillonnage. Les v, sont généres de facon iid selon une loi
normale centrée réduite N(0,1). Pour chaque unité k eu,;, nous genérons ensuite la valeur y, selon le

modeéle
Yo = Hni {P_l (1- P)}OVS oV (4.2)

ou les v, sont générés de facon iid selon une loi normale centrée réduite. Le terme de variance dans le
modele (4.2) permet d'obtenir un coefficient de corrélation intra-grappes approximativement égal & p. En
particulier, plus le coefficient p est grand, moins les valeurs y, sont dispersées dans les unités primaires
d’échantillonnage. Nous utilisons p =0,2 pour la population 1 et p=0,5 pour la population 2, ce qui
traduit une moindre dispersion de la variable y dans la population 2. La base de sondage U, correspond a
I'ensemble des unités secondaires, et la partie correspondante de u,; est U/ =u,;, de taille N =N,. On
génére pour chaque unité secondaire k une valeur u, selon une loi uniforme sur [0,1]. La base de
sondage U, correspond aux unités secondaires k telles que u, <0,5, et la partie correspondante de u,,
est Uy =u, NU, de taille N>. On se trouve donc dans la situation ol ab=U, et b =. Le cadre retenu
dans les simulations correspond a celui des enquétes auprés des ménages de I'INSEE, avec extension pour
cibler une sous-population spécifique. Pour ces enquétes, un échantillon S, de communes (ou de
regroupements de communes) est tout d'abord sélectionné au premier degré. Un sous-échantillon S* de
logements est ensuite sélectionné dans chaque u; € S, ; I'échantillon réunion S* = Uu s, S/ représente la

population entiére de logements U, =U. Un second sous-échantillon S® de logements est ensuite
sélectionné au sein d'une sous-population de chaque u; € S,, afin de cibler une sous-population spécifique
U, (par exemple, logements situés dans une Zone Urbaine Sensible); I'échantillon réunion S® = qus S?

ne représente que la sous-population ciblée U,.

Dans chacune des deux populations ainsi constituées, on pratique plusieurs échantillonnages

concurrents; le tableau 4.1 présente pour chaque population les huit combinaisons possibles de tailles
d'échantillon par strate aux premier et second degré, ainsi que les valeurs g, et o,. Au premier degré on

sélectionne indépendamment dans chaque strate U, : soit un échantillon S, de m, =5 unités primaires
d’echantillonnage par sondage aléatoire simple; soit un échantillon S, de m, =25 unités primaires
d’échantillonnage par sondage aléatoire simple. Au second degré, on sélectionne dans chaque u,; €S, :

soit un échantillon S} de taille n;; =10 par sondage aléatoire simple dans u,;; soit un échantillon S/ de
taille n’ =40 par sondage aléatoire simple dans u/. Au second degré, on sélectionne également dans
chaque u,, €S,, : soit un échantillon S; de taille n =5 par sondage aléatoire simple dans uZ; soit un
échantillon S° de taille n’ =20 par sondage aléatoire simple dans uZ. On note également

1 1
fit=(Ng) i et £ =(N3) ng les taux de sondage dans uj; et uy.
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Tableau 4.1
Parameétres utilisés dans chaque strate pour générer les deux populations et sélectionner les échantillons
Tailles d'échantillon Parameétres
par strate Strate 1 Strate 2 Strate 3 Strate 4
m, I’lﬁi nhBi Hy o Hy Oy Hy Oy Hy o
Population1 5o0u25 100u40 50u20 200 20 150 15 120 12 100 10
Population2 5o0u25 100u40 50u20 200 10 150 7,5 120 6 100 5

Pour chaque échantillon, on calcule I'estimateur de Hartley donné en (3.4) avec soit 8 =1/2 (HART1),
soit pour valeur de & I'estimateur du coefficient optimal donné en (3.7) (HART2), avec

V(v‘a@)=i[ﬂf > mﬁf%Z{v&(keab)—%sa}z’

A
mh Up; €Sy nhi (nhi ) kesii

- 5{2] 3 0 G v

Upi €S 1 hi (i =4 kesd

o2 02) =3 M| T (M) S fratken) g, ka7, .|

Ui €Sih Ny (nhi _1) kespi

en notant Y,, la moyenne de la variable y 1(k ed) sur une partie V. cU. Pour chaque échantillon, on
calcule également I'estimateur de Kalton et Anderson (KALT) donné en (3.8), l'estimateur de Bankier
(BANK) donné en (3.9), et I'estimateur de Horvitz-Thompson Y * basé sur le seul échantillon S* (HTA).
La procédure d'échantillonnage est répétée 10 000 fois. Pour mesurer le biais d'un estimateur Y, nous
calculons son biais relatif de Monte Carlo

A Ewe(Y)-Y

BR, (Y)foloo

et Y,, la valeur de I'estimateur Y pour I'échantillon b. Pour

avec Eyc(Y)=(1/10 000) %" ™Y, .

()
mesurer la variabilité de Y, nous calculons son erreur quadratique moyenne de Monte Carlo

R 10 000 ,
EQM ¢ (Y)= ﬁ bz; (Yoo _Y)Z.

Les résultats sont donnés dans le tableau 4.2. Comme I'a souligné un arbitre, les performances de
I'estimateur HTA ne dépendent pas de la taille d'échantillon n’ choisie. Par souci de cohérence, nous
indiquons donc dans le tableau 4.2 les résultats obtenus dans les simulations avec n_ =5 uniquement. A
tailles d'échantillon m, et n/ identiques, les mémes résultats sont reportés dans le cas n = 20.

Tous les estimateurs sont virtuellement sans biais. L'estimateur HART2 donne les meilleurs résultats
en termes d'erreur quadratiqgue moyenne, comme on pouvait s'y attendre. L'estimateur HTA donne des
résultats quasiment équivalents. Ce résultat s'explique par le fait que le coefficient optimal est proche de 1

(dans les simulations, &, est compris entre 0,80 et 1,06), et que dans ce cas la formule (2.1) montre que
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les estimateurs HART2 et HTA sont trés proches : nous présentons en annexe des conditions générales
sous lesquelles cette propriété est approximativement vérifiée. Parmi les trois autres estimateurs, HART1
donne les meilleurs résultats, avec une erreur quadratique moyenne plus faible ou équivalente a celle de
KALT et BANK dans 11 cas sur 16.

Tableau 4.2
Biais relatif et erreur quadratique moyenne de cing estimateurs

HARTL HART2 KALT BANK HTA
Pop. M, na ng BR EQM BR EQM BR EQM BR EQM BR EQM
(%) x10° (%) x10° (%) x10° (%) x10° (%) x10°

1 5 10 5 0,05 7,76 0,01 5,70 0,05 7,79 0,06 8,56 0,04 5,75
1 5 10 20 0,01 757 -0,05 557 003 1136 004 12,75 0,04 5,75
1 5 40 5 0,01 501 -0,02 451 -0,02 457 -002 481 -002 452
1 5 40 20 0,00 465 -001 433 0,00 4,66 0,00 522 -0,02 452
1 25 10 5 -0,03 1,19 -0,02 0,78 -0,03 1,20 -0,02 134 -001 0,78
1 25 10 20 -0,01 1,17 0,00 0,78 -0,03 194 -003 222 -001 0,78
1 25 40 5 0,00 0,62 0,01 0,51 0,00 0,52 0,00 0,57 0,01 0,51
1 25 40 20 0,02 0,58 0,01 0,51 0,02 0,58 0,02 0,68 0,01 0,51
2 5 10 5 0,00 3,59 0,01 1,15 0,00 3,56 0,02 4,38 0,01 1,15
2 5 10 20 0,00 3,60 -0,02 1,15 0,00 7,38 0,00 8,76 0,01 1,15
2 5 40 5 0,00 1,48 0,01 1,07 0,00 1,13 0,01 1,35 0,01 1,07
2 5 40 20 0,00 1,49 -0,01 1,09 0,00 1,49 0,00 2,03 0,01 1,07
2 25 10 5 0,00 0,63 0,00 0,14 0,00 0,63 0,00 0,78 0,00 0,14
2 25 10 20 0,00 0,62 0,00 0,13 0,00 1,38 0,00 1,67 0,00 0,14
2 25 40 5 0,00 0,20 0,00 0,12 0,00 0,13 0,00 0,18 0,00 0,12
2 25 40 20 0,00 0,20 0,00 0,12 0,00 0,20 0,01 0,31 0,00 0,12

Pour chaque estimateur, toutes choses égales par ailleurs, I'erreur quadratique moyenne est plus faible
dans la population 2 que dans la population 1. Ce résultat provient du fait que la variance due au premier
degré de tirage, qui est la méme pour chaque estimateur et vaut

Y I T P

ie§,

. . . . 2 -1 > \2
est plus grande dans la population 1: le terme de dispersion S7, =(M, -1) ZU_EU (Yi—YUm)

augmente avec a,f et, dans une moindre mesure, augmente quand p diminue. L'erreur quadratique
moyenne diminue pour chaque estimateur quand le nombre m, d'unités primaires d’échantillonnage tirées
dans chaque strate augmente, car dans ce cas le terme de variance commun donné en (4.3) diminue. De
facon analogue, I'erreur quadratique moyenne diminue pour chaque estimateur quand n* augmente, car
dans ce cas la variance due au second degré de tirage diminue. Pour les estimateurs HART1 et HART2,
l'erreur quadratique moyenne est stable quand n® augmente, et de fagon plus surprenante pour les
estimateurs KALT et BANK l'erreur quadratique moyenne augmente quand n® augmente. Ce résultat
guelque peu contre-intuitif est di a la conjonction de deux faits. D'une part, la contribution de I'échantillon
S® a la variance due au second degré de tirage est faible : l'augmentation de n® peut diminuer cette
variance, mais méme dans ce cas la réduction globale de variance est marginale. D'autre part, dans le cas
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des estimateurs KALT et BANK, la contribution de I'échantillon S* a la variance due au second degré de
tirage augmente quand n® augmente.

Dans le cas de KALT, I'estimateur peut se réécrire

Tz 3 T

€Sy,

avec
1 sikeanu,
Yiai === Zslmku)’k fh? fh'|3 kezs:ﬁyk et mk|| = Afh? i sikeabnu. (4.4)
fi + fu
Dans (4.4), la dispersion de la variable mk’}i (donc celle de mk‘}i y,) augmente quand le facteur

A (fh’i* + fh?) s'éloigne de 1. Or, ce facteur est proche de 1 quand f.” est faible devant f* (donc n®

petit devant n*), mais s'en éloigne quand n® augmente. Notons que la variance (conditionnelle & S,) du
second terme de \{AKAi est égale a

{ th th z yk

kes?

2o M(No-np)
( ) Nhi 2 Suh,
(Nhlnhl + Nhlnhl)
_ 2
avec SUZB_ = (N,ﬁ —1) 1Z“keua(yk —Vus) . Cette variance ne décroit pas forcément quand n_ augmente. Par
exemple, I'un des cas considéré dans les simulations correspond a N,; =100, Nf ~50 et n;; =40. Dans

B(N\B B 2 : : B
ce cas, le terme ng (N —n )/(N 7+ Njng ) atteint sa valeur maximale pour nj; =11.

Dans le cas de BANK, I'estimateur peut se réécrire

8 M
Zm_g HT i
avec

fA sikea
7 — yk HT _ hi ’
Y, . = E 2k ot 1T = 4.5

T s T . {fhf +f2 (1— fhf) sik eab. (45)

Dans (4.5), la dispersion de la variable 7, augmente quand le facteur f? (1— fh?) augmente. Or, ce

facteur est proche de 0 quand nS (etdonc f.°) est faible, mais s'accroit quand n° augmente.

5 Conclusion

Nous avons étudié les estimateurs de Hartley (1962), de Kalton et Anderson (1986) et de Bankier
(1986) pour mettre en commun les échantillons issus de deux vagues denquéte. Nous avons plus
particulierement étudié le cas ou un échantillon représente la population entiére (échantillon complétement
représentatif), alors que le second n'en représente qu'une partie (échantillon partiellement représentatif).

Statistique Canada, n° 12-001-X au catalogue



376 Chauvet et Tandeau de Marsac : Méthodes d'estimation sur bases de sondage multiples

Dans le cadre considéré dans les simulations (voir également l'annexe pour un cadre plus général),
I'utilisation de I'échantillon partiellement représentatif ne permet pas de gagner en précision : si sa taille
augmente, la précision des estimateurs de la classe de Hartley reste stable ou s'améliore Iégérement, alors
que la précision des estimateurs de Kalton et Anderson et de Bankier se dégrade. L'estimateur optimal de
Hartley lui-méme, bien que plus complexe a calculer, offre une précision qui n'est que légérement
améliorée par rapport a l'estimateur de Horvitz-Thompson classique calculé sur [I'échantillon
complétement représentatif. Bien que notre étude par simulations soit limitée, ces résultats suggerent
d'étre prudents dans le choix d'un estimateur en présence de bases de sondage multiples, et qu'un
estimateur simple est parfois préférable, méme s'il n'utilise qu'une partie de I'information collectée.
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Annexe

A.1 Comparaison entre I'estimateur optimal de Hartley et I'estimateur de
Horvitz-Thompson

Nous reprenons le cadre et les notations de la section 4 : les échantillons S* et S® sont sélectionnés
selon un plan a deux degrés avec un premier degré de tirage commun. On utilise un sondage aléatoire

simple stratifié au premier degré, et un sondage aléatoire simple au second degré dans chaque unité
primaire d’échantillonnage. La base de sondage U, correspond a la population entiére, alors que la base

de sondage U, ne recouvre qu'une partie de la population.
Dans le cas de I'estimateur optimal de Hartley, la formule (3.6) donne

V(Yal8,)-ECov(Y Y5 1S, )
V(YVals)+EV(Yals,)

optls, ~

Aprés un peu de calcul, nous obtenons

) HM 1- £ [ N2 -1 Nii = Nii ) Vg
V(Yaﬁlsl) hzz;m_:uh;h 2 n}:\ N:i—lsj?‘-i- ( 5_) ) ! (Al)

—~ECov(Y,Y,18, )= iM“ > (N
h=1

m_huh.eUm n: Nhi(Nhi _1)

avec Y, =(N, )7lzkeuhiyk’ V.o :(N,ﬁ)‘lzkeuﬁyk et 5% =(N& —1)’1Zk€uﬁ(yk -V, )2.
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L'estimateur de Horvitz-Thompson basé sur le seul échantillon S* et I'estimateur optimal de Hartley
coincident si le coefficient 6, est égal a 1, ce qui est le cas si EV (\faﬁ |S, ) = —ECov(\faA,\?aﬁ |S, ) Cette

opt|S,

condition sera en particulier vérifiée si dans (A.1) les termes entre accolades coincident pour chaque unité
primaire d’échantillonnage u,,. On auradonc 6, ~1 si

Ny (N2 -1 S Ny = Niy

v u, eV, h(h ) o +(h h)

2)Y,
L — — — L Y (A.2)
N Yie (Nhi Yo, = N Yie ) Ny ¥y, — Nu Yie
Supposons que la valeur moyenne de y soit approximativement la méme dans les bases U, et U,
pour chaque unité primaire d’échantillonnage, c’est-a-dire que Vv u, eU, y, =~ Y., - Alors la condition

(A.2) sera approximativement vérifiée si v u,; €U, cv’, est proche de 0, avec cv, = /S, /y -

Upi

En résumé, I'estimateur de Horvitz-Thompson basé sur le seul échantillon S* et I'estimateur optimal
de Hartley seront proches si au sein de chaque unité primaire d’échantillonnage u,, : (a) la valeur

moyenne de y est peu différente entre les deux bases, et (b) la variable y est faiblement dispersée au sein

de uhBi. Dans les simulations, la condition (a) est approximativement respectée car la répartition des
individus entre les bases de sondage U, et U, se fait complétement aléatoirement; la condition (b) est
approximativement respectée avec des valeurs de cvjs variant de 0,02 a 0,10 pour la population 1, et de

0,001 a 0,005 pour la population 2.
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Méthodes d'estimation sur bases de sondage multiples dans
le cadre de plans de sondage a deux degreés

Guillaume Chauvet et Guyléne Tandeau de Marsac’

Résumé

Lorsqu'on s'intéresse & une population finie, il arrive qu'il soit nécessaire de tirer des échantillons dans plusieurs
bases de sondage pour représenter I'ensemble des individus. Nous nous intéressons ici au cas de deux
échantillons sélectionnés selon un plan a deux degrés, avec un premier degré de tirage commun. Nous
appliquons les méthodes de Hartley (1962), Bankier (1986), et Kalton et Anderson (1986), et nous montrons
que ces méthodes peuvent étre appliquées conditionnellement au premier degré de tirage. Nous comparons
également la performance de plusieurs estimateurs dans le cadre d'une étude par simulations. Nos résultats
suggerent que le choix d'un estimateur en présence de bases de sondage multiples se fasse de fagon prudente, et
qu'un estimateur simple est parfois préférable méme s'il n'utilise qu'une partie de I'information collectée.

Mots-clés : Enquéte a extension; estimateur de Hansen-Hurwitz; estimateur de Horvitz-Thompson; sondage a deux degrés.

1 Introduction

Lorsqu'on s'intéresse a une population finie, il arrive qu'aucune base de sondage ne la recouvre
totalement et qu'il soit nécessaire de tirer des échantillons dans deux bases de sondage (ou plus) pour
représenter I'ensemble des individus. Pour mettre en commun ces échantillons, de nombreuses méthodes
d'estimation sur bases de sondage multiples ont été proposées (Hartley 1962; Bankier 1986; Kalton et
Anderson 1986; Mecatti 2007; Rao et Wu 2010); voir également les articles de revue de Lohr (2009,
2011), et les articles référencés, pour un panorama complet. Notons que la méthode de Mecatti (2007)
s'inspire des travaux de Lavallée (2002, 2007) sur la méthode généralisée du partage des poids. A la
section 2, nous présentons différentes méthodes d’estimation pour des bases de sondage multiples.

A la section 3, nous nous intéressons au cas de deux échantillons sélectionnés selon un plan & deux
degrés, avec un premier degré de tirage commun. Ce cadre correspond aux enquétes de I'INSEE avec
extension : un premier échantillon de logements est sélectionné dans les communes de I'échantillon-maitre
(Bourdalle, Christine et Wilms 2000), et un second échantillon est sélectionné et enquété dans les
communes du méme échantillon-maitre afin de cibler une sous-population spécifique. On dispose de deux
mesures d'enquétes provenant de deux échantillons indépendants au deuxiéme degré du plan de sondage.
Nous appliquons des méthodes d'estimation sur bases de sondage multiples pour la mise en commun de
ces deux échantillons. Nous montrons que les estimateurs étudiés peuvent dans ce contexte étre calculés
conditionnellement au premier degré de tirage, ce qui simplifie leur calcul notamment pour I'estimateur
optimal de Hartley (1962). A la section 4, nous comparons les performances de ces estimateurs dans le
cadre d'une étude par simulations. Nous concluons a la section 5.

1. Guillaume Chauvet, ENSAI (CREST), Campus de Ker Lann, Bruz — France. Courriel : chauvet@ensai.fr. Guyléne Tandeau de Marsac, INSEE,
Direction Régionale de Lille — France. Courriel : guylene.tandeau-de-marsac@insee.fr.
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2 Estimation pour des bases de sondage multiples

On considere une population finie U sur laquelle est définie une variable d'intérét y de valeur vy,
pour l'individu k. Si on sélectionne dans U un échantillon S avec des probabilités d'inclusion 7,

I'estimateur Y = Zkesﬂ-k_lyk proposé par Narain (1951) et Horvitz et Thompson (1952) est sans biais pour
le total Y = zkeuyk si toutes les probabilités 7, sont strictement positives.

Nous nous intéressons au cas ou la population est entiérement couverte par deux bases de sondage
chevauchantes U, et U,. En utilisant les notations de Lohr (2011), soient a=U,\U;, le domaine

couvert par U, seulement; b=U;\U, le domaine couvert par U, seulement; ab=U, "U; le domaine
couvert a la fois par U, et U,. On sélectionne dans U, un échantillon S* avec des probabilités

diinclusion 7z, >0. Pour tout domaine d cU,, le sous-total Y, =stdyk est estimé sans biais par
\fdAzzkesAdlfykl(ked) avec dk“:(ﬁk“)_l. On sélectionne dans U, un échantillon S® avec des
probabilités d'inclusion 7z} >0. Pour tout domaine d cU,, le sous-total Y, est estimé sans biais par
YE = Zkessdfykl(k ed) avec d} =(;rkB )_1. L'objectif est de combiner les échantillons S* et S® pour

obtenir une estimation de Y aussi précise que possible.

2.1 Estimateur de Hartley
Hartley (1962) propose la classe d'estimateurs sans biais
Y, =Y YA+ (1-0)YE +V2, (2.1)
avec € un parametre a déterminer. Le choix @ =1/2 conduit & donner aux échantillons S* et S® le méme

poids pour I'estimation sur le domaine intersection ab. Hartley (1962) propose de choisir le parameétre qui
minimise la variance de \?H. Cela conduit a

Cov(\f;‘ +YE YR YE Yaﬁ)
O = T , (2.2)
\ (Yab _Yab)
que l'on peut réécrire sous la forme
V (Y2)+Cov(Y2 Y2 )-Cov(YA YA
. V) eou 42} -con(i ) o

V(Yia)+v(Ys)
quand les échantillons S* et S® sont indépendants. Comme le remarque Lohr (2007), le coefficient

optimal 6, peut ne pas étre compris entre 0 et 1 si un terme de covariance présent dans (2.3) est grand.

Supposons pour simplifier que Cov(\?a‘f;,\fbs) =0, ce qui est le cas si b et ab sont utilisés comme strates
dans la sélection de S°. Alors 6, >1 si et seulement si Cov(\f’*,\faﬁ)<0. Dans le cas ou S* est

sélectionné par sondage aléatoire simple, ce sera par exemple le cas si dans U, les faibles valeurs de la
variable y sont concentrées dans le domaine ab.

En pratique, les termes de variance et de covariance sont inconnus et doivent étre remplacés par des
estimateurs, ce qui introduit une variabilité supplémentaire. Un autre inconvénient est que le paramétre
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optimal dépend de la variable d'intérét considérée. Si des estimateurs optimaux sont calculés pour
différentes variables d'intérét, les estimations peuvent souffrir d'une incohérence interne (Lohr 2011).

2.2 Estimateur de Kalton et Anderson

Une classe plus générale d'estimateurs s'obtient en remarquant que le total Y peut se réécrire

Y=Y, + Zakyk + Z(l—ek)yk +Y,,

keab keab
avec ¢, un coefficient propre a lindividu k. Kalton et Anderson (1986) proposent le choix
6, =(d¢ +df)7ldf, qui conduit & I'estimateur

Yea = D dfmby, + > dPmey, (2.4)

kesA kes®

avec d'une part m} =1 si kea et m*=6, si keab, dautre part m> =1 si keb et m} =1-6, si
k eab. Les poids d'estimation sont les mémes quelle que soit la variable d'intérét, ce qui assure la
cohérence interne des estimations; en revanche, I'estimateur de Kalton et Anderson est moins efficace que
I'estimateur optimal de Hartley pour une variable d'intérét donnée. Notons qu'il s'agit d'un estimateur de
type Hansen-Hurwitz (1943), qui peut se réécrire sous la forme VKA :Zkeu [Wk / E(Wk)] Y, €en notant

W, =1(ke8*)+1(keS®) le nombre de fois ol I'unité k est sélectionnée dans I'échantillon réunion

SAUS®. Onaen particulier EW,) =7, + ..

2.3 Estimateur de Bankier

Bankier (1986) propose d'utiliser un estimateur de type Horvitz-Thompson, en calculant les
probabilités d'inclusion dans I'échantillon réunion

" =P(keS*US®)=x + 1 —Pr(keS" ns®).

Si les échantillons S* et S® sont indépendants, on obtient 7z, = 7z} + 77 — z}x] et I'estimateur

A 1
YHT: Z L = Z Y_;_F Z y_ll(3+ Z A Byk' (2'5)

HT A B
keshus® Ty keshra Tk kesPrb Tk ke(shus®)nab i T~ T T

3 Estimation avec un premier degreé de tirage commun

Nous étudions ici le cas de deux échantillons sélectionnés selon un plan a deux degrés, avec un premier
degré de tirage commun. La population U est partitionnée pour obtenir une population U, = {ul,...,uM}

de M unites primaires d’échantillonnage. Au premier degré, on sélectionne un échantillon S, d'unités
primaires d’échantillonnage (UPE) avec une probabilite de tirage z,, pour une UPE u,. Au second degré,
dans chaque unité primaire d’échantillonnage u, €S,, on sélectionne: un échantillon S’ dans
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u*=u NU,, avec une probabilité de sélection (conditionnelle) g >0 pour k eu’; un échantillon S°
dans u® =u NU,, avec une probabilité de sélection (conditionnelle) mg >0 pour l'unité k eu’. Nous

faisons les hypothéses suivantes, habituelles pour un tirage a deux degrés : le second degré de tirage au
sein de l'unité primaire d’échantillonnage u, ne dépend que de i; entre deux unités primaires

d’échantillonnage u; #u; €S,, les échantillons SH et SjA (respectivement, S et SjB) sont indépendants
conditionnellement a S, (propriété d'indépendance). Nous supposons également qu'au sein de chaque

unité primaire d’échantillonnage u, €S,, les sous-échantillons S/ et S°

. sont indépendants
conditionnellement a S, .
Pour un domaine d, cU,, le sous-total Y, est estimé par \?df :Zu-esd”Y’\dlAvi avec d, =(;z,i)’1 le

poids de sondage de l'unite primaire d’échantillonnage u;, \fd’ii => dayd(ked,) lestimateur du

keSiA
-1
sous-total Y, ;=>" _yd(ked,) sur d, nu;, et dy :(”fu) le poids de sondage de k dans u. Pour
un domaine d, Uy, le sous-total Y, estestimé par Y2 = d,Y?, avec Y, = .diyl(ked,)
-1
I'estimateur du sous-total Y, ; et dkﬁ‘i :(ﬂzi) le poids de sondage de k dans u’. On obtient en

particulier les estimateurs

Yo=>dYa o Vi = D dhyl(keab), (3.1)
;€S kes

YAbA = ZdliY’\bﬁ ou YAbf\i = Zdlfl\iykl(k Eb)' (3'2)
u; €S, keSh

Va = 2 di¥a 00 Yy, = 3 diyd(keab). (33)
€S, kes®

3.1 Estimateur de Hartley

L'estimateur de Hartley donné en (2.1) peut se réécrire sous la forme

Y,=>d,Y,, (3.4)

u; €S,

avec Y, =YA +OVh +(1-6)Y2

ab,i ab,i

d’échantillonnage u;. On obtient E(\?gls,)=ziesd,iYi, puis

v(@):v(Zd,iYi]+ EV(Y,[S,). (3.5)

ieS;

+\fb‘?i I'estimateur de Hartley du sous-total Y, sur l'unité primaire

Dans (3.5), le premier terme du membre de droite ne dépend pas de 6. L'estimateur optimal de Hartley
peut donc se calculer en minimisant seulement le second terme. On obtient :

. - EV (Y2 S, )+ ECov(Y,2. Y, [S, |- ECov(Y,', V0[S, )

e EV (Y418, )+EV(V2lS)) ’ (3.6)
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que I'on peut estimer par
. V(V2)+Cov(V5.%, )~ Cov (¥, V)
o = MAETA &0

en remplagant chaque terme de variance et de covariance par un estimateur sans biais conditionnellement
au premier degré.

3.2 Estimateur de Kalton et Anderson

A A

Avec le plan de sondage considéré, on a d,* =d,dy; pour toute unité k eu”, et d’ =dd,; pour toute

unité k eu’. L'estimateur de Kalton et Anderson donné en (2.4) peut donc se réécrire

DY AN (3.8)

ieS,
avee Y, = 2. LAAma Y, + > Ldsmey, l'estimateur de Kalton et Anderson du sous-total Y,, ou
1 sikeanu,, 1 sikebnu,,

A _ B
My = dk\i

A B

dk|i + dk|i

B — A
et my = dy

sikeabnu, _
© i df +df

sikeabnu,.

3.3 Estimateur de Bankier

Avec le plan de sondage considéré, on a 7, =z, (ﬂk’l‘i + 7 —ﬂlﬁiﬂ'lﬁi) pour tout k eu;. L'estimateur

de Bankier donné en (2.5) peut donc se réécrire

Vi = ZdliYHT,i (3.9)

avec Yy, =Zke$‘AuS‘B(yk/7rk*|'iT) I'estimateur de Bankier pour le sous-total Y;, et 7 =7, si kea,
Ty = mg Sikeb, myl = mg +mg —mgmg si keab.

Chacun des trois estimateurs étudiés s'obtient donc en appliquant la méthode d'estimation UPE par
UPE, conditionnellement au premier degré. Ce résultat est particulierement intéressant pour la méthode

optimale de Hartley, puisque I'estimateur du coefficient optimal donné en (3.7) ne nécessite que des
estimateurs de variance conditionnels au premier degré.

4 Etude par simulations

Nous utilisons des populations artificielles proposées par Saigo (2010). Nous générons deux
populations, contenant chacune M =200 unités primaires d’échantillonnage regroupées en H =4 strates
U,, de taille M, =50. Chaque unite primaire d’echantillonnage u,, contient N, =100 unités

Statistique Canada, n° 12-001-X au catalogue



372 Chauvet et Tandeau de Marsac : Méthodes d'estimation sur bases de sondage multiples

secondaires. Dans chaque population, nous générons pour chaque unité primaire d’échantillonnage
U, €U, :

M = Hy T OV, (4.1)

ou les valeurs u, et o, sont celles utilisées par Saigo (2010). Le terme aﬁ permet de contréler la
dispersion entre les unités primaires d’échantillonnage. Les v, sont généres de facon iid selon une loi
normale centrée réduite N(0,1). Pour chaque unité k eu,;, nous genérons ensuite la valeur y, selon le

modeéle
Yo = Hni {P_l (1- P)}OVS oV (4.2)

ou les v, sont générés de facon iid selon une loi normale centrée réduite. Le terme de variance dans le
modele (4.2) permet d'obtenir un coefficient de corrélation intra-grappes approximativement égal & p. En
particulier, plus le coefficient p est grand, moins les valeurs y, sont dispersées dans les unités primaires
d’échantillonnage. Nous utilisons p =0,2 pour la population 1 et p=0,5 pour la population 2, ce qui
traduit une moindre dispersion de la variable y dans la population 2. La base de sondage U, correspond a
I'ensemble des unités secondaires, et la partie correspondante de u,; est U/ =u,;, de taille N =N,. On
génére pour chaque unité secondaire k une valeur u, selon une loi uniforme sur [0,1]. La base de
sondage U, correspond aux unités secondaires k telles que u, <0,5, et la partie correspondante de u,,
est Uy =u, NU, de taille N>. On se trouve donc dans la situation ol ab=U, et b =. Le cadre retenu
dans les simulations correspond a celui des enquétes auprés des ménages de I'INSEE, avec extension pour
cibler une sous-population spécifique. Pour ces enquétes, un échantillon S, de communes (ou de
regroupements de communes) est tout d'abord sélectionné au premier degré. Un sous-échantillon S* de
logements est ensuite sélectionné dans chaque u; € S, ; I'échantillon réunion S* = Uu s, S/ représente la

population entiére de logements U, =U. Un second sous-échantillon S® de logements est ensuite
sélectionné au sein d'une sous-population de chaque u; € S,, afin de cibler une sous-population spécifique
U, (par exemple, logements situés dans une Zone Urbaine Sensible); I'échantillon réunion S® = qus S?

ne représente que la sous-population ciblée U,.

Dans chacune des deux populations ainsi constituées, on pratique plusieurs échantillonnages

concurrents; le tableau 4.1 présente pour chaque population les huit combinaisons possibles de tailles
d'échantillon par strate aux premier et second degré, ainsi que les valeurs g, et o,. Au premier degré on

sélectionne indépendamment dans chaque strate U, : soit un échantillon S, de m, =5 unités primaires
d’echantillonnage par sondage aléatoire simple; soit un échantillon S, de m, =25 unités primaires
d’échantillonnage par sondage aléatoire simple. Au second degré, on sélectionne dans chaque u,; €S, :

soit un échantillon S} de taille n;; =10 par sondage aléatoire simple dans u,;; soit un échantillon S/ de
taille n’ =40 par sondage aléatoire simple dans u/. Au second degré, on sélectionne également dans
chaque u,, €S,, : soit un échantillon S; de taille n =5 par sondage aléatoire simple dans uZ; soit un
échantillon S° de taille n’ =20 par sondage aléatoire simple dans uZ. On note également

1 1
fit=(Ng) i et £ =(N3) ng les taux de sondage dans uj; et uy.
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Tableau 4.1
Parameétres utilisés dans chaque strate pour générer les deux populations et sélectionner les échantillons
Tailles d'échantillon Parameétres
par strate Strate 1 Strate 2 Strate 3 Strate 4
m, I’lﬁi nhBi Hy o Hy Oy Hy Oy Hy o
Population1 5o0u25 100u40 50u20 200 20 150 15 120 12 100 10
Population2 5o0u25 100u40 50u20 200 10 150 7,5 120 6 100 5

Pour chaque échantillon, on calcule I'estimateur de Hartley donné en (3.4) avec soit 8 =1/2 (HART1),
soit pour valeur de & I'estimateur du coefficient optimal donné en (3.7) (HART2), avec

V(v‘a@)=i[ﬂf > mﬁf%Z{v&(keab)—%sa}z’

A
mh Up; €Sy nhi (nhi ) kesii

- 5{2] 3 0 G v

Upi €S 1 hi (i =4 kesd

o2 02) =3 M| T (M) S fratken) g, ka7, .|

Ui €Sih Ny (nhi _1) kespi

en notant Y,, la moyenne de la variable y 1(k ed) sur une partie V. cU. Pour chaque échantillon, on
calcule également I'estimateur de Kalton et Anderson (KALT) donné en (3.8), l'estimateur de Bankier
(BANK) donné en (3.9), et I'estimateur de Horvitz-Thompson Y * basé sur le seul échantillon S* (HTA).
La procédure d'échantillonnage est répétée 10 000 fois. Pour mesurer le biais d'un estimateur Y, nous
calculons son biais relatif de Monte Carlo

A Ewe(Y)-Y

BR, (Y)foloo

et Y,, la valeur de I'estimateur Y pour I'échantillon b. Pour

avec Eyc(Y)=(1/10 000) %" ™Y, .

()
mesurer la variabilité de Y, nous calculons son erreur quadratique moyenne de Monte Carlo

R 10 000 ,
EQM ¢ (Y)= ﬁ bz; (Yoo _Y)Z.

Les résultats sont donnés dans le tableau 4.2. Comme I'a souligné un arbitre, les performances de
I'estimateur HTA ne dépendent pas de la taille d'échantillon n’ choisie. Par souci de cohérence, nous
indiquons donc dans le tableau 4.2 les résultats obtenus dans les simulations avec n_ =5 uniquement. A
tailles d'échantillon m, et n/ identiques, les mémes résultats sont reportés dans le cas n = 20.

Tous les estimateurs sont virtuellement sans biais. L'estimateur HART2 donne les meilleurs résultats
en termes d'erreur quadratiqgue moyenne, comme on pouvait s'y attendre. L'estimateur HTA donne des
résultats quasiment équivalents. Ce résultat s'explique par le fait que le coefficient optimal est proche de 1

(dans les simulations, &, est compris entre 0,80 et 1,06), et que dans ce cas la formule (2.1) montre que
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les estimateurs HART2 et HTA sont trés proches : nous présentons en annexe des conditions générales
sous lesquelles cette propriété est approximativement vérifiée. Parmi les trois autres estimateurs, HART1
donne les meilleurs résultats, avec une erreur quadratique moyenne plus faible ou équivalente a celle de
KALT et BANK dans 11 cas sur 16.

Tableau 4.2
Biais relatif et erreur quadratique moyenne de cing estimateurs

HARTL HART2 KALT BANK HTA
Pop. M, na ng BR EQM BR EQM BR EQM BR EQM BR EQM
(%) x10° (%) x10° (%) x10° (%) x10° (%) x10°

1 5 10 5 0,05 7,76 0,01 5,70 0,05 7,79 0,06 8,56 0,04 5,75
1 5 10 20 0,01 757 -0,05 557 003 1136 004 12,75 0,04 5,75
1 5 40 5 0,01 501 -0,02 451 -0,02 457 -002 481 -002 452
1 5 40 20 0,00 465 -001 433 0,00 4,66 0,00 522 -0,02 452
1 25 10 5 -0,03 1,19 -0,02 0,78 -0,03 1,20 -0,02 134 -001 0,78
1 25 10 20 -0,01 1,17 0,00 0,78 -0,03 194 -003 222 -001 0,78
1 25 40 5 0,00 0,62 0,01 0,51 0,00 0,52 0,00 0,57 0,01 0,51
1 25 40 20 0,02 0,58 0,01 0,51 0,02 0,58 0,02 0,68 0,01 0,51
2 5 10 5 0,00 3,59 0,01 1,15 0,00 3,56 0,02 4,38 0,01 1,15
2 5 10 20 0,00 3,60 -0,02 1,15 0,00 7,38 0,00 8,76 0,01 1,15
2 5 40 5 0,00 1,48 0,01 1,07 0,00 1,13 0,01 1,35 0,01 1,07
2 5 40 20 0,00 1,49 -0,01 1,09 0,00 1,49 0,00 2,03 0,01 1,07
2 25 10 5 0,00 0,63 0,00 0,14 0,00 0,63 0,00 0,78 0,00 0,14
2 25 10 20 0,00 0,62 0,00 0,13 0,00 1,38 0,00 1,67 0,00 0,14
2 25 40 5 0,00 0,20 0,00 0,12 0,00 0,13 0,00 0,18 0,00 0,12
2 25 40 20 0,00 0,20 0,00 0,12 0,00 0,20 0,01 0,31 0,00 0,12

Pour chaque estimateur, toutes choses égales par ailleurs, I'erreur quadratique moyenne est plus faible
dans la population 2 que dans la population 1. Ce résultat provient du fait que la variance due au premier
degré de tirage, qui est la méme pour chaque estimateur et vaut

Y I T P

ie§,

. . . . 2 -1 > \2
est plus grande dans la population 1: le terme de dispersion S7, =(M, -1) ZU_EU (Yi—YUm)

augmente avec a,f et, dans une moindre mesure, augmente quand p diminue. L'erreur quadratique
moyenne diminue pour chaque estimateur quand le nombre m, d'unités primaires d’échantillonnage tirées
dans chaque strate augmente, car dans ce cas le terme de variance commun donné en (4.3) diminue. De
facon analogue, I'erreur quadratique moyenne diminue pour chaque estimateur quand n* augmente, car
dans ce cas la variance due au second degré de tirage diminue. Pour les estimateurs HART1 et HART2,
l'erreur quadratique moyenne est stable quand n® augmente, et de fagon plus surprenante pour les
estimateurs KALT et BANK l'erreur quadratique moyenne augmente quand n® augmente. Ce résultat
guelque peu contre-intuitif est di a la conjonction de deux faits. D'une part, la contribution de I'échantillon
S® a la variance due au second degré de tirage est faible : l'augmentation de n® peut diminuer cette
variance, mais méme dans ce cas la réduction globale de variance est marginale. D'autre part, dans le cas
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des estimateurs KALT et BANK, la contribution de I'échantillon S* a la variance due au second degré de
tirage augmente quand n® augmente.

Dans le cas de KALT, I'estimateur peut se réécrire

Tz 3 T

€Sy,

avec
1 sikeanu,
Yiai === Zslmku)’k fh? fh'|3 kezs:ﬁyk et mk|| = Afh? i sikeabnu. (4.4)
fi + fu
Dans (4.4), la dispersion de la variable mk’}i (donc celle de mk‘}i y,) augmente quand le facteur

A (fh’i* + fh?) s'éloigne de 1. Or, ce facteur est proche de 1 quand f.” est faible devant f* (donc n®

petit devant n*), mais s'en éloigne quand n® augmente. Notons que la variance (conditionnelle & S,) du
second terme de \{AKAi est égale a

{ th th z yk

kes?

2o M(No-np)
( ) Nhi 2 Suh,
(Nhlnhl + Nhlnhl)
_ 2
avec SUZB_ = (N,ﬁ —1) 1Z“keua(yk —Vus) . Cette variance ne décroit pas forcément quand n_ augmente. Par
exemple, I'un des cas considéré dans les simulations correspond a N,; =100, Nf ~50 et n;; =40. Dans

B(N\B B 2 : : B
ce cas, le terme ng (N —n )/(N 7+ Njng ) atteint sa valeur maximale pour nj; =11.

Dans le cas de BANK, I'estimateur peut se réécrire

8 M
Zm_g HT i
avec

fA sikea
7 — yk HT _ hi ’
Y, . = E 2k ot 1T = 4.5

T s T . {fhf +f2 (1— fhf) sik eab. (45)

Dans (4.5), la dispersion de la variable 7, augmente quand le facteur f? (1— fh?) augmente. Or, ce

facteur est proche de 0 quand nS (etdonc f.°) est faible, mais s'accroit quand n° augmente.

5 Conclusion

Nous avons étudié les estimateurs de Hartley (1962), de Kalton et Anderson (1986) et de Bankier
(1986) pour mettre en commun les échantillons issus de deux vagues denquéte. Nous avons plus
particulierement étudié le cas ou un échantillon représente la population entiére (échantillon complétement
représentatif), alors que le second n'en représente qu'une partie (échantillon partiellement représentatif).
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Dans le cadre considéré dans les simulations (voir également l'annexe pour un cadre plus général),
I'utilisation de I'échantillon partiellement représentatif ne permet pas de gagner en précision : si sa taille
augmente, la précision des estimateurs de la classe de Hartley reste stable ou s'améliore Iégérement, alors
que la précision des estimateurs de Kalton et Anderson et de Bankier se dégrade. L'estimateur optimal de
Hartley lui-méme, bien que plus complexe a calculer, offre une précision qui n'est que légérement
améliorée par rapport a l'estimateur de Horvitz-Thompson classique calculé sur [I'échantillon
complétement représentatif. Bien que notre étude par simulations soit limitée, ces résultats suggerent
d'étre prudents dans le choix d'un estimateur en présence de bases de sondage multiples, et qu'un
estimateur simple est parfois préférable, méme s'il n'utilise qu'une partie de I'information collectée.
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Annexe

A.1 Comparaison entre I'estimateur optimal de Hartley et I'estimateur de
Horvitz-Thompson

Nous reprenons le cadre et les notations de la section 4 : les échantillons S* et S® sont sélectionnés
selon un plan a deux degrés avec un premier degré de tirage commun. On utilise un sondage aléatoire

simple stratifié au premier degré, et un sondage aléatoire simple au second degré dans chaque unité
primaire d’échantillonnage. La base de sondage U, correspond a la population entiére, alors que la base

de sondage U, ne recouvre qu'une partie de la population.
Dans le cas de I'estimateur optimal de Hartley, la formule (3.6) donne

V(Yal8,)-ECov(Y Y5 1S, )
V(YVals)+EV(Yals,)

optls, ~

Aprés un peu de calcul, nous obtenons

) HM 1- £ [ N2 -1 Nii = Nii ) Vg
V(Yaﬁlsl) hzz;m_:uh;h 2 n}:\ N:i—lsj?‘-i- ( 5_) ) ! (Al)

—~ECov(Y,Y,18, )= iM“ > (N
h=1

m_huh.eUm n: Nhi(Nhi _1)

avec Y, =(N, )7lzkeuhiyk’ V.o :(N,ﬁ)‘lzkeuﬁyk et 5% =(N& —1)’1Zk€uﬁ(yk -V, )2.
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L'estimateur de Horvitz-Thompson basé sur le seul échantillon S* et I'estimateur optimal de Hartley
coincident si le coefficient 6, est égal a 1, ce qui est le cas si EV (\faﬁ |S, ) = —ECov(\faA,\?aﬁ |S, ) Cette

opt|S,

condition sera en particulier vérifiée si dans (A.1) les termes entre accolades coincident pour chaque unité
primaire d’échantillonnage u,,. On auradonc 6, ~1 si

Ny (N2 -1 S Ny = Niy

v u, eV, h(h ) o +(h h)

2)Y,
L — — — L Y (A.2)
N Yie (Nhi Yo, = N Yie ) Ny ¥y, — Nu Yie
Supposons que la valeur moyenne de y soit approximativement la méme dans les bases U, et U,
pour chaque unité primaire d’échantillonnage, c’est-a-dire que Vv u, eU, y, =~ Y., - Alors la condition

(A.2) sera approximativement vérifiée si v u,; €U, cv’, est proche de 0, avec cv, = /S, /y -

Upi

En résumé, I'estimateur de Horvitz-Thompson basé sur le seul échantillon S* et I'estimateur optimal
de Hartley seront proches si au sein de chaque unité primaire d’échantillonnage u,, : (a) la valeur

moyenne de y est peu différente entre les deux bases, et (b) la variable y est faiblement dispersée au sein

de uhBi. Dans les simulations, la condition (a) est approximativement respectée car la répartition des
individus entre les bases de sondage U, et U, se fait complétement aléatoirement; la condition (b) est
approximativement respectée avec des valeurs de cvjs variant de 0,02 a 0,10 pour la population 1, et de

0,001 a 0,005 pour la population 2.
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