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Estimation prudente de la variance pour des plans 
d’échantillonnage avec probabilités d’inclusion par paire 

nulles 

Peter M. Aronow et Cyrus Samii1 

Résumé 

Nous considérons une estimation prudente de la variance pour l’estimateur de Horvitz-Thompson 

d’un total de population sous des plans d’échantillonnage avec probabilités d’inclusion par paire 

nulles, appelés plans « non mesurables ». Nous décomposons l’estimateur de variance de 

Horvitz-Thompson classique sous ce genre de plan et caractérisons le biais de manière précise. Nous 

élaborons une correction du biais qui est garantie d’être faiblement prudente (non biaisée 

négativement) quelle que soit la nature de la non-mesurabilité. L’analyse jette de la lumière sur les 

conditions sous lesquelles l’estimateur de variance de Horvitz-Thompson classique donne de bons 

résultats malgré la non-mesurabilité et où la correction du biais prudente peut être meilleure que les 

approximations utilisées habituellement. 
 

Mots clés : Estimation de Horvitz-Thompson; plans non mesurables; estimation de la variance. 
 
 

1  Introduction 
 

Il arrive que les plans d’échantillonnage donnent des paires d’unités ayant une probabilité 

nulle d’être incluses conjointement dans l’échantillon. L’énoncé des propriétés du total de 

population finie de Horvitz et Thompson (1952) indique clairement qu’une estimation générale 

sans biais de la variance pour les estimateurs des totaux de population est impossible pour ce 

genre de plan non mesurable (Särndal, Swensson et Wretman 1992, page 33). L’obtention de 

méthodes optimales pour l’estimation de la variance dans ces cas demeure une question ouverte. 

Le présent article analyse la nature du biais que la non-mesurabilité introduit pour l’estimateur de 

Horvitz-Thompson classique et étudie une approche en vue de corriger ce biais de manière 

prudente. Bien que nos résultats ne puissent offrir une solution au problème de non-mesurabilité 

pour toutes les applications pratiques, nous clarifions les conditions sous lesquelles l’estimateur 
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classique donne de bons résultats et où la correction du biais prudente est meilleure que les 

approximations utilisées habituellement. 

Malgré leurs inconvénients théoriques, les plans d’échantillonnage avec probabilités 

d’inclusion par paire nulles sont assez fréquents. Un plan non mesurable commun est celui 

comportant le tirage d’unités simples ou de grappes à partir d’un ensemble de strates. Cela peut 

se produire si la population ou une sous-population d’intérêt est accidentellement peu nombreuse 

dans les cellules de stratification. Un autre plan non mesurable est celui d’un échantillon 

systématique dans lequel les indices d’unité sont échantillonnés par multiples à partir d’une liste 

en partant d’une valeur initiale aléatoire. Dans ces plans, les unités dont les indices sont des 

multiples de différentes valeurs initiales ont une probabilité d’inclusion conjointe nulle. 

Des méthodes approximatives ont été proposées pour des cas particuliers, comme il en est 

question dans Hansen, Hurwitz et Madow (1953, section 9.15), Särndal et coll. (1992, chapitre 3) 

et Wolter (2007, chapitre 2 et 8). Dans le cas d’une seule unité par strate, une approche courante 

est de regrouper les strates et à supposer que les unités ont été tirées par échantillonnage aléatoire 

simple à partir de la strate plus grande, fusionnée. Pour les échantillons systématiques, l’approche 

classique consiste à utiliser une approximation fondée sur une hypothèse d’échantillonnage 

aléatoire simple avec remise. Ces méthodes approximatives sont généralement biaisées dans une 

mesure qu’il est impossible de déterminer d’après les données. Dans certains cas, on peut montrer 

que le biais a tendance à être positif, mais il n’en est généralement pas ainsi, surtout quand les 

probabilités d’inclusion par paire nulles surviennent de manière désordonnée. 

Le présent article débute à la section 2 par la décomposition du biais de l’estimateur de 

variance de Horvitz-Thompson sous non-mesurabilité. Cette décomposition montre précisément 

comment les conditions appliquées aux données sous-jacentes donnent lieu à un biais plus ou 

moins important. Nous montrons aussi, à la section 3, comment une simple application de 

l’inégalité de Young donne une correction du biais et une classe d’estimateurs dont on est certain 
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qu’ils présenteront un biais faiblement positif et seront sans biais dans des conditions 

particulières. Nous discutons des implications pour les travaux appliqués à la section 4. 

 
2  Estimation de la variance pour l’estimateur de Horvitz-Thompson 
 

Considérons une population U  indicée par 1, , ,k N   et un plan d’échantillonnage tel que 

la probabilité d’inclusion de l’unité k  dans l’échantillon est ,k  et la probabilité d’inclusion 

conjointe des unités k  et l  est .kl  Sous un plan mesurable, il y a deux conditions : 1) 0k   

et k  est connu pour tout k U  et 2) 0kl   et kl  est connu pour tous .,k l U  Les plans 

non mesurables comprennent ceux pour lesquels l’une ou l’autre de ces deux conditions n’est pas 

vérifiée. Ne pas satisfaire à la première condition empêche l’obtention d’estimation sans biais des 

totaux. 

L’estimateur de Horvitz-Thompson d’un total de population est ˆ
k k

k s

t y


    

,k k k
k U

I y


  où {0,1}kI   est l’indicateur d’inclusion de l’unité ,k  la seule composante 

stochastique de l’expression, avec E( ) ,k kI    la probabilité d’inclusion, et s  et U  désignent 

l’échantillon et la population, respectivement. Définissons E( ) ,k l klI I    qui est la probabilité 

que les unités k  et l  provenant de U  soient toutes deux incluses dans l’échantillon. Puisque 

, E( )k k k k k kk kI I I I I      par construction. Lorsque la condition 1 est vérifiée, comme 

nous le supposons tout au long du présent exposé, l’estimateur de Horvitz-Thompson est 

sans biais. 

 
2.1  Propriétés de l’estimateur de variance de Horvitz-Thompson sous 

mesurabilité 
 

Selon Horvitz et Thompson (1952), la variance de l’estimateur de Horvitz-Thompson pour le 

total est donnée par 

2

\

( ) (ˆVar( ) Cov( , ) Var Cov , ) .k l k k l
k l k k l

U l U k U U l U kk l kk kk l

y y y
I

y y
It I I I

    

 
     


 

    
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Nous désignons un échantillon provenant d’un plan mesurable par ,Ms  et un estimateur sans 

biais de ˆVar( )t  sur Ms  est 

 Cov( , ) Cov( , )
ˆVar( ) ,

M M

k l k l k l k l
k l

k U l Uk s l s kl k l kl k l

I I y y I I y y
t I I

  

 
         

où la seule partie stochastique de l’expression est ,k lI I  et l’absence de biais est relative à 

E( ) .k l klI I    

 
2.2  Propriétés de l’estimateur de variance de Horvitz-Thompson sous 

non-mesurabilité 
 

Nous examinons maintenant le cas où la condition 2 n’est pas vérifiée : 0kl   pour 

certaines unités .,k l U  Comme kI  est une variable aléatoire de Bernoulli avec probabilité 

Co, v( , )k k l kl k lI I       pour ,k l  et Cov( , ) Var( ) (1 ).k k k k kI I I      Alors, 

nous pouvons réexprimer la variance susmentionnée sous la forme 

2

2

{ \ : 0} { \ : 0}

\

ˆVar( ) (1 ) ( )

(1 ) ( ) .
kl kl

k k l
k k kl k l

k U k U l U kk k l

k k l
k k kl k l k l

k U k U l U k k U l U kk k l

A

y y y
t

y y y
y y

  

        

 
            

 
             

  

    


 

Pour k  et l  tels que 0,kl   le plan d’échantillonnage ne permettra jamais une estimation sans 

biais de la composante de la variance étiquetée A  ci-dessus, puisque nous n’observerons jamais 

ky  et ly  ensemble. Nous désignons un échantillon provenant d’un plan dans lequel la 

condition 2 n’est pas respectée par 0.s  Quand  ˆVar( )t  est appliqué à 0 ,s  le résultat est sans biais 

pour ˆVar( ) .t A  Nous énonçons cela formellement comme il suit : 
 

Proposition 1. Quand 0s  désigne un échantillon provenant d’un plan avec une 

probabilité 0,kl    
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
{ \ : 0}

ˆ ˆ ˆE Var( ) Var( ) Var( ) .
kl

k l
k U l U k

t t y y t A
  

          

Preuve. Le résultat découle de  

0 0 { : 0}

2

{ \ : 0}

{ \ : 0}

Cov( , ) Cov( , )
E E

Var( ) Cov( , )

ˆ ˆVar( ) Var( ) .

kl

kl

kl

k l k l k l k l
k l

k U l Uk s l s kl k l kl k l

k k l
k k l

k U k U l U kk k l

k l
k U l U k

I I y y I I y y
I I

y y y
I I I

t y y t A

    

    

  

  
           

 
     

   

   

  

 

 

L’estimateur de variance de Horvitz-Thompson classique, s’il est appliqué à des plans avec 

probabilités d’inclusion par paire nulles, peut par conséquent présenter un biais positif ou négatif. 

Si les valeurs de ,k ly y  sont systématiquement non négatives (ou systématiquement non 

positives), alors le biais est systématiquement non négatif. Quand les valeurs peuvent être 

positives ou négatives, A  est égal à la somme de produits croisés de résultats qui n’apparaissent 

jamais ensemble sous le plan d’échantillonnage. Si les résultats conjointement exclusifs sont 

centrés sur zéro, l’absence de corrélation entre ces résultats aurait alors tendance à produire un 

biais faible, l’existence d’une corrélation positive, un biais positif et celle d’une corrélation 

négative, un biais négatif. 

 
3  Correction du biais prudente pour l’estimateur de variance de 

Horvitz-Thompson sous non-mesurabilité 
 

Le cas où A  peut être inférieur à zéro pour un plan non mesurable laisse entendre qu’il est 

nécessaire d’appliquer une certaine correction garantissant que le biais soit faiblement borné vers 

le bas par zéro. Nous commençons par élaborer une correction générale du biais qui est garantie 

d’être prudente, et nous fournissons plus tard un cas particulier simplifié d’usage pratique. 
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3.1  Formulation générale 
 

Considérons l’estimateur de variance suivant : 


{ : 0} { \ : 0}

Cov( , )
ˆVar ( ) ,

kl kl

kl kl

a b

lk l k l
C k l k l

k U l U k U l U kkl k l kl k kl l

ky yI I y y
t I I I I

a b       

 
   
      

     

où ,kl kla b  sont des nombres réels positifs tels que 1 /1 / 1kl klba    pour toutes les paires ,k l  

avec 0.kl   Il est garanti que l’estimateur produira une valeur espérée égale ou supérieure à la 

variance réelle pour tous les plans et il est par conséquent prudent. Nous énonçons cette propriété 

formellement :  
 

Proposition 2. La valeur espérée de  ˆVar ( ),C t  

 ˆ ˆE Var ( ) Var( ).C t t     

 

Preuve. En vertu de l’inégalité de Young,  

,
kl kla b

k
k

kl k

l
l

l

y

a b

y
y y   

si 1 /1 / 1.kl klba    Définissons *A  tel que 

*

{ \ : 0} { \ : 0} { \ : 0}

kl kl

kl kl kl

a b

k
k l k l

k U l U k k U l U k k U l U kk

l

l kl

A y y y y A
a b

y y

          

           

et  
*

{ \ : 0} { \ : 0}

.
kl kl

k l k l
k U l U k k U l U k

A y y y y A
     

         

Par conséquent  
*ˆ ˆVar( ) Var( ).t A A t    

L’estimateur de Horvitz-Thompson associé de *A  sera  

*

{ \ : 0}

ˆ ,
kl kl

kl

a b

l
k l

k U l U k kl k kl l

ky y
A I I

a b   

 
  
   

   
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qui n’est pas biaisé par )( k kE I    et )( .l lE I    

Puisque * *)ˆ( ,E A A  en vertu de la proposition 1,  

0 0

* *Cov( , ) ˆ ˆE Var( )k l k l

k s l s kl k l

I I y y
A t A A

 

 
       

   

 ˆ ˆE Var ( ) Var( ).C t t     

Par substitution des termes, 

{ : 0} { \ : 0}

Cov( , )
ˆE Var( ).

kl kl

kl kl

k

a b

lk l k l
k l k l

k U l U k U l U kkl k l kl k kl l

y yI I y y
I I I I t

a b       

  
    

        
     

 ˆVar ( )C t  est justifié en tant qu’estimateur prudent pour le cas où l’on ne sait pas si A  est 

positif. Cet estimateur est sans biais sous une condition spéciale : 
 

Corollaire 1. Si, pour toutes les paires ,k l  telles que 0,kl   i) kl klba

k ly y  et 

ii) ,k l k lyy y y   

 ˆ ˆE Var ( ) Var( ).C t t     

Preuve. En vertu de i), ii) et l’inégalité de Young, 

.
kl kla b

lk
k l

l
l k

k kl

y y
y y y y

a b
     

Donc,  

*

{ \ : 0} { \ : 0} { \ : 0}

.
kl kl

kl kl kl

a b

k
k l k l

k U l U k k U l U k k U l U kkl kl

lA y y y y A
b

y y

a         

             

Il s’ensuit que *ˆ ˆVar( ) Var( )t A A t    et  ˆ ˆE Var ( ) Var( ).C t t     

Si certaines unités ,k l  se trouvent dans des grappes (c’est-à-dire Pr( ) 0),k lI I   ces 

unités doivent être totalisées dans une unité plus grande avant l’estimation. Le regroupement des 

unités aura tendance à réduire le biais de l’estimateur de variance, parce que seules les paires de 

totaux au niveau de la grappe seront incluses dans * ,A  plutôt que toutes les paires constituantes. 
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3.2  Cas particulier simplifié 
 

En général, il serait difficile d’attribuer des valeurs optimales de kla  et klb  à toutes les paires 

,k l  de sorte que 0.kl   Nous examinons donc plutôt un cas intuitif, en attribuant les valeurs 

2kl klba    à toutes les paires : 


2 2

2

{ : 0} { \ : 0}

Cov( , )
ˆVar ( ) .

2 2
kl kl

k l k l k l
C k l k l

k U l U k U l U kkl k l k l

I I y y y y
t I I I I

       

 
         
     

Un cas particulier de  
2ˆ ˆVar ( ), Var ( )C Ct t  est également prudent : 

 

Corollaire 2. La valeur espérée de  2 ˆVar ( ),C t  


2 ˆ ˆE Var ( ) Var( ).C t t     

 

Preuve. Pour toutes les paires ,k l  telles que 0,1 / 1 / 1.kl kl kla b     La proposition 1 est 

par conséquent vérifiée. 
 

La décision de fixer toutes les valeurs à 2kl kla b   est justifiée par le fait que cela donnera 

la valeur la plus faible de l’estimateur  ˆVar ( )C t  sous la contrainte que kla  et klb  soit fixes en tant 

que constantes a  et b  sur tous les , .k l  
 

Corollaire 3. Parmi la classe d’estimateurs  Cab ˆVar ( ),t  définie comme l’ensemble d’estimateurs 

 ˆVar ( )C t  tels que tous les kla a  et tous les  
2 Cab,

ˆ ˆ, Var ( ) min Var ( ) .Ckl a bb b t t      
 

Preuve. Par de simples calculs algébriques, 
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En vertu de l’inégalité de Young, étant donné 2/1 / 1 / 1 / ,, kk k

a b
a ba b y y y     

mais l’égalité doit être vérifiée si 2.a b   De même, 2/ / ,
b

l l l

a
a by y y   mais 

l’égalité doit être vérifiée si 2.a b   Puisque / 0k kI    et / 0,l lI    tout choix a b  

ne peut donner que  
Cab 2ˆ ˆVar ( ) Var ( ).Ct t  

Sachant toutes les valeurs de ky  et ,ly  il est possible de dériver un vecteur optimal des valeurs 

de kla  et klb  qui varient sur , ,k l  mais un tel exercice pourrait ne pas avoir de valeur pratique. 

 
4  Applications 
 

La proposition 1 montre que le biais de l’estimateur de variance de Horvitz-Thompson sous 

non-mesurabilité est 

{ \ : 0}

.
kl

k l
k U l U k

A y y
   

    

Cette expression, conjuguée au fait que *A A  indique clairement que le degré de biais dans 

 ˆVar( )t  et  ˆVar ( )C t  dépend beaucoup du nombre de paires pour lesquelles les probabilités 

d’inclusion sont nulles. Pour les plans pour lesquels ce nombre est faible,  ˆVar( )t  peut fournir un 

estimateur raisonnable et prudent quand ky  est de même signe pour tout ,k  et  ˆVar ( )C t  peut 

fournir un estimateur raisonnable et prudent quand ky  peut prendre des signes différents pour 

certaines valeurs de .k  Un exemple observé fréquemment est celui de l’échantillonnage stratifié 

où, pour une proportion relativement faible de cas, nous avons de petites strates desquelles nous 

ne tirons qu’une seule unité. 

Pour les plans qui aboutissent à de nombreuses paires dont les probabilités d’inclusion sont 

nulles,  ˆVar( )t  et  ˆVar ( )C t  pourraient être exagérément prudents et d’autres estimateurs 

pourraient être préférés sur la base de critères tels que l’erreur quadratique moyenne. Un exemple 

frappant est celui de l’échantillonnage systématique. En effet, Särndal et coll. (1992, page 76) 

suggèrent que, sous échantillonnage systématique, l’estimateur de variance de Horvitz-

Thompson,  ˆVar( ),t  peut donner un « résultat absurde ». L’expression pour A  indique 
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clairement pourquoi il en serait ainsi. Wolter (2007, chapitre 8) montre que des estimateurs 

biaisés plus simples, tels que l’estimateur de variance avec remise (Hansen-Hurwitz), peuvent 

être fiables, si ce n’est légèrement prudents, pour une grande gamme de scénarios de données 

sous échantillonnage systématique avec probabilités égales et avec probabilités proportionnelles à 

la taille (PPT). Néanmoins, l’estimateur avec remise ne tient pas compte adéquatement de la 

variance d’échantillonnage quand la variance du résultat à l’intérieur des grappes de l’échantillon 

systématique est plus faible que la variance entre grappes. Dans de tels cas,  ˆVar( )t  bornerait 

cette variance en espérance quand les résultats sont tous de même signe, et  ˆVar ( )C t  bornerait 

systématiquement cette variance en espérance. Naturellement, il se pourrait encore que le biais 

soit trop grand pour que l’estimateur soit de beaucoup d’utilité, et nous ne suggérons donc pas 

que  ˆVar( )t  et  ˆVar ( )C t  fourniraient une solution complète au problème d’estimation de la 

variance pour l’échantillonnage systématique sous forte corrélation intra-grappe. 

Les résultats des études en simulation peuvent être consultés dans un supplément (à l’adresse 

https://files.nyu.edu/cds2083/public/docs/smj_suppl.pdf). Ils illustrent les propriétés de  ˆVar( )t  et 

 ˆVar ( )C t  comparativement à d’autres options utilisées fréquemment dans des scénarios 

appliqués. Les simulations illustrent des situations dans lesquelles ces estimateurs sont 

préférables aux autres options. Pour l’échantillonnage d’une unité par strate, nous montrons que 

ces estimateurs sont moins biaisés que l’estimateur sur « strate fusionnée » dans une gamme de 

scénarios. Pour l’échantillonnage systématique PPT, ces estimateurs donnent de bons résultats 

quand la population présente une périodicité importante, situation dans laquelle l’estimateur avec 

remise fréquemment utilisé peut présenter un biais négatif important. 

 
5  Conclusion 
 

Nous avons caractérisé de manière précise le biais de l’estimateur de variance de 

Horvitz-Thompson sous des conditions de non-mesurabilité et utilisé cette caractérisation pour 
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élaborer une correction prudente du biais. Ces estimateurs reflètent l’incertitude fondamentale 

inhérente aux plans non mesurables. Comparativement aux méthodes approximatives 

disponibles, ces estimateurs donnent parfois de meilleurs résultats et parfois de moins bons 

résultats dans une perspective pratique. Mais les méthodes approximatives peuvent présenter des 

biais dont on ne peut pas toujours évaluer la grandeur ni le signe. Les estimateurs élaborés dans le 

présent article fournissent par conséquent une mesure informative de la variabilité 

d’échantillonnage avec laquelle les analystes peuvent être d’accord, sans formuler d’hypothèses 

supplémentaires ni ressortir à des méthodes posant le risque d’introduire un biais négatif. Le 

terme de biais, ,A  possède une forme simple qui laisse penser qu’il serait possible de 

perfectionner les estimateurs élaborés ici, ce qui pourrait faire l’objet de futurs travaux de 

recherche. 
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