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Indices de conditionnement et décompositions des variances
pour le diagnostic de la colinéarité dans I’analyse de données
d’enquéte au moyen de modeles linéaires

Dan Liao et Richard Valliant *

Résumé

Les colinéarités entre les variables explicatives des modéles de régression linéaire affectent les estimations fondées sur des
données d’enquéte autant que celles fondées sur des données ne provenant pas d’enquétes. Les effets indésirables sont des
erreurs-types inutilement grandes, des statistiques t faussement faibles ou élevées et des estimations des parameétres de signe
illogique. Les diagnostics de colinéarité disponibles ne conviennent généralement pas pour les données d’enquéte, parce que
les estimateurs de variance qui y sont intégrés ne tiennent pas compte correctement de la stratification, des grappes et des
poids de sondage. Dans le présent article, nous élaborons des indices de conditionnement et des décompositions de variance
pour diagnostiquer les problemes de colinéarité dans des données provenant d’enquétes complexes. Les diagnostics adaptés
sont illustrés au moyen de données provenant d’une enquéte sur les caractéristiques de I’état de santé.

Mots clés :
la variance.

1. Introduction

Lorsque les variables explicatives d’un modele de
régression sont corrélées entre elles, on parle de colinéarité.
Les effets indésirables de cette derniére sont I’obtention
d’erreurs-types inutilement grandes, de statistiques t fausse-
ment faibles ou élevées, et d’estimations des paramétres de
signe illogique ou exagérément sensibles a de faibles
variations des valeurs des données. Dans un plan expéri-
mental, il peut étre possible de créer des situations ou les
variables explicatives sont orthogonales les unes par rapport
aux autres, mais il n’en va pas de méme des données
d’observation. Belsley (1991) a souligné que : [traduction]
« [...] dans les sciences non expérimentales, ..., la colinéarité
est une loi naturelle dans I’ensemble de données résultant
des opérations incontr6lables du mécanisme de création des
données, et est simplement une réalité douloureuse et
inévitable. » Dans de nombreuses enquétes, des données sur
des variables fortement corrélées sont recueillies pour
I’analyse. Peu d’analystes des données d’enquéte échappent
au probléme de la colinéarité dans I’estimation par la
régression, et I’existence de ce probleme complique I’expli-
cation statistique précise des relations entre les variables
explicatives et les réponses.

Alors que de nombreux diagnostics de régression existent
pour les données ne provenant pas d’enquétes, leur nombre
est considérablement plus faible pour les données d’enquéte.
Les quelques articles existants se concentrent sur la détec-
tion des points influents et des groupes influents ayant des
valeurs de données ou de poids de sondage anormaux. Elliot
(2007) a élaboré des méthodes bayésiennes de troncature

Diagnostics pour données d’enquéte ; multicolinéarité ; décomposition en valeurs singuliéres ; inflation de

des poids des estimateurs par la régression linéaire et par la
régression linéaire généralisée sous des plans avec proba-
bilités d’inclusion inégales. Li (2007a, b) et Li et Valliant
(2009, 2011) ont étendu une série de techniques diagnos-
tiques classiques a la régression appliquée a des données
d’enquéte complexes. Leurs articles portent sur les résidus
et les effets leviers, plusieurs diagnostics fondés sur la
suppression de cas (DFBETA, DFBETAS, DFFIT, DFFITS
et distance de Cook) et I’approche pas a pas ascendante
(forward search). Alors que de nombreuses publications de
statistique appliquée offrent des suggestions et des lignes
directrices précieuses pour aider les analystes des données a
diagnostiquer la présence de colinéarité (par exemple,
Belsley, Kuh et Welsch 1980 ; Belsley 1991 ; Farrar et
Glauber 1967 ; Fox 1986 ; Theil 1971), presque aucun de
ces travaux de recherche ne traite des diagnostics de
colinéarité lorsque les modeles sont ajustés en se servant de
données d’enquéte. Un article antérieur portant sur les
problémes de colinéarité dans le contexte des enquétes est
celui de Liao et Valliant (2012) qui ont adapté des facteurs
d’inflation de la variance pour des modeles linéaires ajustés
a des données d’enquéte.

Supposons que le modéle structurel sous-jacent dans la
superpopulation est Y = XB +e. La matrice X est une
matrice de dimensions n x p de variables explicatives ou
n est la taille de I’échantillon; B est un vecteur de di-
mension p x 1 de paramétres. Les termes d’erreur du mo-
déle ont une structure de variance générale e ~ (0, o°R)
ol ¢° est une constante inconnue et R est une matrice de
covariance de dimensions n x n inconnue. Définissons W
comme étant la matrice diagonale des poids de sondage.

1. Dan Liao, RTI International, 701 13" Street, N.W., Suite 750, Washington DC, 20005. Courriel : dliao@rti.org ; Richard Valliant, University of
Michigan et University of Maryland, Joint Program in Survey Methodology, 1218 Lefrak Hall, College Park, MD, 20742.
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Nous supposons dans tout I’exposé que les poids de sondage
sont construits de fagon qu’ils puissent étre utilisés pour
estimer les totaux de population finie. L’estimateur par les
moindres carrés pondérés par les poids de sondage
(MCPPS) est donné par

Bops = (XTWX)TXTWY = ATXTWY,

en supposant que A = X'W™X est inversible. Fuller
(2002) décrit les propriétes de cet estimateur. L’estimateur
Beps €St modélisé sans biais pour B sous le modele Y =
XB +e que Var,(e) = c’R soit spécifiée correctement
ou non, et est approximativement sans biais sous le plan
pour le paramétre de recensement B, = (X, X,) ™" XYy,
dans la population finie U de N unités. Les valeurs de
population finie du vecteur de réponses et de la matrice des
variables explicatives sont Y, = (Y,..,Y,)" et X, =
Xy X)) 00 X, est le vecteur de dimension N x 1 des
valeurs de la covariable k.

La présentation de I’article est la suivante. A la section 2,
nous passons en revue les résultats concernant les nombres
de conditionnement et les décompositions de variance pour
les moindres carrés ordinaires. A la section 3, nous les
étendons afin de les adapter a I’estimation fondée sur des
données d’enquéte. A la section 4, nous donnons certains
exemples numériques des techniques. A la section 5, nous
présentons nos conclusions. Dans la plupart des dérivations,
nous utilisons des calculs fondés sur un modele car les
formes des variances fondées sur un modele sont utiles pour
comprendre les effets de la colinéarité. Cependant, lorsque
nous présentons des décompositions de variance, nous
utilisons des estimateurs justifiés a la fois par un modeéle et
par le plan de sondage.

2. Indices de conditionnement et décompositions
de variance dans I’estimation par les
moindres carrés ordinaires

A la présente section, nous passons briévement en revue
les techniques de diagnostic de la colinéarité dans I’estima-
tion par les moindres carrés ordinaires (MCO) fondées sur
des indices de conditionnement et des décompositions de
variance. A la section 3, nous étendrons ces méthodes au cas
des données d’enquéte complexes.

2.1 Valeurs propres et vecteurs propres de X'X

S’il existe une relation de colinéarité exacte (parfaite)
dans la matrice de données X de dimensions n x p, nous
pouvons trouver un ensemble de valeurs, v = (vy,...,V,),
non nulles, tel que
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VX, +-+V X, =0, ou Xv=0. @

Cependant, en pratique, si la matrice de données ne présente
pas de colinéarité exacte, mais plutét certaines quasi-
dépendances, il est parfois possible de trouver un ou
plusieurs vecteurs non nuls v tels que Xv =a avec
a # 0, mais proche de 0. Ou bien, nous pourrions dire
qu’une quasi-dépendance existe si la longueur du vecteur a,
||a||, estpetite. Pour normaliser le probléme consistant a
trouver I’ensemble de vecteurs v qui rend || a | petite,
nous considérons uniquement les vecteurs v de longueur
unitaire, c’est-a-dire tels que || v | =1. Belsley (1991)
discute du lien des valeurs propres et des vecteurs propres
de XX avec le vecteur normalisé v et || a|. La longueur
minimale || a || est simplement la racine carrée positive de
la plus petite valeur propre de X"X. Le v qui produit le
vecteur a de longueur minimale doit étre le vecteur propre
de X"X qui correspond & la plus petite valeur propre.
Comme il est discuté & la section suivante, les valeurs
propres et les vecteurs propres de X sont reliés & ceux de
XTX et offrent certains avantages lorsque 1’on examine la
colinéarité.

2.2 Décomposition en valeurs singulieres, nombre de
conditionnement et indices de conditionnement

La décomposition en valeurs singulieres (DVS) de la
matrice X est trés étroitement apparentée au systéme
propre de XTX, mais posséde ses propres avantages. La
matrice X de dimensions n x p peut étre décomposée
comme X=UDV', o UTU=V'V=1 et D=
diag(py, ..., 1) est la matrice diagonale des valeurs singu-
lieres (ou valeurs propres) de X. Ici, les trois composantes
de la décomposition sont des matrices trés spéciales, possé-
dant des propriétés hautement exploitables: U est de
dimensions n x p (la méme taille que X) et est a colonnes
orthogonales ; V est de dimensions p x p et est a co-
lonnes et lignes orthogonales ; D est de dimensions p x p,
non négative et diagonale. Belsley et coll. (1980) ont estimé
que laDVS de X offrait plusieurs avantages par rapport au
systtme propre de XTX, tant sur le plan des usages
statistiques que de la complexité des calculs. Pour la
prediction, on se concentre sur X plut6t que sur la matrice a
produit croisé X'X, puisque Y = XB. En outre, les
longueurs || a || des combinaisons linéaires (1) de X qui
sont reliées a la colinéarité sont définies convenablement en
fonction des racines carrées des valeurs propres de X' X,
qui sont les valeurs singuliéres de X. Un deuxieéme élément
a prendre en considération, étant donné la puissance de
calcul actuelle, est que la décomposition en valeurs singu-
lires de X évite le fardeau de calcul supplémentaire lié a la
formation de X'X, une opération qui comprend np’
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sommes et produits non nécessaires, ce qui peut entrainer
une erreur de troncation inutile.

Le nombre de conditionnement de X est défini comme
étant 1K(X) = W / Bmine OU Kpax €0 Win SONt les valeurs
singuliéres maximale et minimale de X. Les indices de
conditionnement sont définis comme m, = p .,/ 1. Plus
W, est proche de zéro, plus X'X s’approche d’une
matrice singuliére. Empiriquement, si une valeur de x ou
1 est supérieure & une valeur seuil de, disons, 10 a 30, deux
colonnes ou plus de X présentent des liens moyens a forts.
L’occurrence simultanée de plusieurs grandes valeurs de n,
est toujours un indice de I’existence de plus d’une quasi-
dépendance.

L’une des questions associées a la DVS est celle de
savoir s’il faut centrer les matrices X autour de leur
moyenne. Marguardt (1980) maintient que le centrage des
observations élimine le mauvais conditionnement non
essentiel. En revanche, Belsley (1984) soutient que le
centrage autour de la moyenne masque habituellement le
role du terme constant dans toute quasi-dépendance
sous-jacente. Un cas type est celui de la régression avec
variables indicatrices. Par exemple, si le sexe est I’'une des
variables indépendantes dans une régression et que la
plupart des cas étudiés sont des hommes (ou des femmes),
la variable indicatrice de sexe peut présenter une forte
colinéarité avec I’ordonnée a I’origine. Les discussions
consécutives a Belsley (1984) illustrent les divergences
d’opinions entre les praticiens (Wood 1984 ; Snee et
Marquardt 1984 ; Cook 1984). Qui plus est, en analyse par
régression linéaire, Wissmann, Toutenburg et Shalabh
(2007) ont découvert que le choix de la catégorie de
référence peut influencer le degré de multicolinéarité avec
les variables indicatrices. Dans le présent article, nous ne
centrons pas les matrices X, mais nous illustrerons I’effet
du choix de la catégorie de référence a la section 4.

Un autre probléme associé au nombre de condition-
nement est qu’il est affecté par I’échelle des mesures x
(Steward 1987). En réduisant I’échelle de toute colonne de
X, le nombre de conditionnement peut étre rendu arbi-
trairement grand. Cette situation est dénommée condition-
nement artificiellement mauvais. Belsley (1991) propose de
modifier I’échelle de chaque colonne de la matrice de plan
X en utilisant la norme euclidienne de chaque colonne
avant de calculer le nombre de conditionnement. Cette
méthode est implémentée dans SAS et dans le progiciel
perturb du logiciel statistique R (Hendrickx 2010). Les deux
logiciels utilisent comme procédure standard la racine carrée
de la moyenne quadratique de chaque colonne pour le
changement d’échelle. Le nombre de conditionnement et les
indices de conditionnement des matrices X mises a
I’échelle sont appelés nombre de conditionnement mis a
I’échelle et indices de conditionnement mis & I’échelle de la
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matrice X. De méme, les proportions découlant de la
décomposition de la variance pertinentes pour la matrice X
mise a I’échelle (dont nous discuterons a la section suivante)
seront appelées proportions de décomposition de la vari-
ance mises a I’échelle.

2.3 Meéthode de décomposition de la variance

Afin d’évaluer la mesure dans laquelle les quasi-
dépendances (c’est-a-dire I’existence d’indices de condi-
tionnement élevés pour X et X'X) dégradent la vari-
ance estimée de chaque coefficient de régression, Belsley
et coll. (1980) ont réinterprété et étendu les travaux de
Silvey (1969) en décomposant la variance d’un coeffi-
cient en une somme de termes associés chacun & une
valeur singuliere. Dans la suite de la présente section,
nous examinons les résultats des moindres carrés ordi-
naire (MCO) sous le modéle E,(Y) =XB et Var,(Y)=
o’l. ou |, est la matrice identité de dimensions n xn.
A la section 3, ces résultats seront étendus aux moindres
carrés pondérés par les poids de sondage. Rappelons que
la matrice de variance-covariance sous le modele de
I’estimateur MCO B =(X"X)'X"Y est Var,(B)=c’
(X"™X)™ En utilisant la décomposition en valeurs
singulieres, X=UDV", Var,,(B) peut s’écrire :

Var,, (B) = o*[(UDVT)T(UDVT)]™ = 6?VD2V" (2)

etle k°® élément diagonal dans Var,, (B) est la variance esti-
mée pour le k® coefficient, B,. En utilisant (2), Var,, (B,)
peut s’exprimer :

~ vz
Var, (B,) = o=, % 3)

M
0l V' = (V) ppe SOt ¢k£ = v/l o =200, et Q=
(D) pup = (VD‘l) (VD™), ol - est le produit (par élé-

ment) de Hadamard. Les proportions de décomposition de la
variance sont données par m; = d; /¢, qui est la
proportion de la variance du k°® coefficient de régression
associée a la j° composante de sa décomposition dans (3).
Désignons la matrice des proportions de décomposition de
la variance par I = (mt;,),,, = Q'Q™", ol Q est la ma-
trice diagonale contenant les sommes de ligne de Q sur la
diagonale principale et des 0 ailleurs.

Si le modeéle est donné par E,, (Y) = XB, Var,(Y) =

o’W™ et que I'on utilise la méthode des moindres carrés
pondérés, alors By = (XTWX)'X"WY et Var,
Byer) = o> (X"WX) ™. La décomposition en (3) est veéri-
fiée avec X = WY2X décomposée comme X = UDV'.
Cependant, dans les applications d’enquéte, la matrice de
covariance de Y ne sera virtuellement jamais o*W™

Statistique Canada, N° 12-001-X au catalogue
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W est la matrice des poids de sondage. La section 3 décrit
le cas plus raisonnable.

Dans la décomposition de la variance (3), toutes choses
etant égales par ailleurs, une faible valeur singuliere p;
peut donner lieu a une grande composante de Var(B,).
Toutefois, si v,; est petit aussi, Var(B,) peut ne pas étre
affecte par une petite valeur ;. Un cas extréme est celui ou
Vi; = 0. Supposons que les k° et j° colonnes de X
appartiennent a des blocs orthogonaux distincts. Soit X =
[X,, X,] avec X]X, =0 et soit les décompositions en
valeurs singulieres de X, et X, données, respectivement,
par X, = U,D,V,| et X, =U,D,,V,, Puisque U, et
U, sont les bases orthogonales pour I’espace couvert par
les colonnes de X, etde X,, respectivement, XX, = 0
implique que U;U, =0 et U =[U,, U,] est a colonnes
orthogonales. La décomposition en valeurs singuliéres de
X estsimplement X = UDU]}, avec

_|by O

>=[% o, @
et

_|Vy O

el e
Donc, V,, =0. Un résultat analogue s’applique

manifestement a tout nombre de sous-groupes mutuellement
orthogonaux. D’ou, si toutes les colonnes de X sont
orthogonales, tous les v,; =0 quand k = j et m,; =0
egalement. Le fait que v,; soit non nul est un signal que les
prédicteurs k et j ne sont pas orthogonaux.

Puisqu’au moins un v,; doit étre non nul dans (3), cela
implique qu’une forte proportion de toute variance peut étre
associée a une grande valeur singuliére, méme en I’absence
de colinéarité. L’approche classique consiste a vérifier un
indice de conditionnement élevé associé a une forte
proportion des variances de deux coefficients ou plus
lorsque I’on fait le diagnostic de colinéarité, puisqu’il faut
qu’au moins deux colonnes de X entrent en jeu pour
produire une quasi-dépendance. Belsley et coll. (1980) ont
proposé de montrer la matrice IT et les indices de
conditionnement de X dans un tableau de décomposition
de la variance tel que celui qui suit. Si deux éléments ou
plus de la j° ligne de la matrice IT sont relativement
grands et que son indice de conditionnement m; associé est
grand également, le signal est que des quasi-dépendances
influencent les estimations par la régression.

Indice de Proportions de la variance
conditionnement Vary, (B;) Vary (B,) Vary (B,)
Ui 11 T12 Tip
N2 T 22 T2p
Mp Tpt Tpo . Top
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3. Adaptation aux moindres carrés pondérés par
les poids de sondage

3.1 Indices de conditionnement et proportions de
décomposition de la variance

Dans le cas des moindres carrés pondérés par les poids de
sondage (MCPPS), nous sommes davantage intéressés par
les relations de colinéarité entre les colonnes de la matrice
X = WY2X qu’entre celles de X, puisque Bppg = (X'
X)'XY. Définissons la décomposition en valeurs singu-
ligres de X comme étant X = UDV', oul les matrices U,
V et D différent habituellement de celles de X, en raison
des poids de sondage inégaux.

Le nombre de conditionnement de X est défini comme
étant 1<(X) = o / Wy OU Wy, € p sONt les valeurs
singuliéres maximale et minimale de X. Le nombre de
conditionnement de X est également différent du nombre
de conditionnement de la matrice de données X en raison
des poids de sondage inégaux. Les indices de condition-
nement sont définis comme

Nk = “max/“k’ k = l,..., p (6)
ol p, est I'une des valeurs singuligres de X. Les indices
de conditionnement et les nombres de conditionnement mis
a I’échelle sont les indices de conditionnement et les
nombres de conditionnement de la matrice X mise a
I’échelle.

Basé sur les extrémums du ratio des formes quadratiques
(Lin 1984), le nombre de conditionnement k(X) est borné
dans I’intervalle :

Wl/_z 5 W1/2
—5- k(X) < k(X) < 7 «(X), @)
max min

ou w,, et w., sont les poids de sondage minimal et
maximal. Cette expression indique que, si les poids de
sondage ne varient pas trop, le nombre de conditionnement
dans les MCPPS ressemble & celui dans les MCO. En
revanche, pour un échantillon présentant une grande gamme
de poids de sondage, le nombre de conditionnement peut
étre tres différent dans les MCPPS et les MCO. Quand le
nombre de conditionnement des MCPPS est grand, il se
peut que celui des MCO ne le soit pas. Dans le cas d’une
dépendance linéaire exacte entre les colonnes de X, les
colonnes de X seront également linéairement dépendantes.
Dans ce cas extréme, au moins une valeur propre de X sera
nulle, et «(X) et «(X) seront toutes deux infinies. Comme
dans les MCO, de grandes valeurs de k ou de n,, égales
ou supérieures a 10, peuvent indiquer qu’il existe des
dépendances moyennes a fortes entre deux colonnes ou plus
de X.
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La variance sous le modéle de I’estimateur MCPPS des
paramétres sous un modele avec Var, (e) = c°R est
donnée par :

Var,, (BPPS) = 6° (XTWX) ™ XTWRWX(XTWX)™*
=6’ (X"X)G, 8)
ou
G = (95) pup = X" WRWX(XTWX)™ 9)

est la matrice d’effet de spécification incorrecte (EFFSI) qui
représente le facteur d’inflation nécessaire pour corriger les
résultats standard afin de tenir compte de I’effet de la
corrélation intra-grappe dans les données d’enquéte en
grappes et du fait que Var, (e) = c°R et non W™
(Scott et Holt 1982).

En utilisant la décomposition en valeurs singuliéres de
X, nous pouvons réécrire Var,, (Bpps) sous la forme

Var,, (Beps) = 62VD2V'G. (10)

Le k® élément diagonal dans Var,, (ﬁpps) est la vari-
ance estimée du k° coefficient, B,. En utilisant (10), on
peut exprimer Var,, (B,) comme :

Ay 2vp Vi
Vary (By) = 6" Zi — Ay (11)

Hj
ol Ay = TR0 Si R=W™ alors G =1, &=V,
et (11) se réduit a (3). Cependant, la situation est plus
compliquée quand G n’est pas la matrice identité, c’est-a-
dire quand le plan de sondage complexe affecte la variance
d’un coefficient de régression estimé. Si les variables
explicatives k et j sont orthogonales, v, =0 pour
k = j et, dans (11), la variance dépend uniquement de la
k® valeur singuliére et n’est pas affectée par les g; qui ne
sont pas nuls. Si la variable explicative k et plusieurs
variables explicatives j ne sont pas orthogonales, A
recoit la contribution de tous ces vecteurs propres, et des
éléments hors diagonale de la matrice EFFSI, G. Le terme
A,; mesure alors a la fois la non-orthogonalité des x et les

effets du plan de sondage complexe.

Par conséquent, nous pouvons définir des proportions de
décomposition de la variance analogues a celles obtenues
pour les MCO, mais leur interprétation est moins facile. Soit
O = Vighyg /1, 0= 250 et Q = (9g)p.p= (VD) -
(V'G)". Les proportions de décomposition de la variance
sont my = by / ¢, qui représentent la proportion de la
variance du k°® coefficient de régression associé a la j°
composante de sa décomposition dans (11). Désignons la
matrice des proportions de décomposition de la variance par

IT= (njk)pxp =Q'Q™, (12)
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oll Q est la matrice diagonale qui contient les sommes de
ligne de Q sur la diagonale principale et des 0 ailleurs.
L’interprétation des proportions dans (12) n’est pas aussi
catégorique que pour les MCO en raison de I’effet de la
matrice EFFSI. A la section 3.2, nous discutons plus en
détail de I’interprétation dans le contexte de I’échantillon-
nage en grappes stratifié.

Comme pour la méthode de régression par les MCO, on
peut créer un tableau de décomposition de la variance
semblable a celui qui figure a la fin de la section 2. Si deux
variables indépendantes ou plus sont colinéaires (ou « quasi
dépendantes »), une valeur singuliére devrait faire une
contribution importante a la variance des estimations du
paramétre associées a ces variables. Par exemple, le fait que
les proportions 74, et my, pour les variances de Bppg, et de
Bers, Sont grandes indique que la contribution de la
troisieme valeur singuliere aux deux variances est impor-
tante et que les premiére et deuxiéme variables indépen-
dantes de la régression sont, dans une certaine mesure,
colinéaires. Comme il est montré a la section 2.3, quand les
k® et j° colonnes de X sont orthogonales, vy =0 etla
proportion de décomposition de la j° valeur singuliére n i
sur Var(B,) seraégaleaO.

Plusieurs cas particuliers méritent d’étre mentionnés. Si
R = W™ comme il est supposé dans les moindres carrés
pondérés (MCP), alors G = 1. La décomposition de la
variance en (11) est de la méme forme que I’expression (2)
pour les MCO. Cependant, il serait inhabituel que
R = W™ dans des données d’enquéte puisque les poids de
sondage ne sont généralement pas calculés en se fondant sur
la structure de variance d’un modele. Notons que V reste
différente de celle pour les MCO et est une composante de
la décomposition en valeurs singuliéres de X au lieu de X.
Un autre exemple est celui o R =1 et ou les poids de
sondage sont égaux, auquel cas on peut utiliser les résultats
des MCO. Cependant, si les poids de sondage sont inégaux,
méme quand R =1, la décomposition de la variance
donnée par (11) est différente de celle donnée par (2) dans
les MCO, puisque G = 1. A la section suivante, nous
examinons certains modeles spéciaux qui tiennent compte
des caractéristiques de la population, telles que les grappes
et les strates, pour estimer cette décomposition de la
variance.

3.2 Décomposition de la variance pour un modele
avec mise en grappes stratifiée

La variance sous le modéle de ﬁpps dans (8) contient la
matrice R inconnue qu’il faut estimer. A la présente
section, nous présentons un estimateur de PBpps approprié
pour un modele avec mise en grappes stratifiée. L’estima-
teur de variance posséde une justification sous le modele
ainsi que sous le plan. Supposons que, dans un plan
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d’échantillonnage stratifié a plusieurs degrés, il existe des

strates h=1,..,H dans la population, des grappes
i =1,..,N, dans la strate h et des unités t =1,..., M,
dans la grappe hi. Nous sélectionnons les grappes
i =1,..,n, dans lastrate h etlesunités t = 1,..., m,; dans

la grappe hi. Désignons I’ensemble de grappes échan-
tillonnées dans la strate h par s, et I’échantillon d’unités
dans la grappe hi par s,. Le nombre total d’unités
échantillonnées dans la strate h est m, = ¥;_, m;, et le
nombre total dans I’échantillon est m = 3{' m,. Sup-
posons que les grappes sont sélectionnées avec des proba-
bilités variables et avec remise dans les strates et indépen-
damment entre les strates. Le modele que nous considérons
est:

En (Yhie) = XiB
h=1..,H i=1.,N, t=1..,M,
Covy (&pips &ni) = 0
ol gy =Yy — XpBy 02T
Covy, (&pips Epiw) =0 h =N (13)

Nous supposons que les unités sont corrélées dans chaque
grappe, mais il n’est pas nécessaire ici de spécifier la forme
particuliere des covariances pour I’analyse. L’estimateur
Beps du parametre de régression peut s’écrire :

ﬁpps = Z Z(XTX)ilXEiWhiYhi (14)

h=1 ies,

ou X, est la matrice de dimensions m,; x p des covari-
ables pour les unités échantillonnées dans la grappe hi,
W, = diag(w,), t € s, estla matrice diagonale des poids
de sondage pour les unités dans la grappe hi et Y,; est le
vecteur de dimension m,; x 1 des variables réponses dans la
grappe hi. La variance sous le modéle de Bppg est:

Vary, (Bees) = (XTX) "Gy (15)
ou
H
— T T 7\-1
Gst - |:z thi Whi Rhi Whi Xh|:|(X X)
h=1 ies,
H o~ ~
= {ZXE W, RhWhXh:|(XTX)1 (16)
h=1
avec Ry = Var, (Y,), W, =diag(W,;), e R, =

Blkdiag(R ), W, = diag(Wi;), X[ = (X[, X[ X7, )

i s, L’expression (16) est un cas particulier de (9) avec
XT=(X],X],..., X};), ou X, estla matrice de dimen-
sions m, x p des covariables pour les unités échantillonnées
dans la strate h, W =diag(W,;), pour h=1,..,H et
i €s, et R = Blkdiag(R,,).
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En nous inspirant du développement présenté dans Scott
et Holt (1982 section 4), nous pouvons réécrire la matrice
EFFSI, G, pour un cas particulier de R, de fagon qu’il
soit plus facile de comprendre les proportlons de décompo-
sition dans (12). Considérons le cas particulier de (13) avec

Covy (ey) = o’(1-p) I, +o’pl, 17
ou I, estla matrice identité de dimensions my; x m,; et
1, est un vecteur de my; valeurs 1. Dans ce cas,

Xp Wy Ry W, X, = (1 p) Xy W X,

+p Z My X Wi X

iesy,

ol Xgy = my'1, 17 X, Supposons que I"échantillon est
autopondéré, de sorte que W, = wl n. Aprés certaines
simplifications, il s’ensuit que

st = W[Ip +(M - Ip)p]

ou I, est la matrice identité de dimensions p x p et M =
(S Sics, My X X ) (XTWX) ™ Dong, si I’échantillon
est autopondéré et que p est tres petit, alors Gy ~ wl
Var,, (ﬁpps) dans (15) sera approximativement la meme
que la variance sous MCO. S’il en est ainsi, les proportions
de décomposition de la variance sous MCPPS seront com-
parables aux proportions sous MCO. Dans les problémes de
régression, p est souvent petit, puisqu’il s’agit de la
corrélation des erreurs, &, = Y,;, — X, B, pour différentes
unités plutét que pour les Y,,. Cela tient au fait que les
effets de plan sont souvent plus faibles pour les coefficients
de régression gque pour les moyennes — phénomene qui a été
constaté pour la premiére fois par Kish et Frankel (1974).
Dans les applications ou p est plus grand, les proportions
de décomposition de la variance dans (12) demeurent utiles
pour déceler la colinéarité, méme si les écarts par rapport a
I’hypothese d’indépendance des termes d’erreur du modéle
ont un effet sur elles.

Représentons les résidus au niveau de la grappe comme
un vecteur, e, = Y, — X, Bpps. L’estimateur de (15) que
nous avons considéré découlait au départ de considérations
fondées sur le plan de sondage. Un estimateur par linéari-
sation, approprié quand les grappes sont sélectionnées avec
remise, est donné par

var, (Bes) = (X'X)* G, 17)
avec I’effet de spécification incorrecte estimé comme étant
G, = (gij)pxp =

H

~Z)(zy - 7)) |(XTX)7, (18)

h=1 - |esh
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< =% _ * * T _
ol Zy=1/n, Yz et_ Zn= XhiWhiehi avec ey =
Yii — X,iBeps: €t la matrice de variance-covariance R
peut étre estimée par

~ H n . 1
R = Zh=1r1h—h—1 Blkdiag(e,ef;) — Eehez}.

L’expression (17) est utilisée, entre autres, dans les
progiciels Stata et SUDAAN. L’estimateur var, (Bpps) est
convergent et approximativement sans biais sous un plan ol
les grappes sont sélectionnées avec remise (Fuller 2002).
L’estimateur donné par (17) est également un estimateur
approximativement sans biais sous le modeéle de (15) (voir
Liao 2010). Puisque I’estimateur var, (Bpps) e€st aussi
disponible dans les progiciels, nous I'utiliserons dans les
travaux empiriques présentés a la section 4.

En partant de I’expression (12) dérivée a la section 2, on
peut écrire la matrice des proportions de décomposition de
la variance II pour var, (Bpes) sous la forme

I = (chk)pxp = Q-II: Q[1 (19)

avec Q, = () pp = (VD) (V'G)" et Q, est la
matrice diagonale contenant les sommes de ligne de Q, sur
la diagonale principale et des zéros ailleurs.

4. Exemples numériques

A la présente section, nous illustrons les mesures de
colinéarité décrites a la section 3 et examinons leur compor-
tement en utilisant des données sur I’apport alimentaire pro-
venant de la National Health and Nutrition Examination
Survey (NHANES) de 2007-2008.

4.1 Description des données

Les données sur I’apport alimentaire sont utilisées pour
estimer les types et les quantités d’aliments et de boissons
consommés durant la période de 24 heures (de minuit a
minuit) qui précéde I’entrevue, et pour estimer les apports
d’énergie, de nutriments et d’autres composantes alimen-
taires provenant de ces aliments et boissons. La NHANES
est réalisée selon un plan d’échantillonnage probabiliste
complexe a plusieurs degrés; certains sous-groupes de
population sont suréchantillonnés afin d’accroitre la fiabilité
et la précision des estimations des indicateurs de I’état de
santé pour ces groupes. Parmi les personnes qui ont répondu
a I’interview sur place au centre d’examen mobile (CEM),
environ 94 % ont fourni des renseignements complets sur
les apports alimentaires. Les poids de sondage ont été
construits en prenant les poids d’échantillon ajustés pour le
CEM et en les rajustant en outre pour tenir compte de la
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non-réponse supplémentaire et de la différence de répar-
tition selon le jour de la semaine pour la collecte des
données sur les apports alimentaires. Ces poids sont plus
variables que les poids produits pour le CEM. Le jeu de
données utilisé dans notre étude est un sous-ensemble des
données de 2007-2008 composé de femmes de 26 a 40 ans
ayant répondu a I’enquéte. Les observations comportant des
valeurs manquantes pour les variables choisies ont été
exclues de I’échantillon qui, en bout de ligne, contient 672
réponses complétes. Les poids finaux dans notre échantillon
varient de 6 028 & 330 067, avec un ratio de 55 pour 1. Le
National Center for Health Statistics des Etats-Unis
recommande que le plan de sélection de I’échantillon s’ap-
proche de la sélection stratifiée avec remise de 32 UPE dans
16 strates, avec 2 UPE dans chaque strate.

4.2 Premiére étude : covariables corrélées

Dans une premiére étude empirique, nous avons
considéré un modéle de régression linéaire de I’indice de
masse corporelle (IMC) des participants a I’enquéte. Les
variables explicatives utilisées comprennent deux variables
démographiques, I’age et la race (Noir, non-Noir) de la
personne, quatre variables binaires indiquant si la personne
suit tout régime spécial, un régime pauvre en calories, un
régime pauvre en lipides et un régime pauvre en glucides (la
valeur est 1 si la personne suit le régime en question, et 0
autrement), et dix variables d’apport nutritionnel total
quotidien, qui sont les quantités totales de calories
(100 kcal), de protéines (100 g), de glucides (100 g), de
sucre (100g), de fibres alimentaires (100 g), d’alcool
(100 g), de lipides totaux (100 g), d’acides gras saturés
(100 g), d’acides gras monoinsaturés (100 g) et d’acides
gras polyinsaturés (100 g). Les coefficients de corrélation
entre ces variables sont présentés au tableau 2. Notons que
les corrélations entre les variables d’apport nutritionnel total
quotidien sont souvent grandes. Par exemple, les corréla-
tions de I’apport total de lipides avec les apports totaux
d’acides gras saturés, d’acides gras monoinsaturés et
d’acides gras polyinsaturés sont de 0,85, 0,97 et 0,93.

Trois types de régression ont été spécifiés pour I’échan-
tillon sélectionné afin de faire la démonstration des dif-
férents diagnostics. Des renseignements plus détaillés au
sujet de ces trois types de régression et de leurs statistiques
diagnostiques sont présentés au tableau 1.

TYPEL: Régression par les moindres carrés ordinaires
(MCO) avec estimation de o?; les statistiques diagnos-
tiques sont obtenues par les méthodes classiques passées en
revue a la section 2 ;

TYPE2: Régression par les moindres carrés pondérés
(MCP) avec estimation de o et en supposant que R =
W; les indices de conditionnement mis & I’échelle sont
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estimés en utilisant (6) et les proportions de décomposition
de la variance mises a I’échelle sont estimées en utilisant
(12). Avec R = W™, elles correspondent aux décomposi-
tions de la variance produites par les progiciels standard en
utilisant la méthode MCP et en spécifiant que les poids sont
les poids de sondage ;

TYPE3: Régression par les moindres carrés pondérés par
les poids de sondage (MCPPS) avec estimation de R; les
indices de conditionnement mis a I’échelle sont estimés en
utilisant (6) ; les proportions de décomposition de la vari-
ance mises a I’échelle sont estimées en utilisant (12).

Les statistiques diagnostiques de ces régressions, y
compris les indices de conditionnement et les proportions de
décomposition de la variance mis a I’échelle, sont pré-
sentées aux tableaux 3, 4 et 5, respectivement. Pour rendre
le tableau plus lisible, seules les proportions supérieures a
0,3 sont présentées. Les proportions inférieures a 0,3 sont
représentées par des points. Soulignons que, dans la
décomposition (12), certains termes peuvent étre négatifs,
de sorte que certaines « proportions » peuvent étre supé-
rieures a 1. Cela se produit dans cing cas au tableau 5. Selon
Belsley et coll. (1980), un indice de conditionnement de 10
indique que la colinéarité a un effet modéré sur les erreurs-
types ; un indice de 100 indiquerait un effet important. Dans
la présente étude, nous considérons qu’une valeur de
I’indice de conditionnement mis a I’échelle supérieure a dix
est assez grande et qu’une valeur supérieure a 30 est grande
et remarquable. En outre, les grandes proportions de dé-
composition de la variance mises a I’échelle (supérieures a
0,3) associées a chagque grand indice de conditionnement

Tableau 1

mis a I’échelle sont utilisées pour repérer les variables
touchées par une quasi-dépendance. La corrélation intra-
grappe des résidus est présentée & la derniére ligne du
tableau 6 sous la colonne intitulée « Modéle original ». Dans
le modele utilisé pour les tableaux 3 a 5, p =0,0366 tel
qu’il est estimé d’aprés un modéle avec effets aléatoires
pour les grappes. Comme nous I’avons mentionné a la sec-
tion 3.2, quand p est petit et que I’échantillon est auto-
pondéré, les proportions de décomposition sous MCPPS
peuvent étre interprétées de la méme facon que celles sous
MCO. Bien que I’échantillon de la NHANES ne soit pas
équipondéré, p est petit dans cet exemple et les proportions
de décomposition devraient encore fournir des renseigne-
ments utiles.

Dans les tableaux 3, 4 et 5, les méthodes de régression
pondérées MCP et MCPPS utilisent la matrice de données
pondérées par les poids de sondage X pour obtenir les
indices de conditionnement, tandis que la méthode de
régression non pondérée, MCO, utilise la matrice de
données X. La valeur la plus grande de I’indice de
conditionnement mis a I’échelle pour les méthodes MCP et
MCPPS est de 566, c’est-a-dire une valeur un peu plus
faible que celle de 581 pour les MCO. Ces deux valeurs sont
nettement plus grandes que 30 et indiquent donc une
quasi-dépendance importante entre les variables explicatives
dans les trois modeles de régression. Des nombres de
conditionnement d’une telle grandeur impliquent que
I’inverse de la matrice de plan, X"WX, peut étre numéri-
quement instable, c’est-a-dire que des faibles variations dans
les données x pourraient entrainer des variations impor-
tantes dans les éléments de I’inverse.

Modeles de régression et leurs statistiques de diagnostic de la colinéarité utilisés dans cette premiere étude expérimentale

Type Meéthode Matrice var(f&) var(ﬁk) Matrice pour Proportion =
de des poids les indices de de décomposition

régression ~ W? conditionnement” de la variance

~2 T -1 T

TYPE1L MCO | 67 (X" X) 22" zm . X' X u2kJ /2" zzkj

Hj Hj Hj

TYPE2Z  MCP W &(XTwX) oiss Y o XTWX Yag 5o Ui

7 2 =12

K K Hj

TYPE3 MCPPS W 62(XTWX)_1XTW|QWX(XTWX)'1 u2k12|p:1§|kuzu . XTWX

- H
R :Zh=1

{Blkdlag(emeh,) - —e.e }
- h

25p
X,

b A
ZkJ |-1g|k 2ij / Ep UZKjEI:IQIKUZIJ
2 =1 2
Hj Wi Hj

® o o T

unitaire de la matrice de I’effet de spécification incorrecte G.
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Dans tous les modeles de régression, les parametres sont estimés par :
Les valeurs propres de cette matrice sont utilisées pour calculer les indices de conditionnement pour le modéle de régression correspondant.
Les termes u,,; et p; proviennent de la décomposition en valeurs singuliéres de la matrice des données X.

Les termes u,,; et p,; proviennent de la décomposition en valeurs singuliéres de la matrice des données pondérées X =

B = (XTWX) X" WY.

WllZX.

Les termes u,; et p; proviennent de la décomposition en valeurs singuliéres de la matrice de données pondérées X. Le terme §, est I’élément



Techniques d’enquéte, décembre 2012

213

Tableau 2
Matrice des coefficients de corrélation de la matrice de données X
Age Race Tout Régime Régime Régime Calories Protéines  Glucides Sucre Fibres Alcool Lipides Lipides Lipides Lipides
noire régime pauvre pauvre pauvre totaux saturés  mono. poly.
en en en
calories lipides glucides®
Age 1
Race noire » 1
Tout régime . . 1
Régime pauvre en . . 0,87 °¢ 1
calories
Régime pauvre en . . . . 1
lipides
Régime pauvre en 1
glucides
Calories 1
Protéines 0,75 1
Glucides 0,84 0,45 1
Sucre 0,58 . 0,84 1
Fibres 0,57 0,52 0,54 1
Alcool . . . . 1
Lipides totaux 0,86 0,72 0,54 0,48 . 1
Lipides sat.® 0,74 0,56 0,47 0,46 . 0,85 1
Lipides mono.® 0,83 0,68 0,51 0,46 . 0,97 0,82 1
Lipides poly.f 0,81 0,71 0,51 0,43 . 0,93 0,63 0,87 1
@ Glucides.
b Coefficients de corrélation inférieur & 0,3 sont omises dans ce tableau.
¢ Coefficients de corrélation plus grand que 0,3 sont mises en italique dans ce tableau.
4 Acides gras saturés totaux.
¢ Acides gras monoinsaturés totaux.
' Acides gras polyinsaturés totaux.
Tableau 3
Indices de conditionnement et proportions de décomposition de la variance mis a I’échelle : utilisation de TYPE1 : MCO
Proportion mise a I’échelle de la variance de
Indice de Ordonnée age race noire tout régime régime régime régime calories protéines
conditionnement al’origine pauvre en pauvre en pauvre en
mis a I’échelle calories lipides glucides
1 .a
2 .
3 0,574
3 . .
3 . 0,379
4 0,794 .
5 .
6
8
9 . .
11 0,842 0,820
12 . .
22
26 . .
38 0,970 0,960
157 . . . .
581 0,993 0,966
Indice de Glucides Sucre Fibres Alcool Lipides Lipides Lipides Lipides
conditionnement alimentaires totaux sat. mono.* poly.¢
mis a I’échelle
1
2
3
3
3
4
5
6
8
9
11
12
22 . .
26 . 0,633
38 . . . . .
157 . . . 0,304 0,866 0,890 0,904
581 0,988 0,482 0,986 0,696 .

Les proportions de décomposition de la variance mises a I’échelle plus petites que 0,3 sont omises dans ce tableau.

a
b Acides gras saturés totaux.

¢ Acides gras monoinsaturés totaux.
4 Acides gras polyinsaturés totaux.
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Tableau 4
Indices de conditionnement et proportions de décomposition de la variance mis a I’échelle : utilisation de TYPE2 : MCP

Proportion mise a I’échelle de la variance de

Indice de Ordonnée age race noire tout régime régime régime régime calories protéines
conditionnement a l’origine pauvre en pauvre en pauvre en
mis a I’échelle calories lipides glucides

0,609

. 0,347
0,711 .

O~NUBEWWWN -

1 : : : 0,902 0,878

37 0,959 0,940
165 . . . . . . . . .
566 . . . . . . . 0,992 0,963

Indice de Glucides Sucre Fibres Alcool Lipides Lipides Lipides Lipides
conditionnement alimentaires totaux sat.’ mono.® poly.®
mis a I’échelle

O~NUO B WWWN -

26 : 0,630

165 . . . . 0,342 0,871 0,909 0,919
566 0,987 . 0,486 0,981 0,658 . . .

2 Les proportions de décomposition de la variance mises a I’échelle plus petites que 0,3 sont omises dans ce tableau.

b Acides gras saturés totaux.

Acides gras monoinsaturés totaux.

Acides gras polyinsaturés totaux.

Tableau 5
Indices de conditionnement et proportions de décomposition de la variance mis a I’échelle : utilisation de TYPE3 : MCPPS

Proportion mise a I’échelle de la variance de

Indice de Ordonnée age race noire tout régime régime régime régime calories protéines
conditionnement al’origine pauvre en pauvre en pauvre en
mis a I’échelle calories lipides glucides

a

0,717 1,278 0,553 .
. . . 0,697

O~NOABRWWWN -

0,766 1,686 0,461

165 . . . . . . . . .
566 0,318 . . . . . . 1,095 1,190
Les proportions de décomposition de la variance mises a I’échelle plus petites que 0,3 sont omises dans ce tableau.

Acides gras saturés totaux.

¢ Acides gras monoinsaturés totaux.

4 Acides gras polyinsaturés totaux.

a
b
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Tableau 5 (suite)
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Indices de conditionnement et proportions de décomposition de la variance mis a I’échelle : utilisation de TYPE3 : MCPPS

Indice de Glucides Sucre Fibres Alcool

Lipides Lipides Lipides Lipides

conditionnement alimentaires totaux sat.? mono.* poly.?
mis a I’échelle
1
2
3
3
3
4
5
7
8
10
11
13
21 . .
26 . 0,379
37 . . . .
165 . . . . . 0,651 0,749 0,615
566 1,008 1,509 0,740 1,036 0,805 0,486 0,390

Acides gras saturés totaux.
Acides gras monoinsaturés totaux.
Acides gras polyinsaturés totaux.

o o o o

Les valeurs des proportions de décomposition sous les
MCO et les MCP sont trés semblables et aboutissent a la
détermination des mémes variables explicatives comme
étant éventuellement colinéaires. Les resultats pour les
MCPPS différent quelque peu, comme il est illustré plus
bas. Dans le cas des MCO et des MCP, six variables d’ap-
port alimentaire total quotidien— calories, protéines,
glucides, alcool, fibres alimentaires et liquides totaux —
interviennent dans la quasi-dépendance dominante qui est
associée a I’indice de conditionnement mis a I’échelle le
plus grand. Quatre variables d’apport quotidien de lipides —
lipides totaux, acides gras saturés totaux, acides gras
monoinsaturés totaux et acides gras polyinsaturés totaux —
interviennent dans la quasi-dépendance secondaire qui est
associée au deuxieme plus grand indice de conditionnement
mis a I’échelle. Les trois tableaux montrent aussi une
quasi-dépendance modérée entre I’ordonnée a I’origine et
I’age. L’indice de conditionnement mis a I’échelle associé
est égal a 38 pour les MCO, et a 37 pour les MCP et les
MCPPS. Cependant, lorsque I’on utilise les MCPPS, le
sucre, les acides gras saturés totaux et les acides gras
polyinsaturés totaux semblent également intervenir dans la
quasi-dépendance dominante comme le montre le tableau 5.
Par ailleurs, seulement trois variables d’apport quotidien de
lipides — acides gras saturés totaux, acides gras monoinsa-
turés totaux et acides gras polyinsaturés totaux —
interviennent dans la quasi-dépendance secondaire associée
au deuxiéme plus grand indice de conditionnement mis a
I’échelle. Donc, lorsqu’on utilise les MCO ou les MCP,
I’effet de la quasi-dépendance entre le sucre, les acides gras
saturés totaux, les acides gras polyinsaturés totaux et les six
variables d’apport nutritionnel total quotidien n’est pas aussi
prononcé que dans le cas des MCPPS. Si I'on utilise les

Les proportions de décomposition de la variance mises a I’échelle plus petites que 0,3 sont omises dans ce tableau.

diagnostics conventionnels des MCO ou des MCP pour les
MCPPS, on pourrait laisser passer cette quasi-dépendance.

Au lieu dutiliser les indices de conditionnement et la
méthode de décomposition de la variance mis a I’échelle
(dans les tableaux 3, 4 et 5), un analyste pourrait essayer de
déceler les colinéarités en examinant la matrice des
coefficients de corrélation non pondérés au tableau 2. Méme
si la matrice des coefficients de corrélation montre que
presque toutes les variables d’apport alimentaire total
quotidien sont fortement ou moyennement corrélées par
paires, elle ne peut pas étre employée pour déceler fiable-
ment les quasi-dépendances entre ces variables quand elles
sont utilisées dans une régression. Par exemple, le coef-
ficient de corrélation entre « tout régime » et «un régime
pauvre en calories » est assez grand (0,73). Cette quasi-
dépendance est associée a un indice de conditionnement mis
a I’échelle de 11 (supérieur & 10, mais inférieur au seuil de
30) dans le cas des MCO et des MCP (présentés aux
tableaux 3 et 4) et a un indice de conditionnement mis a
I’échelle égal a 2 (inférieur a 10) dans le cas des MCPPS
(présenté au tableau 5). L effet de cette quasi-dépendance ne
semble pas étre tres nuisible quelle que soit la méthode de
régression utilisée. Par ailleurs, I’alcool est faiblement corré-
Ié & toutes les variables d’apport nutritionnel total quotidien,
mais intervient fortement dans la quasi-dépendance domi-
nante présentée a la derniére ligne des tableaux 3 a 5.

Aprés avoir diagnostiqué les profils de colinéarité, la
correction ordinaire consisterait & éliminer les variables
corrélées, a réajuster le modele et a réexaminer les erreurs
types, les mesures de colinéarité et d’autres diagnostics. Il
est conseillé d’omettre les X une a la fois en raison des
interactions éventuellement complexes entre les variables
explicatives. Dans le présent exemple, si I’apport total de
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lipides est I’'une des variables clés que I’analyste estime
devoir garder, le sucre pourrait étre abandonné pour
commencer, suivi par les protéines, les calories, I’alcool, les
glucides, les lipides totaux, les fibres alimentaires, les acides
gras monoinsaturés totaux, les acides gras polyinsaturés
totaux et les acides gras saturés totaux. D’autres remeédes
contre la colinéarité pourraient comprendre la transforma-
tion des données ou I’utilisation de techniques spécialisées,
telles que la régression ridge et la modélisation bayésienne
mixte, qui requierent de I’information (a priori) supplé-
mentaire qui dépasse le cadre de la plupart des travaux de
recherche et des évaluations.

Pour démontrer comment les diagnostics de colinéarité
peuvent améliorer les résultats de régression dans le présent
exemple, le tableau 6 représente les résultats de I’analyse de
régression par les MCPPS des modéles originaux contenant
toutes les variables explicatives et d’un modéle réduit
contenant un moins grand nombre de ces variables. Dans le
modele réduit, toutes les variables d’apport alimentaire sont
éliminées sauf I’apport de lipides totaux. Apres réduction du
nombre de variables corrélées posant probleme, I’erreur-
type de I’apport de lipides totaux n’est plus que le 46° de son
erreur-type dans le modele original. L’apport de lipides

Tableau 6
Résultat de I’analyse de régression en utilisant TYPE3 : MCPPS

Liao et Valliant : Indices de conditionnement et décompositions des variances pour le diagnostic de la colinéarité

totaux devient significatif dans le modéle réduit. La
réduction du nombre de variables corrélées semble avoir
amélioré considérablement I’exactitude de I’estimation de
I’effet de I’apport de lipides totaux sur I’IMC. Notons que
les diagnostics de colinéarité ne fournissent pas une voie
unique vers un modele final. Le choix des variables expli-
catives particulieres qui doivent étre éliminées ou retenues
peut varier selon I’analyste.

4.3 Deuxieme étude : niveau de référence pour des
variables catégoriques

Comme nous I’avons mentionné plus haut, lorsqu’on
utilise des données ne provenant pas d’une enquéte, les
variables indicatrices peuvent aussi jouer un role important
en tant que source éventuelle de colinéarité. Le choix du
niveau de référence pour une variable catégorique peut avoir
une incidence sur le degré de colinéarité des données. Plus
précisément, choisir comme référence une catégorie dont la
fréquence est faible et omettre ce niveau pour ajuster le
modele peut donner lieu & une colinéarité avec le terme
d’ordonnée a I’origine. Ce phénoméne se transpose a I’ana-
lyse des données d’enquéte comme nous allons I’illustrer.

Modéle original

Modéle réduit

Variable Coefficient E.-T? Coefficient E.-T.
Ordonnée a I’origine 24,14%%*P 2,77 24,20%** 2,69
Age 0,06 0,08 0,06 0,08
Race noire 3,19%** 1,04 3,67*** 0,98
Tout régime® 1,79 1,52 1,28 1,80
Régime faible en calories 4,09** 1,50 4,59** 1,69
Régime faible en lipides 3,67 2,86 3,87 3,76
Régime faible en glucides 0,46 3,51 0,87 3,86
Calories -0,88 2,36

Protéines 7,05 9,59

Glucides 3,69 9,62

Sucre -0,31 1,11

Fibres alimentaires -14,52* 5,89

Alcool 2,09 16,47

Lipides totaux 29,34 31,37 1,47* 0,68
Acides gras saturés totaux -15,90 20,18

Acides gras monoinsaturés totaux -22,40 23,01

Acides gras polyinsaturés totaux -27,69 21,10

Coefficient p intra-grappe 0,0366 0,0396

& erreur-type.
®valeur p : *, 0,05 ; **, 0,01 ; ***, 0,005.

¢ La catégorie de référence est « aucun régime » pour toutes les variables de régime étudiées.
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Nous avons employé les quatre variables indicatrices
concernant le régime utilisé dans I’étude précédente que
nous désignons a la présente section par «tout régime »
(REGIME), « régime pauvre en calories » (REGIMECAL),
«régime pauvre en lipides» (REGIMELIP) et « régime
pauvre en glucides » (REGIMEGLU). Le modgle considéré
ici est le suivant :

IMCy; = By + Boire * NOIre,
+ Bupror * LIP.TOTy;

+ Brecive REGIME,

* REGIMECAL

+ BREGIMECAL

* REGIMELIP,

+ BREGIMELIP

+ Breaivesry ~ REGIMEGLU j + & (20)
ou I’indice inférieur hit désigne la t° unité dans I’'UPE
sélectionnée hi, noire est la variable indicatrice de race
noire (noire = 1 et non-noire = 0), et LIP.TOT est la variable
d’apport total quotidien de lipides. D’apres le tableau des
fréquences pondérées par les poids de sondage, 15,04 % des
répondants suivent «tout régime », 11,43 % d’entre eux
suivent un « régime pauvre en calories », 1,33 % suivent un
« régime pauvre en lipides » et 0,47 % suivent un « régime
pauvre en glucides». Donc, suivre un régime est un
événement relativement rare dans le présent exemple. Si
nous choisissons le niveau majoritaire, «aucun régime »,
comme catégorie de référence pour quatre variables
indicatrices de régime, nous ne nous attendons pas a une
colinéarité importante entre les variables indicatrices et
I’ordonnée a I’origine, parce que la plupart des valeurs des
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variables indicatrices seront nulles. Cependant, en ajustant le
modele (20), supposons qu’un analyste veuille voir I’effet
de «aucun régime » sur I’IMC des répondants et inverse le
niveau de référence de la variable REGIME dans le modéle
(20) pour choisir «tout régime». Ce changement peut
causer une quasi-dépendance dans le modele, parce que,
dans X, la colonne pour la variable REGIME sera presque
égale a la colonne de valeurs 1 pour I’ordonnée a I’origine.
L’étude empirique qui suit illustre I’effet de ce changement
sur I’estimation des coefficients de régression et la facon
dont nous devons diagnostiquer la gravité de la colinéarité
résultante.

Les tableaux 7 et 8 présentent les résultats de I’analyse de
régression du modele (20) en utilisant les trois types de
régression— MCO, MCP et MCPPS- énumérés au
tableau 1. Le tableau 7 correspond a la modélisation des
effets des facteurs de régime suivi sur I’'IMC en traitant
« aucun régime » comme la catégorie de référence pour les
quatre variables de régime suivi, tandis que le tableau 8
correspond au changement du niveau de référence de la
variable REGIME pour passer de « aucun régime » a « tout
régime » et a la modélisation de I’effet de « aucun régime »
sur I’IMC. Le choix du niveau de référence a une incidence
sur le signe du coefficient estimé pour la variable REGIME,
mais non sur sa valeur absolue ni sur son erreur-type. La
grandeur de I’ordonnée a I’origine estimée et son erreur-type
sont différentes dans les tableaux 7 et 8, mais les fonctions
estimables, comme les prédictions, seront naturellement les
mémes pour I’'un et I'autre ensemble de niveaux de réfé-
rence. L’erreur-type de I’ordonnée a I’origine est environ
trois fois plus grande lorsque la catégorie « tout régime » est
le niveau de référence de la variable REGIME (tableau 8)
que quand elle ne I’est pas (tableau 7).

Tableau 7
Résultat de I’analyse de régression : quand « aucun régime » est la catégorie de référence pour la variable REGIME dans le modéle
type de ordonnée noire lip. régime régime régime
régression a l’origine tot régime pauvre pauvre pauvre
en calories en lipides en glucides
TYPE1 27,22%**8 3,20*** 0,95 1,75 2,75 -1,48
MCO (0,61)° (0,70) 0,72) (1,94) (2,03) (2,72) (3,66)
TYPE2 26,13*** 3,65*** 1,44* 4,46* 3,86 0,94
MCP (0,58) (0,82) (0,67) (1,67) (1,79) (2,59) (4,22)
TYPE3 26,13*** 3,65%** 1,44* 4,46** 3,86 0,94
MCPPS (0,64) (0,99) (0,63) (1,80) (1,70) (3,73) (3,87)

dvaleurp:*,0,05;** 0,01;*** 0,005.

® Les erreurs-types sont indiquées entre parenthéses sous les estimations des paramétres.
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Tableau 8
Résultat de I’analyse de régression : quand « tout régime » est la catégorie de référence pour la variable REGIME dans le modéle
type de ordonnée noir lip. tout régime régime régime
régression al’origine tot régime pauvre pauvre pauvre
en calories en lipides en glucides
TYPE1 30,25%**2 3,20*** 0,95 -3,03 1,75 2,75 -1,48
MCO (2,00)° (0,70) (0,72) (1,94) (2,03) (2,72) (3,66)
TYPE2 27,52%** 3,65%** 1,44* -1,39 4,46* 3,86 0,94
MCP (1,71) (0,82) (0,67) (1,67) (1,79) (2,59) (4,22)
TYPE3 27,52%** 3,65%** 1,44* -1,39 4,46%* 3,86 0,94
MCPPS (1,75) (0,99) (0,63) (1,80) (1,70) (3,73) (3,87)

dvaleurp:*,0,05;** 0,01 ;*** 0,005.

® Les erreurs-types sont indiquées entre parenthéses sous les estimations des paramétres.

Lorsqu’on choisit « aucun régime » comme catégorie de
référence pour REGIME au tableau9, les indices de
conditionnement mis a I’échelle sont relativement petits et
ne signalent aucune quasi-dépendance remarquable, quel
que soit le type de régression. Seule la derniére ligne pour
I’indice de conditionnement le plus grand est imprimée dans
les tableaux 9 et 10. Souvent, la catégorie de référence d’une
variable explicative catégorique est choisie de maniére
qu’elle ait une signification analytique. Dans le présent
exemple, I’utilisation de « aucun régime » serait logique.

Au tableau 10, lorsque I’on choisit «tout régime »
comme catégorie de référence par la variable REGIME, les
indices de conditionnement mis a I’échelle augmentent et
indiquent un degré modéré de colinéarité (indice de condi-
tionnement supérieur & 10) entre les variables indicatrices
des régimes suivis et I’ordonnée & I’origine. En utilisant le
tableau des proportions de décomposition de la variance
mise a I’échelle, pour les MCO et les MCP, les variables
indicatrices pour «aucun régime » et «régime pauvre en
calories » jouent un réle dans la dépendance dominante avec
I’ordonnée a I’origine ; par contre, pour les MCPPS, seule la
variable indicatrice pour « aucun régime » joue un réle dans
la quasi-dépendance dominante avec I’ordonnée a I’origine
et les trois autres variables de régime suivi sont nettement
moins inquiétantes.

5. Conclusion

La dépendance entre les variables explicatives incluses
dans un modele de régression linéaire ajusté sur des données
d’enquéte affecte les propriétés des estimateurs des para-
metres. Les problémes sont les mémes que ceux observés
pour les données ne provenant pas d’enquétes : les erreurs-
types des estimateurs de pente peuvent étre trop grandes et
les pentes estimées peuvent avoir un signe illogique. Dans le
cas extréme ou une colonne de la matrice de plan est
exactement une combinaison linéaire d’autres colonnes, les
équations d’estimation ne peuvent pas étre résolues. Les cas
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les plus intéressants sont ceux ou les variables explicatives
sont reliées, mais que la dépendance n’est pas exacte. Les
diagnostics de colinéarité disponibles dans les routines des
logiciels classiques ne conviennent pas entierement pour les
données d’enquéte. Tous les diagnostics qui comportent une
estimation de la variance doivent étre modifiés pour tenir
compte des caractéristiques de I’échantillon telles que la
stratification, les grappes et la pondération inégale. Le
présent article décrit I’adaptation des nombres de condition-
nement et des décompositions de variance, qui peuvent étre
utilisés pour repérer les cas de dépendance non exacte, afin
de les appliquer a I’analyse des données d’enquéte.

Le nombre de conditionnement d’une matrice de plan
pondérée par les poids de sondage WY?X est égal au ratio
de la valeur propre maximale & la valeur propre minimale de
la matrice. La quasi singularité de la matrice X" WX qui
doit étre inversée lorsque I’on ajuste un modéle linéaire est
d’autant plus grande que le nombre de conditionnement est
grand. Les valeurs élevées des nombres de conditionnement
sont un symptdme de certains des problémes numériques
associés a la colinéarité. Les termes de la décomposition
comprennent aussi les « effets de spécification incorrecte »
si les erreurs du modele ne sont pas indépendantes, comme
cela serait le cas dans un échantillon en grappes. La variance
de I’estimateur d’un paramétre de régression peut aussi
s’écrire comme une somme de termes faisant intervenir les
valeurs propres de WY2X. Les décompositions de la
variance pour différents estimateurs des paramétres doivent
étre utilisées pour repérer les variables explicatives qui sont
corrélées entre elles. Apres avoir déterminé quelles variables
explicatives sont colinéaires, un analyste peut décider si la
colinéarité a des effets suffisamment importants sur un
modéle ajusté pour justifier de prendre des mesures. La
correction la plus simple consiste a éliminer une ou
plusieurs variables explicatives, a réajuster le modele, et a
observer comment les estimations changent. Les outils que
nous fournissons ici permettent de le faire d’une maniere
appropriée pour les modeles de régression pondérés par les
poids de sondage.
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Tableau 9
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Indices de conditionnement mis a I’échelle les plus grands et proportions de décomposition de la variance qui y sont associees :
guand « aucun régime » est la catégorie de référence pour la variable REGIME dans le modéle

Indice de Proportion mise a I’échelle de la variance de

conditionnement Ordonnée Sexe lip. tout régime régime régime

mis a I’échelle al’origine tot régime pauvre pauvre pauvre
en calories en lipides en glucides

TYPE1: MCO

6 0,005 0,000 0,016 0,949 0,932 0,157 0,200

TYPE2 : MCP

6 0,013 0,008 0,020 0,938 0,926 0,189 0,175

TYPE3 : MCPPS

6 0,006 0,007 0,013 0,686 0,741 0,027 0,061

Tableau 10

Indices de conditionnement mis a I’échelle les plus grands et proportions de décomposition de la variance qui y sont associees :
guand « tout régime » est la catégorie de référence pour la variable REGIME dans le modéle

Indice de Proportion mise a I’origine de la variance de

conditionnement Ordonnée Sexe lip. tout régime régime régime

mis a I’échelle a l’origine tot régime pauvre pauvre en pauvre

en calories lipides en glucides

TYPE1: MCO

17 0,982 0,001 0,034 0,968 0,831 0,155 0,186

TYPE2 : MCP

17 0,982 0,011 0,029 0,968 0,820 0,182 0,160

TYPE3 : MCPPS

17 0,897 0,018 -0,006 0,971 0,318 0,014 -0,019
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