Composante du produit n® 12-001-X
Division des méthodes d’enquétes auprés des entreprises

article

, ] . ury
Théorie concernant les estimateurs TECHﬁQUES

ajusteés sur le score de propension Sl
dans les sondages

par Jae Kwang Kim et Minsun Kim Riddles

= — Canadi
Décembre 2012
I*I Statistique ~ Statistics C d'"
Canada Canada ana a



Comment obtenir d’autres renseignements

Pour toute demande de renseignements au sujet de ce produit ou sur 'ensemble des données et des services de
Statistique Canada, visiter notre site Web a www.statcan.gc.ca.

Vous pouvez également communiquer avec nous par :

Courriel a infostats@statcan.gc.ca

Téléphone entre 8 h 30 et 16 h 30 du lundi au vendredi aux numéros sans frais suivants :

» Service de renseignements statistiques 1-800-263-1136

» Service national d’appareils de télécommunications pour les malentendants 1-800-363-7629

» Télécopieur 1-877-287-4369
Programme des services de dépot

» Service de renseignements 1-800-635-7943

» Télécopieur 1-800-565-7757

Comment accéder a ce produit

Le produit n° 12-001-X au catalogue est disponible gratuitement sous format électronique. Pour obtenir un exemplaire, il suffit de
visiter notre site Web a www.statcan.gc.ca et de parcourir par « Ressource clé » > « Publications ».

Ce produit est aussi disponible en version imprimée standard au prix de 30 $CAN I'exemplaire et de 58 $CAN pour un abonnement annuel.

Les frais de livraison supplémentaires suivants s’appliquent aux envois a I'extérieur du Canada :

Exemplaire Abonnement annuel

Etats-Unis 6 $CAN 12 $CAN
Autres pays 10 $CAN 20 $CAN

Les prix ne comprennent pas les taxes sur les ventes.
La version imprimée peut étre commandée par les moyens suivants :

* Téléphone (Canada et Et,ats-Unis) 1-800-267-6677
e Télécopieur (Canada et Etats-Unis) 1-877-287-4369

e Courriel infostats @ statcan.gc.ca
¢ Poste Statistique Canada
Finances

Immeuble R.-H.-Coats, 6° étage
150, promenade Tunney's Pasture
Ottawa (Ontario) K1A 0T6

* En personne auprés des agents et librairies autorisés.

Lorsque vous signalez un changement d’adresse, veuillez nous fournir 'ancienne et la nouvelle adresse.

Normes de service a la clientéle

Statistique Canada s’engage a fournir & ses clients des services rapides, fiables et courtois. A cet égard, notre organisme s’est

doté de normes de service a la clientéle que les employés observent. Pour obtenir une copie de ces normes de service, veuillez
communiquer avec Statistique Canada au numéro sans frais 1-800-263-1136. Les normes de service sont aussi publiées sur le
site www.statcan.gc.ca sous « A propos de nous » > « Notre organisme » > « Offrir des services aux Canadiens ».

o . o Signes conventionnels

Publication autorisée par le ministre responsable de

Statistique Canada Les signes conventionnels suivants sont employés dans les
publications de Statistique Canada :

© Ministre de I'Industrie, 2012 . indisponible pour toute période de référence
.. indisponible pour une période de référence précise

Tous droits réservés. L'utilisation de la présente ... nayant pas lieu de figurer

publication est assujettie aux modalités de I'entente de 0  zéro absolu ou valeur arrondie a zéro

licence ouverte de Statistique Canada (http://www.statcan. 0¢ valeur arrondie & 0 (zéro) la ou il y a une distinction

gc.calreferencellicence-fra.html). importante entre le zéro absolu et la valeur arrondie
P provisoire

. o . . . T révisé
Ulate prolsliezien b a1 anelells 1 S agiEr. x  confidentiel en vertu des dispositions de la Loi sur la
statistique

m

a utiliser avec prudence
F  trop peu fiable pour étre publié

Le succes du systeme statistique du Canada repose sur valeur significativement différente de I'estimation pour la
un partenariat bien établi entre Statistique Canada et la catégorie de référence (p<0,05)

population du Canada, ses entreprises, ses administrations

et les autres établissements. Sans cette collaboration et cette
bonne volonté, il serait impossible de produire des statistiques
exactes et actuelles.

Note de reconnaissance

*


http://www.statcan.gc.ca/
mailto:infostats%40statcan.gc.ca?subject=
http://www.statcan.gc.ca
http://www.statcan.gc.ca/reference/licence-fra.html
http://www.statcan.gc.ca/reference/licence-fra.html
http://www.statcan.gc.ca
pelldar
Rectangle


Techniques d’enquéte, décembre 2012
Vol. 38, N° 2, pp. 171-180
Statistique Canada, N° 12-001-X au catalogue

171

_ Theorie concernant les estimateurs
ajustes sur le score de propension dans les sondages

Jae Kwang Kim et Minsun Kim Riddles *

Résumé

La méthode d’ajustement sur le score de propension est souvent adoptée pour traiter le biais de sélection dans les sondages,
y compris la non-réponse totale et le sous-dénombrement. Le score de propension est calculé en se servant de variables
auxiliaires observées dans tout I’échantillon. Nous discutons de certaines propriétés asymptotiques des estimateurs ajustés
sur le score de propension et dérivons des estimateurs optimaux fondés sur un modéle de régression pour la population finie.
Un estimateur ajusté sur le score de propension optimal peut étre réalisé en se servant d’un modeéle de score de propension
augmenté. Nous discutons de I’estimation de la variance et présentons les résultats de deux études par simulation.

Mots clés :

1. Introduction

Considérons une population finie de taille N, ou N est
connu. Pour chaque unité i, y; est la variable étudiée et x,
est le vecteur de dimension q de variables auxiliaires. Le
parametre d’intérét est la moyenne de population finie de la
variable étudiée, 6 = N3, y,. Supposons que la popula-
tion finie Fy ={(x1, yo), (X5, ¥5), - (X}, Yy)} €St un
échantillon aléatoire de taille N tiré d’une loi de super-
population F(x, y). Supposons qu’un échantillon de taille
n est tiré de la population finie selon un plan d’échan-
tillonnage probabiliste. Soit w;, = n;* le poids d’échantil-
lonnage, ou =, est la probabilit¢ d’inclusion de premier
ordre de I’unité i obtenue d’aprés le plan d’échantillonnage
probabiliste. Sous réponse compleéte, la moyenne de popu-
lation finie peut étre estimée par I’estimateur d’Horvitz-
Thompson (HT), 6, = N7'Siaw,y,, o0 A est I'en-
semble d’indices qui figurent dans I’échantillon.

En présence de données manquantes, I’estimateur HT
6, ne peut pas étre calculé. Soit r la variable indicatrice
de réponse, qui prend la valeur 1 si y est observée et la
valeur 0 autrement. Conceptuellement, comme en ont
discuté Fay (1992), Shao et Steel (1999), ainsi que Kim et
Rao (2009), I’indicateur de réponse peut étre étendu a la
population entiére sous la forme R, = {r, r,, ... ry}, ol r,
est une realisation de la variable aléatoire r. L’estimateur
sous cas complets (CC) 0. = XicaW, I Y; / 2icaW, I; con-
verge alors en probabilité vers E(Y | r = 1). A moins que
le mécanisme de réponse soit tel que les réponses manquent
entiérement au hasard en ce sensque E(Y |r = 1) = E(Y),
I’estimateur CC présente un biais. Pour corriger ce biais, si
la probabilité de réponse

p(xy) =Pr(r=1[xy) @)

Calage ; données manquantes ; non-réponse ; pondération.

est connue, on peut utiliser I’estimateur CC pondéré
Bcce = N7'SicaW, 1y, /p(X,, y,) pour estimer 6. Il
convient de souligner que .., est sans biais parce que
E{icawi 6y /(X yi) | A= ELZL Ry /p(xi i) |
A=y

Si la probabilité de réponse (1) est inconnue, on peut
postuler pour cette derniere un modele paramétrique
p(x,y;®) indicé par ¢ €Q tel que p(X,y) = p(x,
y; ¢,) pour un certain ¢, € Q. Nous supposons qu’il
existe un estimateur convergeant a la vitesse /n ¢ de d,
tel que

Jn@é-¢,) = 0,0, @)

ou g, = Op(}) indique que g, est borné en probabilité.
En utilisant ¢, nous pouvons obtenir la probabilité de
réponse estimée par f;, = p(X;, Y;; $), qui est souvent
appelée score de propension (Rosenbaum et Rubin 1983).
L estimateur ajusté sur le score de propension (ASP) peut
étre construit comme

- 1 rl
Opsp = N g; W E Yi- )

L’estimateur ajusté sur le score de propension (3) est
d’usage trés répandu. De nombreux programmes d’enquéte
I'utilisent pour réduire le biais de non-réponse (Fuller,
Loughin et Baker, 1994 ; Rizzo, Kalton et Brick, 1996).
Rosenbaum et Rubin (1983) et Rosenbaum (1987) ont pro-
posé d’utiliser I’approche d’ajustement sur le score de pro-
pension pour estimer les effets du traitement dans les études
observationnelles. Little (1988) a passé en revue les mé-
thodes d’ajustement sur le score de propension pour le trai-
tement de la non-réponse totale dans les sondages. Duncan
et Stasny (2001) ont utilisé I’approche d’ajustement sur le
score de propension pour contrbler le biais de couverture
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dans les enquétes téléphoniques. Folsom (1991) et
lannacchione, Milne et Folsom (1991) ont utilisé un modele
de régression logistique pour estimer la probabilité de
réponse. Lee (2006) a appliqué la méthode d’ajustement sur
le score de propension a une enquéte en ligne aupres d’un
panel de volontaires. Durrant et Skinner (2006) ont utilisé
I’approche d’ajustement sur le score de propension pour
traiter I’erreur de mesure.

Malgré la popularité des estimateurs ajustés sur le score
de propension, peu d’attention a été accordée a leurs
propriétés asymptotiques dans la littérature sur les sondages.
Kim et Kim (2007) ont utilisé un développement en série de
Taylor pour obtenir la moyenne et la variance asymptotique
des estimateurs ajustés sur le score de propension et discuté
de I’estimation de leur variance. Da Silva et Opsomer
(2006), ainsi que Da Silva et Opsomer (2009) ont considéré
des méthodes non paramétriques pour obtenir des estima-
teurs ajustés sur le score de propension.

Dans le présent article, nous discutons des estimateurs
ajustés sur le score de propension optimaux appartenant a la
classe d’estimateurs de la forme (3) qui utilisent un esti-
mateur ¢ convergeant a la vitesse -/n. Ces estimateurs
sont asymptotiquement sans biais pour 6. La recherche
d’estimateurs ajustés sur le score de propension a variance
minimale parmi cette classe particuliére d’estimateurs
ajustés sur le score de propension est I’un des principaux
sujets sur lesquels porte le présent article.

A la section 2, nous présentons les résultats principaux. A
la section 3, nous proposons un estimateur ajusté sur le
score de propension optimal utilisant un modéle de score de
propension augmenté. A la section 4, nous discutons de
I’estimation de la variance de I’estimateur proposé. A la
section 5, nous présentons les résultats de deux études par
simulation et & la section 6, nous formulons nos conclusions.

2. Reésultats principaux

A la présente section, nous discutons de certaines pro-
priétés asymptotiques des estimateurs ajustés sur le score de
propension. Nous supposons que le mécanisme de réponse
ne dépend pas de y, donc que

Pr(r=1]x,y) = Pr(r =11x) = p(x; ¢o)  (4)

pour un certain vecteur ¢, inconnu. La premiere égalité
implique que les données manquent au hasard (MAR pour
missing-at-random), car nous observons toujours x dans
I’échantillon. Notons que la condition MAR fait partie des
hypotheéses du modéle de population. Dans la seconde
égalité, nous supposons en outre que le mécanisme de
réponse est connu jusqu’a un parametre ¢, inconnu. Le
mécanisme de réponse est légérement différent de celui
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considéré par Kim et Kim (2007), qui supposent qu’il a lieu
sous un échantillonnage a deux phases classique et dépend
de I’échantillon réalisé :

Pr(r=11xy,1 =1) = Pr(r =1/ x, 1 =1) = p(x; ¢3). (5)

Ici, | est la fonction indicatrice d’échantillonnage définie
sur I’ensemble de la population. Autrement dit, I, = 1 si
i €A et I, = 0 autrement. A moins que le plan d’échan-
tillonnage soit non informatif en ce sens que les probabilités
de sélection de I’échantillon sont corrélées a I’indicateur de
réponse, méme aprés conditionnement sur les variables
auxiliaires (Pfeffermann, Krieger et Rinott, 1998), les deux
mécanismes de réponse, (4) et (5), sont différents. Dans les
sondages, I’hypothese (4) est plus appropriée parce que la
décision de répondre ou non a un sondage est laissée a la
discrétion de la personne interrogée. Ici, la variable indica-
trice de réponse r, est définie sur I’ensemble de la popula-
tion, comme il est discuté & la section 1.

Nous considérons une classe d’estimateurs convergeant a
la vitesse </n de ¢, dans (4). En particulier, nous consi-
dérons une classe d’estimateurs qui peuvent s’écrire comme
une solution de

Uy () = Zwi{ri - pi(9)}h;(9) =0, (6)
icA

ou p;(¢) = p(x;; $) pour une certaine fonction h;(¢) =
h(x; ;¢), une fonction lisse de x; et du parametre ¢.
Donc, la solution de (6) peut s’écrire comme étant ¢, qui
dépend du choix de h,(¢). Toute solution ¢, de (6) est
convergente pour ¢, dans (4) parce que E{Uh(¢0)|]-'N} =
E[SILA1 — Py (9o, (4) | 7] est nulle sous le méca-
nisme de réponse donné en (4). Si nous laissons tomber les
poids d’échantillonnage w; dans (6), le parametre estime
d,, est convergent pour ¢, dans (5) et I’estimateur ajusté
sur le score de propension résultant est convergent unique-
ment si le plan d’échantillonnage est non informatif. Les
estimateurs ajustés sur le score de propension obtenu a partir
de (6) en utilisant les poids d’échantillonnage sont conver-
gents que le plan d’échantillonnage soit ou ne soit pas non
informatif. Selon Chamberlain (1987), tout estimateur con-
vergeant a la vitesse </n de ¢, dans (4) peut s’écrire sous
la forme d’une solution de (6). Donc, le choix de h,(¢)
dans (6) détermine I’efficacité de I’estimateur ajusté sur le
score de propension résultant.

Soit 6 aspn I’€Stimateur ajusté sur le score de propension
donné par (3) en utilisant p, = p;(9,) ou ¢, est la solution
de (6). Pour discuter des propriétés asymptotiques de
0 asp,hy SUPPOSONS que nous avons une suite de populations
finies et d’échantillons, comme dans Isaki et Fuller (1982),
telle que Y awu; — XU, = O (n"2N) pour toute
caractéristique de la population u, avec les moments
d’ordre quatre bornés. Nous supposons aussi que les poids
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d’échantillonnage sont bornés uniformément. Autrement dit,

K, < N~'nw, < K, pour tout i uniformément dans n, ou
K, et K, sont des constantes données. En outre, nous sup-
posons qu’existent les conditions de régularité suivantes :

[C1] Le mécanisme de réponse satisfait (4), ou p(x; ¢)
est continue en ¢ avec les dérivées premiere et se-
conde continues dans un ensemble ouvert contenant
¢o- Les réponses sont indépendantes dans le sens ou
Cov(r, r;IXx) =0 pour i j. En outre, p(x; ;
¢) > Cc pout tout i pour une certaine constante
donnée ¢ > 0.

[C2] Lasolution de (6) existe et est unique presque partout.
Dans (6), la fonction h;(¢) = h(x; ; ¢) posséde un
moment de quatrieme ordre borné. En outre, la déri-
vée partielle a{Oh(¢)}/a¢ est non singuliére pour
tout n.

[C3] Dans (6), la fonction d’estimation Uh(d)) con-
verge en probabilité vers U, (¢) = AT — p; (¢)}
h;(¢) uniformément en ¢. En outre, la dérivée par-
tielle o{U, (¢)}/0¢ converge en probabilité vers
o{U,(¢)}/06¢ uniformément en ¢. La solution ¢,
de U, (¢) = 0 satisfait N"*(¢ —¢,) = O,(1) sous
le mécanisme de réponse.

La condition [C1] énonce les conditions de régularité
pour le mécanisme de réponse. La condition [C2] est la
condition de régularité pour la solution ¢, de (6). Dans la
condition [C3], certaines conditions de régularité sont im-
posées a la fonction d’estimation U, (¢) proprement dite.
Par [C2] et [C3], nous pouvons établir la convergence a
la vitesse </n de ¢, en (2).

Maintenant, le théoréme qui suit traite de certaines
propriétés asymptotiques de I’estimateur ajusté sur le score
de propension 0 g -

Théoréme 1 Si les conditions [C1] a [C3] sont vérifiées,
sous la distribution conjointe du mécanisme d’échantillon-
nage et du mécanisme de réponse, I’estimateur ajusté sur le
score de propension 6 asp,n Satisfait

\/ﬁ(éASP,h - éASP,h) = Op(l)v (7)
ou
éASP,h = ZW {pl hi Yh +_(y| - pi Yh)} 8)
N icA p|
n = (EMnz p ) (EN6Z ), = (X dg), z,=

H{p (% s )} /00, et h, = h(x;; ¢,). De plus, si la
population finie est un échantillon aléatoire tiré d’un
modele de surpopulation, alors

\Y (éASP,h) 2V, =V (éHT)
1

+FE{§W (F_lJV(Y |X)} ©)
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Dans (9), I’égalité tient quand J)h satisfait

—  _1\E = 10
2 {p(“@o } ix)= (19)

ieA

ou E(Y | x;) estI’espérance conditionnelle sous le modéle
de superpopulation.

Preuve. Etant donné p;(¢) = p(x;; ) et h,(¢) =
h(x; ; ¢), définissons

0(.7) =

NS w | p (@] () + —{y, -

OLY ,
2 o (@) Pi (9) i () v}

Puisque ¢, satisfait (6), nous avons éASP = é(&)h, Y) pour
tout choix de y. Nous voulons maintenant trouver un choix
particulier de y, disons v, tel que

0@y, 1) = 0(dg, v7) + 0, (n72), (11)

Comme J)h converge en probabilité vers ¢,, I’équivalence
asymptotique (11) est vérifiée si

O ar e o |
E{a—¢9(¢, 7))o= ¢0} =0, (12)

en utilisant la théorie de Randles (1982). La condition (12)
est vérifiée si y* = y;, ol y, est défini en (8). Donc, (11)

se réduit a
~ T -
i Vn +F(yi - P hiYh)}

ASPh = Zw{pl

icA

+0,(n?), (13)

ce qui prouve (7). La variance de 0 aspn Peut étre calculée
par

v (éASP, h)

_V(eHT) +— {ZW [p _1J(yi - pihh’;)z}

ieA

_V(eHT)+ |:ZW (__1]{% - E(Y[x)

+avw)—mmﬁ¥}

_V(eHT)+ { ——1 V(Y|x)}

|:ZW [ 1J{E(Y ;) — pih;“/;}z:|’ (14)

ieA

Statistique Canada, N° 12-001-X au catalogue



174 Kim et Riddles : Théorie concernant les estimateurs ajustés sur le score de propension dans les sondages

ou la derniére égalité découle du fait que y, est condition-
nellement indépendante de E(Y | x;) — p;h/y;, en condi-
tionnant sur x,. Puisque le dernier terme de (14) est non
négatif, I’inégalité en (9) est établie. En outre, si E(Y |x;)=
p, h/a pour un certain o, (10) est vérifiée et E(y, |x,) =
a, en vertu de la définition de vy,. Donc, E(Y |x;) -
pihive =—Pihi{y, —E(vy [ %)} = 0,(1), ce qui implique
que le dernier terme de (14) est négligeable.

Dans (9), V, est la borne inférieure de la variance
asymptotique des estimateurs ajustés sur le score de
propension de la forme (3) satisfaisant (6). Tout estimateur
ajusté sur le score de propension possédant la variance
asymptotique V, donnée en (9) est optimal puisqu’il atteint
la borne inférieure de la variance asymptotique parmi la
classe d’estimateurs ajustés sur le score de propension pour
lesquels ¢ satisfait (2). La variance asymptotique des
estimateurs ajustés sur le score de propension optimaux de
0 est égale a v, en (9). L’estimateur ajusté sur le score de
propension utilisant I’estimateur du maximum de vraisem-
blance de ¢, n’atteint pas nécessairement la borne infé-
rieure de la variance asymptotique.

La condition (10) donne un moyen de construire un
estimateur ajusté sur le score de propension optimal.
Premieérement, nous avons besoin d’une hypothése pour
E(Y | X), qui est souvent appelée modéle de régression du
résultat. Si le modéle de régression du résultat est un modele
de régression linéaire de la forme E(Y | x) = B, + B, X, un
estimateur ajusté sur le score de propension optimal de 0
peut étre obtenu en résolvant

;‘1 . —@)) @ x) = ;\Wi @ x;). (15)

La condition (15) est intéressante, car elle dit que I’esti-
mateur ajusté sur le score de propension appliqué a
y = a+b'x méne a I’estimateur HT original. La condition
(15) est appelée condition de calage dans le domaine des
sondages. La condition de calage appliquée a x utilise
complétement I’'information que celui-ci contient si la
variable étudiée est bien approximée par une fonction
lindaire de x. La condition (15) a également été utilisée
dans Nevo (2003) et dans Kott (2006) sous le modéle de
régression linéaire.

Si nous utilisons explicitement un modele de régression
pour E(Y | x), il est possible de construire un estimateur qui
possede la variance asymptotique (9) et n’est pas néces-
sairement un estimateur ajusté sur le score de propension.
Par exemple, si nous supposons que

E(Y [x) =m(x; B,) (16)
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pour une certaine fonction m(x; ) connue jusqu’a B,
nous pouvons utiliser le modele (16) directement pour
construire un estimateur optimal de la forme

= —ZW {m(xI B +

IeA

“@{yi —m(x; )}, @7)

oll B est un estimateur convergeant a la vitesse -/n de B,
dans le modéle de superpopulation (16) et ¢ est un esti-
mateur convergeant a la vitesse ~/n de ¢, calculé par (6).
Le théoreme qui suit montre que I’estimateur optimal (17)
atteint la borne inférieure en (9).

Theéoreme 2 Posons que les conditions du théoreme 1
sont vérifiées. Supposons que B satisfait B Bo +
Op(n‘”z). Supposons que, dans le modéle de superpopu-
lation (16), m(x;PB) possede des dérivées partielles
d’ordre un continues dans un ensemble ouvert contenant
B,. Sous la distribution conjointe du mécanisme d’echantil-
lonnage, du mécanisme de réponse et du modele de super-
population (16), I’estimateur 6, en (17) satisfait

\/ﬁ (éopt -

opt
Oop) = 0, (1),

ou

6 = NS, m(X.,l30)+F{y. m(x; ; Bo)} |

icA

P = Pi(0o), et V(B;,) estégala v, dans (9).

Preuve. Définissons éom B, ) =N awi[m(x; ;
(0){y; —m(x; ; B)}]. Notons que, dans (17),

B)+rp’ -
0, PeUts’écrire 0,, = 0, (B, ¢). Puisque

6[3 opt(l3 ¢) = ;W{ Xi ; B) _Ti)) m(X; ;3)},

ou m(x; ; B) = am(x; ; B)/ 9B, et

Oope (B, 0) = ZW

¢ 2 2 (D)

- m(x; ; B)}

ot z,(9) = &{p;*(§)}/ 89, nous avons E[6{0,, (B, $)}/
0B, 0)|B =By ¢ =0d,] =0 et la condition de Randles

(1982) est satisfaite. Donc,
B (B. 8) = Doy (Bor d) +0,(n?) = B, +0,(1712)

et la variance de eopt est égale a Vv,, la borne inférieure de
la variance asymptotique.
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L’optimalité (asymptotique) de I’estimateur donné par
(17) est justifiée sous la distribution conjointe du modéle de
réponse (4) et du modele de superpopulation (16). Quand les
deux modeles sont corrects, eopt est optimal et son effica-
cité n’est pas affectée par le choix de ([3 ¢) a condition que
ces derniers convergent & la vitesse -/n. Robins, Rotnitzky
et Zhao (1994) ont également préconisé I’utilisation de 6
donné par (17) sous échantillonnage aléatoire simple.

Remarque 1 Si le modéle de réponse est correct mais que
le modele de superpopulation (16) n’est pas nécessaire-
ment correct, le choix de B influence I’efficacité de I’esti-
mateur optimal. Cao, Tsiatis et Davidian (2009) ont consi-
déré I’estimation optimale quand seul le modéle de réponse
est correct. En utilisant la linéarisation de Taylor, I’estima-
teur optimal (17) avec ¢ satisfaisant (6) est asymptotique-
ment équivalent a

0(B) =
ZW |:m(X| iﬁ)+_{y| m(x| ' ﬁ)} (% _]-JCE} P hi:|'

ieA i

ou Cp_est la limite de probabilité de C;= {XicaW; T, z,(¢)

Bih; (0} Zicawi 2, (O, - m(x; : B)} et z,(0) = o{p;"

(d)} / 0¢. La variance asymptotique est alors égale a
v{0(B)} =
V(eHT) + E{ZWZ il —{y; —m(x;; B) — ¢, p; hi}2:|'

ieA i

Donc, un estimateur optimal de B peut étre calculé en
trouvant le B qui minimise

Q(ﬁ)szﬁnlgf‘{yi—m(xi:ﬁ) & ,hy (B

icA i

L’estimateur résultant est optimal par rapport au plan
d’échantillonnage car il minimise la variance asymptotique
sous le modéle de réponse.

3. Modele de score de propension augmenté

A la présente section, nous considérons une estimation
ajustée sur le score de propension optimale. Notons qu’en
(17), Pestimateur optimal 6, n’est pas nécessairement
écrit sous la forme d’un estimateur ajusté sur le score de
propen5|on donnee par (3). Il I'est s’il satisfait > ,w;
B m(x;; B) YicaW, m(X; ; B). Donc, nous pouvons
construire un estimateur ajusté sur le score de propension
optimal en incluant m(x; ; B) dans le modéle du score de
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propensmn Spécifiquement, étant donné m; = m(x; ; B)
B, = p,(0) et h = h, (¢) ol ¢ est obtenu a partir de (6),
nous augmentons le modele de réponse par

*n p;
Pi e, 1) = P+ (1- B;) exp(ry + Ay ;) 9

ou A = (Aq A,) est le multiplicateur de Lagrange qui est
utilisé pour intégrer la contrainte supplémentaire. Si
(AgsAy)" =0, alors Pi (¢ A) = p;. La probabilité de
réponse augmentée p; (¢ A) prend toujours une valeur
comprise entre 0 et 1. Le modele de probabilité de réponse
augmenté (18) peut étre obtenu en minimisant la distance de
Kullback-Leibler ¥;_,wi 1, q; log(q/q;), ot ¢ = (1-
p)/p;, et g =(1-p,)/p, sous la contrainte ¥,
w,(r/p) (1, M) = Tiaw, (1, ).

En utilisant (18), I’estimateur ajusté sur le score de
propension optimal est calculé comme

v =l fi .
Opse = N g,\wl pi*(& i) Yis (19)
ol A satisfait
Z""'p( A)(lm)-ZW(lm) (20)

Sous le modele de réponse (4), on peut montrer que

selifih o

En outre, en vertu de I’argument du théoréme 1, nous
pouvons établir que

éASP = NZW {b +b M + v, Py by

icA

h o ’
+?(Yi — by =0y My — v, Py hi)}
+0,(n"?),
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ol (b, by, v.,) est la limite de probabilité de (b, b, 7},)
avec

a@ﬁﬂ@ﬁ

3w z,() (y; - by — byriy) 22)

icA

Tho = {Zwm

ieA

et ’effet de I’estimation de ¢, dans P, = p(X; ; ) peut
étre ignoré sans risque. L

Notons que, sous le modele de réponse (4), (¢, A) dans
(19) converge en probabilité vers (¢,,0), ou ¢, est le
parametre réel dans (4). Donc, le score de propension donné
par le modele augmenté converge vers la probabilité de
réponse réelle. Comme A converge vers zéro en probabi-
lité, le choix de [3 dans m, = m(x; :B) ne joue aucun role
dans I’absence asymptotique de biais de I’estimateur ajusté
sur le score de propension. Les variances asymptotiques
varient pour divers choix de .

Sous le modeéle de superpopulation (16), b, + blm -
E(Y | x;) en probabilité. Donc, I"estimateur ajuste sur le
score de propension optimal (19) est asymptotiquement
équivalent a I’estimateur optimal (17). L’introduction de r,
dans I’équation de calage pour atteindre I’optimalité est
proche de I’esprit de la méthode de calage sur un modéle
proposée par Wu et Sitter (2001).

4. Estimation de la variance

Nous abordons maintenant I’estimation de la variance
des estimateurs ajustés sur le score de propension sous le
modele de réponse supposé. Singh et Folsom (2000) et Kott
(2006) ont discuté de I’estimation de la variance pour
certains types d’estimateurs ajustés sur le score de pro-
pension. Kim et Kim (2007) ont discuté de I’estimation de la
variance quand I’estimateur ajusté sur le score de propen-
sion est calculé par la méthode du maximum de vraisem-
blance.

Nous considérons I’estimation de la variance de
I’estimateur ajusté sur le score de propension de la forme (3)
ol p, = p;($) est construite en vue de satisfaire (6) pour
une certaine fonction h;(¢) = h(x; ; ¢, [3) ou B est obtenu
en utilisant le modele de superpopulation postulé. Soit B la
limite de probabilité de B sous le modele de réponse. No-
tons que B~ n’est pas nécessairement égal a B, dans (16),
puisque nous ne supposons pas ici que le modéle de super-
population postulé est spécifié correctement.

Si nous utilisons de I’argument pour la linéarisation de
Taylor (13) utilisé dans la preuve du théoréeme 1, I’estima-
teur ajusté sur le score de propension satisfait

ZW M (o B7) +0,(n7%), (23)

ieA
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ou
p; (&) N} (o, B) vy,
PN, B) vr}  (24)

ni (9, B) =

Tﬂ{yl

h,(¢, B) = h(x,; ¢, B) et y, est défini comme dans (8)
avec h, remplacé par h; (¢, B*) Puisque p; () satisfait
(6) avec hi(¢) = h(xI ¢, B), Iexpression Ongp =
N7 AW (¢ B) est vérifiée et, dans (23), la linéari-
sation peut étre exprimée sous la forme N~ 1S ia
w,n; (9, B) = N7 iAW, m; (0, B7) + Op(n_llz)- Donc, si
les (x;, y;, r.) sont indépendantes et identiquement
distribuées (1ID), les m; (¢, B) sont IID méme si les
n(d. B) ne le sont pas nécessairement. Comme les
(¢, B7) sont 11D, nous pouvons appliquer la méthode
pour échantillon complet classique pour estimer la variance
de Ny = N° Z,EAW ;i (9o, B ), Qui est asymptothuement
équivalente a la variance de BASP = N7 ScaW m; (6, B).
Voir Kim et Rao (2009).

Pour obtenir I’estimateur de_ variance Nous supposons
que I’estimateur de variance V =N~ Z,EAZMQ,J 9;9;
satisfait V/V(gHT|}') 1+0,(1) pour un certain €
reli¢ a la probabilité d’ inclusion conjointe, ou G, =
N’lz‘,ieAWi g; pour tout g avec un moment d’ordre deux
fini et V(g, %) =N?ZLYL0Q;0,9; pour un
certain € ;. Nous supposons aussi que

N
z Q51 = Oo(n'N). (25)
=

Pour obtenir la variance totale, nous considérons le cadre
inverse de Fay (1992), Shao et Steel (1999) et Kim et Rao
(2009). Dans ce cadre, la population finie est d’abord di-
visée en deux groupes, une population de répondants et une
population de non-répondants. Connaissant la population,
I’échantillon A est sélectionné selon un plan d’échantil-
lonnage probabiliste. Donc, la sélection de la population de
répondants a partir de la population finie compléte est traitée
comme I’échantillonnage de premiére phase et la sélection
de I’échantillon de répondants a partir de la population de
répondants est traitée comme I’échantillonnage de deuxiéme
phase dans le cadre inverse. La variance totale de #,,; peut
s’écrire

Vgl Fy) =i+ VY, = EV (M | A Ry | A
+V{EMur | Fyo Ry) | - (26)

Dans (26), le terme de variance conditionnelle V (1, |
Fy» Ry ) peut étre estimé par
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V, = NiZZZQijﬁiﬁj’ (27)
icA jeA

ou 7; =, (¢, B) est défini dans (24) avec vy, remplacé par
un estlmateur convergent tel que I = = {ZicaW, I; z,(¢) b;
h} ZieaW, I; Z; (¢) y;, et h = h(x; ; ¢ B). Pour montrer
que V, converge également vers V, dans (26), il suffit de
montrer que V{n'V(ﬁHT|}“N,RN) | 7.} = o(1), ce qui
découle de (25) et de I’existence du moment d’ordre quatre.
Voir Kim, Navarro et Fuller (2006). Dans (26), le deuxieme
terme V, est

N
V{EMur | Ay Ry) | A :V(NIZTH]:NJ
1 *! *
Z _p' (vi— pihivy)%,

ou hi = h(x; ; ¢, B"). Un estimateur convergent de V,
peut s’obtenir sous la forme

Z.. Ap'<y. phiin)s  (@8)

icA

ol 7, est défini d’aprés (27). Donc,

v\(éASP) = \71 +V,, (29)

est un estimateur convergent de la variance de I’estimateur
ajusté sur le score de propension défini dans (3) avec
P, = p () satisfaisant (6), ou V est donné par (27) et Vz,
par (28).

Notons que le premier terme de la variance totale est
v, =0 (n’l) mais que le deuxieme terme est V,
O,(N™ ) Donc, quand la fraction d’échantillonnage nN -
est négligeable, c’est-a-dire nN‘l— 0(1), le deuxieme
terme V, peut étre ignoré et V est un estimateur con-
vergent de la variance totale. Sinon, il faut tenir compte du
deuxiéme terme V, pour pouvoir construire un estimateur
de variance convergent comme dans (29).

Remarque 2 L’estimation de la variance de I’estimateur
ajusté sur le score de propension optimal sous le modele de
score de propension augmenté (18) avec (¢ A) satisfaisant
(20) peut étre derivé de (29) en utilisant 7, = b + blm +

Tha PP 587 (v, - By — bfy — 71,0, our (B, bl) et 7y,
sont définis dans (21) et (22), respectivement.

5. Etudes par simulation
5.1 Premiere étude

Deux études par simulation ont été exécutées pour
étudier les propriétés de la méthode proposée. Dans la
premiére simulation, nous avons créé une population finie
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de taille N =10000 a partir de la loi normale multivariée
suivante :

X, 2Y(1 050
X, | ~N[|-1],]05 1 0
e oJlo o1

La variable d’intérét y a été construite sous la forme y =
1+ x, + e Nous avons également généré des variables
indicatrices de réponse r, independamment a partir d’une
loi de Bernoulli de parameétre

__ eXp(2+xy)
'ol+exp(2+ Xy,)
Partant de la population finie, nous avons utilisé I’échantil-
lonnage aléatoire simple pour sélectionner deux échantillons
de taille n =100 et n =400, respectivement. Nous avons
utilise B =5000 échantillons Monte Carlo dans la simu-
lation. Le taux de réponse moyen était de 69,6 % environ.

Pour calculer le score de propension, nous avons postulé

un modéle de réponse de la forme

exp ((bo + d)l XZ) (30)
1+exp(do + 41 X,)

p(x; ¢) =

et un modéle de régression du résultat de la forme
m(x; B) =B + B X (31)

pour obtenir les estimateurs ajustés sur le score de pro-
pension optimaux. Donc, les deux modeles étaient spécifiés
correctement. Pour chaque échantillon, nous avons calculé
quatre estimateursde 6 = N "Ny,

1. (ASP-EMV) : Estimateur ajuste sur le score de pro-
pension (3) avec p, = p,(¢) et ¢ étant I’estimateur
du maximum de vraisemblance de ¢.

2. (ASP-CAL) : Estimateur ajusté sur le score de pro-
pension (3) avec p, satisfaisant la contrainte de ca-
lage (15) sur (1, x,;).

3. (AUG) : Estimateur ajusté sur le score de propension
augmente (19).

4. (OPT) : Estimateur optimal (17).

Dans les estimateurs ajustés sur le score de propension
augmenté, ¢ a été calculé par la méthode du maximum de
vraisemblance. Sous le modéle (30), I’estimateur du maxi-
mum de vraisemblance de ¢ = (¢,, ¢,)" a été calculé en ré-
solvant (6) avec h;(¢) = (1, x,). Le paramétre (B,,B,)
pour le modele de régression du résultat a été calculé par
régression de y sur x, par la méthode des moindres carrés
ordinaires. En plus des estimateurs ponctuels, nous avons
calculé les estimateurs de variance de ces estimateurs. Les
estimateurs de variance des estimateurs ajustés sur le score
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de propension ont été calculés en utilisant les pseudo-
valeurs dans (24) et la fonction h,(¢) correspondant a
chaque estimateur. Pour les estimateurs ajustés sur le score
de propension augmenté, les pseudo-valeurs ont été calcu-
Iées par la méthode de la remarque 2.

Le tableau 1 donne les biais, variances et erreurs quadra-
tiques moyenne Monte Carlo des quatre estimateurs ponc-
tuels, ainsi que les biais relatifs en pourcentage et les statis-
tiques t Monte Carlo des estimateurs de variance des estima-
teurs ponctuels. Le biais relatif en pourcentage d’un estima-
teur de variance V(0) est calculé par 100 x {V,,c (O)}*
[EnclV(0)} — Vi O 0l E,c() et V,,c() désignent
I’espérance Monte Carlo et la variance Monte Carlo, respec-
tivement. Au tableau 1, la statistique t est la statistique utili-
sée pour tester I’hypothése que le biais de I’estimateur de
variance est nul. Voir Kim (2004).

Les résultats de simulation présentés au tableau 1 nous
permettent de tirer les conclusions suivantes.

1. Tous les estimateurs ajustés sur le score de propen-
sion sont asymptotiquement sans biais, parce que le
modéle de réponse (30) est spécifié correctement.
L’estimateur ajusté sur le score de propension
utilisant la méthode de calage est légérement plus
efficace que celui utilisant I’estimateur du maximum
de vraisemblance, parce que le dernier terme de (14)
est plus petit pour la méthode de calage, car le pré-
dicteur de E(Y | x;) = B, + B, X, €st mieux approxi-
mé par une fonction linéaire de (1, x,;) que par une
fonction linaire de (p;, p; X,;)-

2. L’estimateur ajusté sur le score de propension
augmenté est plus efficace que I’estimateur ajusté sur
le score de propension direct (3). L’estimateur aug-
menté est construit en utilisant le modéle de régres-
sion spécifié correctement (31) et est donc asymptoti-
quement équivalent a I’estimateur ajusté sur le score
de propension optimal (17).

Tableau 1
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3. Les estimateurs de variance sont tous approxima-
tivement sans biais. Les estimateurs de variance
des estimateurs ajustés sur le score de propension
présentent un biais modeste quand la taille de
I’échantillon est faible (n =100).

5.2 Deuxiéme étude

Dans la deuxiéme étude par simulation, nous avons pour-
suivi I’étude des estimateurs ajustés sur le score de propen-
sion avec un modéle de régression du résultat non linéaire
sous un plan de sondage avec probabilités inégales. Nous
avons créé deux populations finies stratifiées de (X y)
comprenant quatre strates (h =1,2,3,4), ou les x,
étaient des variables indépendantes tirées selon une loi
normale N(1, 1) et les y,, étaient des variables dichoto-
miques prenant la valeur 1 ou O tirées selon une loi de
Bernoulli de parametre p,; ou p,,,. Des probabilités
différentes ont été utilisées pour ces deux populations,
respectivement :

1. Population 1 (Popl) :
Piyni = 1 /{1 + exp(0,5 - 2X)}

2. Population 2 (Pop2)
Py = 1/ [1+exp{0,25(x — 1,5)*~ 1,5}].

En plus de x,; et y,;, les variables indicatrices de ré-
ponse r,; ont été tirées selon une loi de Bernoulli de para-
metre P, =1/{1+exp(-1,5+0,7x;)} Les tailles des
quatre strates étaient N, =1 000, N, =2000, N, =3 000
et N, =4 000, respectivement. Dans chacune des deux po-
pulations finies, nous avons procédé au tirage d’un échan-
tillon stratifié de taille n =400 indépendamment sans re-
mise, ou un échantillon aléatoire simple de taille n, =100 a
été tiré de chaque strate. Nous avons utilisé B =5000
échantillons Monte Carlo dans cette simulation. Le taux de
réponse était de 67 % environ.

Biais, variance et erreur quadratique moyenne (EQM) Monte Carlo des quatre estimateurs ponctuels et biais relatif (BR) en
pourcentage et statistique t (stat. t) des estimateurs de variance fondés sur 5 000 échantillons Monte Carlo

n Méthode 0 v (6)
Biais Variance EQM BR(%) Stat. t
100 (ASP-EMV) -0,01 0,0315 0,0317 -2,34 -1,12
(ASP-CAL) -0,01 0,0308 0,0309 -3,56 -1,70
(AUG) 0,00 0,0252 0,0252 -0,61 -0,30
(OPT) 0,00 0,0252 0,0252 -0,21 -0,10
400 (ASP-EMV) -0,01 0,00737 0,00746 0,35 0,17
(ASP-CAL) -0,01 0,00724 0,00728 0,29 0,14
(AUG) 0,00 0,00612 0,00612 0,07 0,03
(OPT) 0,00 0,00612 0,00612 -0,14 -0,07
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Pour calculer le score de propension, nous avons postulé
un modele de réponse de la forme

o explhy + 4X)
PO = e (60 + 6,0

pour estimer les paramétres. Pour obtenir I’estimateur ajusté
sur le score de propension augmenté, nous avons postulé
pour la variable d’intérét un modele de la forme

. _ exp(By + By x)
M) ey e pi) D

Donc, le modele (32) est un modéle vrai sous (Popl), mais
non sous (Pop2).
Nous avons calculé quatre estimateurs :

1. (ASP-EMV) : estimateur ajusté sur le score de
propension (3) en utilisant I’estimateur du maximum de
vraisemblance de ¢.

2. (ASP-CAL): estimateur ajusté sur le score de
propension (3) avec p, satisfaisant la contrainte de
calage (15) sur (1, x).

3. (AUG-1) : estimateur ajusté sur le score de propension
augmenté 0, (19) avec B calculé par la méthode du
maximum de vraisemblance.

4. (AUG-2) : estimateur ajusté sur le score de propension
augmenté GZSP (19) avec B calculé par la méthode de
Cao et coll. (2009) discutée a la remarque 1.

Nous avons consideré I’estimateur ajusteé sur le score de
propension augmenté (19) avec f, = p,(¢), oU ¢ est
I’estimateur du maximum de vraisemblance de ¢. Le
premier estimateur ajusté sur le score de propension
augmenté (AUG-1) utilisait M, = m(x; ; B) avec B obtenu
par résolution de YnoTica Wy i {Yi — M (X B)HL,
Xyi) =0, ou A, est I’'ensemble d’indices figurant dans
I’échantillon de la strate h et w, est le poids d’échantil-
lonnage de I'unité i dans la strate h.

Le tableau 2 donne les résultats de simulation pour
chaque méthode. Pour chaque population, I’estimateur
ajusté sur le score de propension augmenté montre une
certaine amélioration de la variance comparativement a

Tableau 2
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celui utilisant I’estimateur du maximum de vraisemblance
de ¢ ou I’estimateur par calage de ¢. Sous (Popl), puisque
le modele (32) est vrai, il n’existe essentiellement aucune
différence entre les estimateurs ajustés sur le score de
propension augmenté utilisant différentes méthodes d’esti-
mation de B. Cependant, sous (Pop2), ou le modele de
régression du résultat supposé (32) est incorrect, I’'esti-
mateur ajusté sur le score de propension augmenté dans
lequel B est calculé par la méthode de Cao et coll. (2009)
est un peu plus efficace, ce qui est en harmonie avec la
théorie de la remarque 1. Les estimations de variance
sont approximativement sans biais dans tous les cas dans
I’étude par simulation.

6. Conclusion

Nous avons considéré le probléme de I’estimation de
la moyenne de y en population finie en présence de non-
réponse en utilisant la méthode du score de propension.
Nous avons calculé le score de propension a I’aide d’un
modele paramétrique de la probabilité de réponse et
discuté de certaines propriétés asymptotiques des estima-
teurs ajustés sur le score de propension. En particulier,
I’estimateur ajusté sur le score de propension optimal est
établi en émettant une hypothese supplémentaire au sujet
de la distribution de y. Le score de propension pour
I’estimateur ajusté sur le score de propension optimal
peut-&tre obtenu a I’aide du modele de score de propen-
sion augmenté présenté a la section 3. L’estimateur
résultant reste convergent, méme si le modele de ré-
gression du résultat supposé ne tient pas.

Nous avons limité notre étude au mécanisme de
données manquant au hasard dans lequel la probabilité de
réponse ne dépend que de X qui est toujours observé. Si le
mécanisme de réponse dépend également de vy, I’estima-
tion ajustée sur le score de propension devient plus
difficile. L estimation ajustée sur le score de propension
quand les données ne manquent pas au hasard dépasse le
cadre du présent article et sera le sujet d’une future étude.

Biais, variance et erreur quadratique moyenne Monte Carlo des quatre estimateurs ponctuels et biais relatifs (BR) en pourcentage
et statistique t des estimateurs de variance, fondés sur 5 000 échantillons Monte Carlo

Population Meéthode Basp V (Oasp)

Biais Variance EQM BR (%0) Stat. t

Popl (ASP-EMV) 0,00 0,000750 0,000762 -1,13 -0,57
(ASP-CAL) 0,00 0,000762 0,000769 -1,45 -0,72

(AUG-1) 0,00 0,000745 0,000757 -1,73 -0,86

(AUG-2) 0,00 0,000745 0,000757 -1,83 -0,91

Pop2 (ASP-EMV) 0,00 0,000824 0,000826 0,29 0,14
(ASP-CAL) 0,00 0,000829 0,000835 -0,94 -0,46

(AUG-1) 0,00 0,000822 0,000823 -0,71 -0,35

(AUG-2) 0,00 0,000820 0,000821 -0,61 -0,30
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