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Théorie concernant les estimateurs  
ajustés sur le score de propension dans les sondages 

Jae Kwang Kim et Minsun Kim Riddles 1 

Résumé 
La méthode d’ajustement sur le score de propension est souvent adoptée pour traiter le biais de sélection dans les sondages, 
y compris la non-réponse totale et le sous-dénombrement. Le score de propension est calculé en se servant de variables 
auxiliaires observées dans tout l’échantillon. Nous discutons de certaines propriétés asymptotiques des estimateurs ajustés 
sur le score de propension et dérivons des estimateurs optimaux fondés sur un modèle de régression pour la population finie. 
Un estimateur ajusté sur le score de propension optimal peut être réalisé en se servant d’un modèle de score de propension 
augmenté. Nous discutons de l’estimation de la variance et présentons les résultats de deux études par simulation.  
 
Mots clés : Calage ; données manquantes ; non-réponse ; pondération. 
 
 

1. Introduction  
Considérons une population finie de taille ,N  où N est 

connu. Pour chaque unité ,i iy  est la variable étudiée et x i  
est le vecteur de dimension q  de variables auxiliaires. Le 
paramètre d’intérêt est la moyenne de population finie de la 
variable étudiée, 1

=1= .N
i iN y   Supposons que la popula-

tion finie 1 1 2 2= {( , ), ( , ), ..., ( , )}N N Ny y y  x x x  est un 
échantillon aléatoire de taille N  tiré d’une loi de super-
population ( , ).xF y  Supposons qu’un échantillon de taille 
n  est tiré de la population finie selon un plan d’échan-
tillonnage probabiliste. Soit 1=i iw   le poids d’échantil-
lonnage, où i  est la probabilité d’inclusion de premier 
ordre de l’unité i  obtenue d’après le plan d’échantillonnage 
probabiliste. Sous réponse complète, la moyenne de popu-
lation finie peut être estimée par l’estimateur d’Horvitz-
Thompson (HT), 1

HT
ˆ = ,i A i iN w y

  où A  est l’en-
semble d’indices qui figurent dans l’échantillon. 

En présence de données manquantes, l’estimateur HT 

HT̂  ne peut pas être calculé. Soit r  la variable indicatrice 
de réponse, qui prend la valeur 1 si y  est observée et la 
valeur 0 autrement. Conceptuellement, comme en ont 
discuté Fay (1992), Shao et Steel (1999), ainsi que Kim et 
Rao (2009), l’indicateur de réponse peut être étendu à la 
population entière sous la forme 1 2= { , , ..., },N Nr r r  où ir  
est une réalisation de la variable aléatoire .r  L’estimateur 
sous cas complets (CC) CC

ˆ = /i A i Ai i i i iw r y w r    con-
verge alors en probabilité vers ( | = 1).E Y r  À moins que 
le mécanisme de réponse soit tel que les réponses manquent 
entièrement au hasard en ce sens que ( | =E Y r 1) = ( ),E Y  
l’estimateur CC présente un biais. Pour corriger ce biais, si 
la probabilité de réponse  

                          ( , ) = Pr( = 1 | , )p y r yx x  (1) 

est connue, on peut utiliser l’estimateur CC pondéré 

CCP
ˆ = 1 / ( , )xi A i i i i iN w r y p y

  pour estimer .  Il 
convient de souligner que CCP̂  est sans biais parce que 

=1{ / ( , ) | } = { / ( , ) |N
i A ii i i i i N i i i iE w r y p y E r y p y x x  

=1} = .N
iN iy  

Si la probabilité de réponse (1) est inconnue, on peut 
postuler pour cette dernière un modèle paramétrique 

( , ; )p yx   indicé par    tel que ( , ) = ( ,x xp y p  

0; )y   pour un certain 0 .  Nous supposons qu’il 
existe un estimateur convergeant à la vitesse n  ̂  de 0  
tel que 

                               0
ˆ( ) = (1),  pn O  (2) 

où = (1)n pg O  indique que ng  est borné en probabilité. 
En utilisant ˆ ,  nous pouvons obtenir la probabilité de 
réponse estimée par ˆˆ = ( , ; ),i i ip p yx   qui est souvent 
appelée score de propension (Rosenbaum et Rubin 1983). 
L’estimateur ajusté sur le score de propension (ASP) peut 
être construit comme  

                             
ASP

1ˆ = .
ˆ
i

i i
i A i

r
w y

N p

   (3) 

L’estimateur ajusté sur le score de propension (3) est 
d’usage très répandu. De nombreux programmes d’enquête 
l’utilisent pour réduire le biais de non-réponse (Fuller, 
Loughin et Baker, 1994 ; Rizzo, Kalton et Brick, 1996). 
Rosenbaum et Rubin (1983) et Rosenbaum (1987) ont pro-
posé d’utiliser l’approche d’ajustement sur le score de pro-
pension pour estimer les effets du traitement dans les études 
observationnelles. Little (1988) a passé en revue les mé-
thodes d’ajustement sur le score de propension pour le trai-
tement de la non-réponse totale dans les sondages. Duncan 
et Stasny (2001) ont utilisé l’approche d’ajustement sur le 
score de propension pour contrôler le biais de couverture 
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dans les enquêtes téléphoniques. Folsom (1991) et 
Iannacchione, Milne et Folsom (1991) ont utilisé un modèle 
de régression logistique pour estimer la probabilité de 
réponse. Lee (2006) a appliqué la méthode d’ajustement sur 
le score de propension à une enquête en ligne auprès d’un 
panel de volontaires. Durrant et Skinner (2006) ont utilisé 
l’approche d’ajustement sur le score de propension pour 
traiter l’erreur de mesure.  

Malgré la popularité des estimateurs ajustés sur le score 
de propension, peu d’attention a été accordée à leurs 
propriétés asymptotiques dans la littérature sur les sondages. 
Kim et Kim (2007) ont utilisé un développement en série de 
Taylor pour obtenir la moyenne et la variance asymptotique 
des estimateurs ajustés sur le score de propension et discuté 
de l’estimation de leur variance. Da Silva et Opsomer 
(2006), ainsi que Da Silva et Opsomer (2009) ont considéré 
des méthodes non paramétriques pour obtenir des estima-
teurs ajustés sur le score de propension.  

Dans le présent article, nous discutons des estimateurs 
ajustés sur le score de propension optimaux appartenant à la 
classe d’estimateurs de la forme (3) qui utilisent un esti-
mateur ̂  convergeant à la vitesse .n  Ces estimateurs 
sont asymptotiquement sans biais pour .  La recherche 
d’estimateurs ajustés sur le score de propension à variance 
minimale parmi cette classe particulière d’estimateurs 
ajustés sur le score de propension est l’un des principaux 
sujets sur lesquels porte le présent article.  

À la section 2, nous présentons les résultats principaux. À 
la section 3, nous proposons un estimateur ajusté sur le 
score de propension optimal utilisant un modèle de score de 
propension augmenté. À la section 4, nous discutons de 
l’estimation de la variance de l’estimateur proposé. À la 
section 5, nous présentons les résultats de deux études par 
simulation et à la section 6, nous formulons nos conclusions.  

 
2. Résultats principaux  

À la présente section, nous discutons de certaines pro-
priétés asymptotiques des estimateurs ajustés sur le score de 
propension. Nous supposons que le mécanisme de réponse 
ne dépend pas de ,y  donc que  

            0Pr( = 1 | , ) = Pr( = 1 | ) = ( ; )r y r px x x   (4) 

pour un certain vecteur 0  inconnu. La première égalité 
implique que les données manquent au hasard (MAR pour 
missing-at-random), car nous observons toujours x  dans 
l’échantillon. Notons que la condition MAR fait partie des 
hypothèses du modèle de population. Dans la seconde 
égalité, nous supposons en outre que le mécanisme de 
réponse est connu jusqu’à un paramètre 0  inconnu. Le 
mécanisme de réponse est légèrement différent de celui 

considéré par Kim et Kim (2007), qui supposent qu’il a lieu 
sous un échantillonnage à deux phases classique et dépend 
de l’échantillon réalisé :  

0Pr( =1 , , =1) = Pr( =1 , =1) = ( ; ).Ar y I r I p x x x   (5) 

Ici, I  est la fonction indicatrice d’échantillonnage définie 
sur l’ensemble de la population. Autrement dit, = 1iI  si 
i A  et = 0iI  autrement. À moins que le plan d’échan-
tillonnage soit non informatif en ce sens que les probabilités 
de sélection de l’échantillon sont corrélées à l’indicateur de 
réponse, même après conditionnement sur les variables 
auxiliaires (Pfeffermann, Krieger et Rinott, 1998), les deux 
mécanismes de réponse, (4) et (5), sont différents. Dans les 
sondages, l’hypothèse (4) est plus appropriée parce que la 
décision de répondre ou non à un sondage est laissée à la 
discrétion de la personne interrogée. Ici, la variable indica-
trice de réponse ir  est définie sur l’ensemble de la popula-
tion, comme il est discuté à la section 1. 

Nous considérons une classe d’estimateurs convergeant à 
la vitesse n  de 0  dans (4). En particulier, nous consi-
dérons une classe d’estimateurs qui peuvent s’écrire comme 
une solution de  

                 

ˆ ( ) { ( )} ( ) = ,U h 0  h i i i i
i A

w r p


   (6) 

où ( ) = ( ; )i ip p x   pour une certaine fonction ( ) =h i

( ; ),ih x   une fonction lisse de x i  et du paramètre .  
Donc, la solution de (6) peut s’écrire comme étant ˆ ,h qui 
dépend du choix de ( ).h i  Toute solution ̂h  de (6) est 
convergente pour 0  dans (4) parce que 0

ˆ{ ( )| } =h NE U    

=1 0 0[ { ( )} ( ) | ]N
i i i i NE r p  h    est nulle sous le méca-

nisme de réponse donné en (4). Si nous laissons tomber les 
poids d’échantillonnage iw  dans (6), le paramètre estimé 
̂h  est convergent pour 0A  dans (5) et l’estimateur ajusté 
sur le score de propension résultant est convergent unique-
ment si le plan d’échantillonnage est non informatif. Les 
estimateurs ajustés sur le score de propension obtenu à partir 
de (6) en utilisant les poids d’échantillonnage sont conver-
gents que le plan d’échantillonnage soit ou ne soit pas non 
informatif. Selon Chamberlain (1987), tout estimateur con-
vergeant à la vitesse n  de 0  dans (4) peut s’écrire sous 
la forme d’une solution de (6). Donc, le choix de ( )h i  
dans (6) détermine l’efficacité de l’estimateur ajusté sur le 
score de propension résultant.  

Soit ASP,
ˆ

h  l’estimateur ajusté sur le score de propension 
donné par (3) en utilisant ˆ =ip ˆ( )i hp  où ̂h  est la solution 
de (6). Pour discuter des propriétés asymptotiques de 

ASP,
ˆ ,h  supposons que nous avons une suite de populations 
finies et d’échantillons, comme dans Isaki et Fuller (1982), 
telle que 1/2

=1 = ( )N
i A ii i i pw O n N
 u u  pour toute 

caractéristique de la population iu  avec les moments 
d’ordre quatre bornés. Nous supposons aussi que les poids 



Techniques d’enquête, décembre 2012 173 
 

 
Statistique Canada, No 12-001-X au catalogue 

d’échantillonnage sont bornés uniformément. Autrement dit, 

1 <K 1
2<iN nw K  pour tout i  uniformément dans ,n  où 

1K  et 2K  sont des constantes données. En outre, nous sup-
posons qu’existent les conditions de régularité suivantes :   

[C1] Le mécanisme de réponse satisfait (4), où ( ; )p x   
est continue en   avec les dérivées première et se-
conde continues dans un ensemble ouvert contenant 

0.  Les réponses sont indépendantes dans le sens où 
Cov ( ,ir ) = 0jr  x  pour .i j  En outre, ( ;ip x

) > c  pout tout i  pour une certaine constante 
donnée > 0.c   

[C2] La solution de (6) existe et est unique presque partout. 
Dans (6), la fonction ( ) = ( ; )i ih h x   possède un 
moment de quatrième ordre borné. En outre, la déri-
vée partielle ˆ{ ( )}/U  h   est non singulière pour 
tout .n  

[C3] Dans (6), la fonction d’estimation ˆ ( )hU   con-
verge en probabilité vers =1( ) = { ( )}N

ih i ir p U    
( )ih   uniformément en .  En outre, la dérivée par-

tielle ˆ{ ( )}/h U    converge en probabilité vers 
{ ( )}/h U    uniformément en .  La solution N  

de ( ) =hU 0  satisfait 1/2
0( ) = (1)N pN O   sous 

le mécanisme de réponse.   
La condition [C1] énonce les conditions de régularité 

pour le mécanisme de réponse. La condition [C2] est la 
condition de régularité pour la solution ̂h  de (6). Dans la 
condition [C3], certaines conditions de régularité sont im-
posées à la fonction d’estimation ˆ ( )U h  proprement dite. 
Par [C2] et [C3], nous pouvons établir la convergence à 
la vitesse n  de ˆ

h  
en (2). 

Maintenant, le théorème qui suit traite de certaines 
propriétés asymptotiques de l’estimateur ajusté sur le score 
de propension ASP,

ˆ .h   
Théorème 1 Si les conditions [C1] à [C3] sont vérifiées, 

sous la distribution conjointe du mécanisme d’échantillon-
nage et du mécanisme de réponse, l’estimateur ajusté sur le 
score de propension ASP,

ˆ
h  satisfait  

                     ASP, ASP,
ˆ( ) = (1),h h pn o    (7) 

où  

     

* *
ASP,

1
= ( ) ,i

h i i i h i i i h
i A i

r
w p y p

N p

 
      

 
 h h  (8) 

* 1
=1 =1= ( ) ( ),z h zN N

i ih i i i i i i ir p r y   0= ( ; ),i ip p x  =iz  
1

0{ ( ; )} / ,ip  x  et 0= ( ; ).i ih h x  De plus, si la 
population finie est un échantillon aléatoire tiré d’un 
modèle de surpopulation, alors  

    

ASP, HT

2
2

ˆ( ) ( )

1 1
1 ( | ) .

h l

i i
i A i

V V V

E w V Y
pN 

   

      
   




x
 

(9)
 

Dans (9), l’égalité tient quand ̂h  satisfait 

                  
1 ( | ) = 0,

ˆ( ; )
i

i i
i A i h

r
w E Y

p

  
 




x
x

 (10) 

où ( | )x iE Y  est l’espérance conditionnelle sous le modèle 
de superpopulation.  

Preuve. Étant donné ( ) = ( ; )i ip p x  et ( ) =ih   
( ; ),ih x  définissons 

1

ˆ ( , ) =

( ) ( ) { ( ) ( ) } .
( )

h h



   


i
i i i i i i

i A i

r
N w p y p

p




 

 
     

 


 

Puisque ̂h  satisfait (6), nous avons ASP
ˆ ˆ ˆ= ( , )h    pour 

tout choix de .  Nous voulons maintenant trouver un choix 
particulier de ,  disons *,  tel que  

                    
* * 1/ 2

0
ˆ ˆ ˆ( , ) = ( , ) ( ). h po n      (11) 

Comme ̂h  converge en probabilité vers 0,  l’équivalence 
asymptotique (11) est vérifiée si  

                        

*
0

ˆ ( , ) | = = ,0  


E
 

  
 

 (12) 

en utilisant la théorie de Randles (1982). La condition (12) 
est vérifiée si * *= ,h   où *

h  est défini en (8). Donc, (11) 
se réduit à  

        

* *
ASP,

1/2

1ˆ = ( )

( ),

i
h i i i h i i i h

i A i

p

r
w p y p

N p

o n





 
      

 



 h h
 

(13)

 

ce qui prouve (7). La variance de ASP, h  peut être calculée 
par  



ASP,

2 * 2
HT 2

2
HT 2

* 2

2
HT 2

2
2

( )

1 1ˆ= ( ) 1 ( )

1 1ˆ= ( ) 1 ( | )

( | ) }

1 1ˆ= ( ) 1 ( | )

1 1
1

h

i i i i h
i A i

i i i
i A i

i i i h

i i
i A i

i
i A i

V

V E w y p
pN

V E w y E Y
pN

E Y p

V E w V Y
pN

E w
pN











         
   
  

     
 

   
       
   

 
 











h

h



x

x

x

* 2{ ( | ) } ,i i i hE Y p
 

  
 

hx (14)
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où la dernière égalité découle du fait que iy  est condition-
nellement indépendante de *( | ) ,hxi i i hE Y p    en condi-
tionnant sur .ix  Puisque le dernier terme de (14) est non 
négatif, l’inégalité en (9) est établie. En outre, si ( | )=iE Y x  

i ip h   pour un certain ,  (10) est vérifiée et *( | ) =h iE  x  
,  en vertu de la définition de *.h  Donc, ( | )iE Y x  

* * *= { ( | )} = (1),i i h i i h h i pp p E o     h h x  ce qui implique 
que le dernier terme de (14) est négligeable.  

 
Dans (9), lV  est la borne inférieure de la variance 

asymptotique des estimateurs ajustés sur le score de 
propension de la forme (3) satisfaisant (6). Tout estimateur 
ajusté sur le score de propension possédant la variance 
asymptotique lV  donnée en (9) est optimal puisqu’il atteint 
la borne inférieure de la variance asymptotique parmi la 
classe d’estimateurs ajustés sur le score de propension pour 
lesquels ̂  satisfait (2). La variance asymptotique des 
estimateurs ajustés sur le score de propension optimaux de 
  est égale à lV  en (9). L’estimateur ajusté sur le score de 
propension utilisant l’estimateur du maximum de vraisem-
blance de 0  n’atteint pas nécessairement la borne infé-
rieure de la variance asymptotique.  

La condition (10) donne un moyen de construire un 
estimateur ajusté sur le score de propension optimal. 
Premièrement, nous avons besoin d’une hypothèse pour 

( | ),E Y x  qui est souvent appelée modèle de régression du 
résultat. Si le modèle de régression du résultat est un modèle 
de régression linéaire de la forme 0 1( | ) = ,E Y  x x  un 
estimateur ajusté sur le score de propension optimal de   
peut être obtenu en résolvant  

                      
(1, ) = (1, ).

( )
i

i i i i
i A i Ai

r
w w

p 
 x x


 (15) 

La condition (15) est intéressante, car elle dit que l’esti-
mateur ajusté sur le score de propension appliqué à 

= b xy a   mène à l’estimateur HT original. La condition 
(15) est appelée condition de calage dans le domaine des 
sondages. La condition de calage appliquée à x  utilise 
complètement l’information que celui-ci contient si la 
variable étudiée est bien approximée par une fonction 
linéaire de .x  La condition (15) a également été utilisée 
dans Nevo (2003) et dans Kott (2006) sous le modèle de 
régression linéaire.  

Si nous utilisons explicitement un modèle de régression 
pour ( | ),xE Y  il est possible de construire un estimateur qui 
possède la variance asymptotique (9) et n’est pas néces-
sairement un estimateur ajusté sur le score de propension. 
Par exemple, si nous supposons que  

                             0( | ) = ( ; )E Y mx x   (16) 

pour une certaine fonction ( ; )m x  connue jusqu’à 0,  
nous pouvons utiliser le modèle (16) directement pour 
construire un estimateur optimal de la forme  

 
opt

1ˆ ˆ ˆ= ( ; ) { ( ; )} ,
ˆ( )

i
i i i i

i A i

r
w m y m

N p

 
   

 
 x x 


 (17) 

où ̂  est un estimateur convergeant à la vitesse n  de 0  
dans le modèle de superpopulation (16) et ̂  est un esti-
mateur convergeant à la vitesse n  de 0  calculé par (6). 
Le théorème qui suit montre que l’estimateur optimal (17) 
atteint la borne inférieure en (9). 
 

Théorème 2 Posons que les conditions du théorème 1 
sont vérifiées. Supposons que ̂  satisfait 0

ˆ =    
1/2( ).pO n  Supposons que, dans le modèle de superpopu-

lation (16), ( ; )m x  possède des dérivées partielles 
d’ordre un continues dans un ensemble ouvert contenant 

0.  Sous la distribution conjointe du mécanisme d’échantil-
lonnage, du mécanisme de réponse et du modèle de super-
population (16), l’estimateur opt̂  en (17) satisfait 

*
opt opt

ˆ( ) = (1),pn o    

où  

* 1
opt 0 0= ( ; ) { ( ; )} ,i

i i i i
i A i

r
N w m y m

p




 
   

 
  x x  

0= ( ),i ip p   et *
opt( )V   est égal à lV  dans (9). 

 
Preuve. Définissons 1

opt
ˆ ( , ) = [ ( ;i A i iN w m

   x  
1) i ir p ( ){ ( ; )}].i iy m x  Notons que, dans (17), 

opt̂  peut s’écrire opt opt
ˆ ˆ ˆ ˆ= ( , ).    Puisque 

opt

1ˆ ( , ) = ( ; ) ( ; ) ,
( )
i

i i i
i A i

r
w m m

N p

 
    

     
 

x x  

où ( ; ) = ( ; ) / ,i im m    x x  et 

opt

1ˆ ( , ) = ( ){ ( ; )},i i i i i
i A

w r y m
N 


 

  z   


x  

où 1( ) = { ( )} / ,z   i ip   nous avons opt
ˆ[ { ( , )}/ E    

0 0( , ) | = , = ] = 0       et la condition de Randles 
(1982) est satisfaite. Donc,  

1/2 * 1/ 2
opt opt 0 0 opt

ˆ ˆ ˆ ˆ( , ) = ( , ) ( ) = ( )    p po n o n       

et la variance de *
opt  est égale à ,lV  la borne inférieure de 

la variance asymptotique.   
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L’optimalité (asymptotique) de l’estimateur donné par 
(17) est justifiée sous la distribution conjointe du modèle de 
réponse (4) et du modèle de superpopulation (16). Quand les 
deux modèles sont corrects, opt̂  est optimal et son effica-
cité n’est pas affectée par le choix de ˆ ˆ( , )   à condition que 
ces derniers convergent à la vitesse .n  Robins, Rotnitzky 
et Zhao (1994) ont également préconisé l’utilisation de opt̂  
donné par (17) sous échantillonnage aléatoire simple.  
 

Remarque 1 Si le modèle de réponse est correct mais que 
le modèle de superpopulation (16) n’est pas nécessaire-
ment correct, le choix de ̂  influence l’efficacité de l’esti-
mateur optimal. Cao, Tsiatis et Davidian (2009) ont consi-
déré l’estimation optimale quand seul le modèle de réponse 
est correct. En utilisant la linéarisation de Taylor, l’estima-
teur optimal (17) avec ̂  satisfaisant (6) est asymptotique-
ment équivalent à  

( ) =

( ; ) { ( ; )} 1 ,i i
i i i i i i

i A i i

r r
w m y m p

p p 




  
     

  
 c h

 

 x x
 

où c  est la limite de probabilité de ˆˆ = { ( )c z i A i i iw r   
1ˆ ˆˆ ( )} ( ){ ( ; )}i Ai i i i i i ip w r y m

 h z  x  et 1( ) = {i ipz   
( )} / .   La variance asymptotique est alors égale à  

2 2
HT

{ ( )} =

1ˆ( ) { ( ; ) } .i
i i i i i

i A i

V

p
V E w y m p

p 




      
 
 c h

 

x
 

Donc, un estimateur optimal de   peut être calculé en 
trouvant le ̂  qui minimise  

2 2
2

ˆ1 ˆˆ ˆ( ) = { ( ; ) ( )} .
ˆ

i
i i i i i i

i A i

p
Q w r y m p

p 


   c h  x  

L’estimateur résultant est optimal par rapport au plan 
d’échantillonnage car il minimise la variance asymptotique 
sous le modèle de réponse.  

 
3. Modèle de score de propension augmenté  

À la présente section, nous considérons une estimation 
ajustée sur le score de propension optimale. Notons qu’en 
(17), l’estimateur optimal opt̂  n’est pas nécessairement 
écrit sous la forme d’un estimateur ajusté sur le score de 
propension donnée par (3). Il l’est s’il satisfait i A iw  

1 ˆˆ ( ; ) =i i ir p m x  ˆ( ; ).i A i iw m x   Donc, nous pouvons 
construire un estimateur ajusté sur le score de propension 
optimal en incluant ˆ( ; )im x   dans le modèle du score de 

propension. Spécifiquement, étant donné ˆˆ = ( ; ),i im m x 
ˆ =ip ˆ( )ip  et ˆˆ = ( ),h h i i  où ̂  est obtenu à partir de (6), 

nous augmentons le modèle de réponse par  

            

*

0 1

ˆˆ( , ) ,
ˆ ˆ ˆ(1 ) exp( )

  i
i

i i i

p
p

p p m


    
 (18) 

où 0 1= ( , )    est le multiplicateur de Lagrange qui est 
utilisé pour intégrer la contrainte supplémentaire. Si 

0 1( , ) =  ,0  alors * ˆ ˆ( , ) = . i ip p  La probabilité de 
réponse augmentée * ˆ( , ) ip  prend toujours une valeur 
comprise entre 0 et 1. Le modèle de probabilité de réponse 
augmenté (18) peut être obtenu en minimisant la distance de 
Kullback-Leibler *

i A i i iw r q *log ( / ),i iq q  où * = (1iq   
* *) /i ip p  et ˆ ˆ= (1 ) / ,i i iq p p  sous la contrainte i A  

* ˆ( / )(1, ) = i Ai i i i iw r p m w ˆ(1, ).im  
En utilisant (18), l’estimateur ajusté sur le score de 

propension optimal est calculé comme 

                         

*
ASP *

1ˆ = ,
ˆ ˆ( , )
i

i i
i A i

r
w y

N p

 
 

 (19) 

où ̂  satisfait 

                  
*

ˆ ˆ(1, ) = (1, ).
ˆ ˆ( , ) 
i

i i i i
i A i Ai

r
w m w m

p 
   (20) 

Sous le modèle de réponse (4), on peut montrer que  

*
ASP

1/2
0 1 0 1

ˆ =

1 ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ( ) ( ),
ˆ
i

i i i i p
i A i

r
w b b m y b b m o n

N p






 
     

 


 

où  

               

1

0

1

ˆ 1 1 1
= 1

ˆ ˆ ˆˆ

1 1
1 .

ˆˆ

i i
i ii A i

i i i
ii A i

b
w r

m mpb

w r y
mp







             
       

    
  





 

(21)

 

En outre, en vertu de l’argument du théorème 1, nous 
pouvons établir que  

 

*
ASP 0 1 2

0 1 2

1/2

1ˆ ˆ=

ˆ

( ),

i i h i i
i A

i
i i h i i

i

p

w b b m p
N

r
y b b m p

p

o n





    



     




 h

h  
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où 0 1 2( , , )hb b   est la limite de probabilité de 0 1 2
ˆ ˆ ˆ( , , )hb b   

avec 

                 

1

2

0 1

ˆ ˆˆ ˆ= ( ) ( )

ˆ ˆˆ ˆ( ) ( )

z h

z

 



h i i i i i
i A

i i i i i
i A

w r p

w r y b b m







   
 

 




 

(22)

 

et l’effet de l’estimation de 0  dans ˆˆ = ( ; )i ip p x   peut 
être ignoré sans risque. 

Notons que, sous le modèle de réponse (4), ˆ ˆ( , )   dans 
(19) converge en probabilité vers 0( , ),0  où 0  est le 
paramètre réel dans (4). Donc, le score de propension donné 
par le modèle augmenté converge vers la probabilité de 
réponse réelle. Comme ̂  converge vers zéro en probabi-
lité, le choix de ̂  dans ˆˆ = ( ; )i im m x   ne joue aucun rôle 
dans l’absence asymptotique de biais de l’estimateur ajusté 
sur le score de propension. Les variances asymptotiques 
varient pour divers choix de ˆ .  

Sous le modèle de superpopulation (16), 0 1
ˆ ˆ ˆ ib b m   

( | )x iE Y  en probabilité. Donc, l’estimateur ajusté sur le 
score de propension optimal (19) est asymptotiquement 
équivalent à l’estimateur optimal (17). L’introduction de ˆ im  
dans l’équation de calage pour atteindre l’optimalité est 
proche de l’esprit de la méthode de calage sur un modèle 
proposée par Wu et Sitter (2001).  

4. Estimation de la variance   
Nous abordons maintenant l’estimation de la variance 

des estimateurs ajustés sur le score de propension sous le 
modèle de réponse supposé. Singh et Folsom (2000) et Kott 
(2006) ont discuté de l’estimation de la variance pour 
certains types d’estimateurs ajustés sur le score de pro-
pension. Kim et Kim (2007) ont discuté de l’estimation de la 
variance quand l’estimateur ajusté sur le score de propen-
sion est calculé par la méthode du maximum de vraisem-
blance.  

Nous considérons l’estimation de la variance de 
l’estimateur ajusté sur le score de propension de la forme (3) 
où ˆˆ = ( )i ip p  est construite en vue de satisfaire (6) pour 
une certaine fonction ˆ( ) = ( ; , ),i ih h x    où ̂  est obtenu 
en utilisant le modèle de superpopulation postulé. Soit *  la 
limite de probabilité de ̂  sous le modèle de réponse. No-
tons que *  n’est pas nécessairement égal à 0  dans (16), 
puisque nous ne supposons pas ici que le modèle de super-
population postulé est spécifié correctement.  

Si nous utilisons de l’argument pour la linéarisation de 
Taylor (13) utilisé dans la preuve du théorème 1, l’estima-
teur ajusté sur le score de propension satisfait  

             * 1/2
ASP 0

1ˆ = ( , ) ( ),i i p
i A

w o n
N





      (23) 

où  

          

*

*

( , ) = ( ) ( , )

{ ( ) ( , ) },
( )

h

h

    

  


i i i h

i
i i i h

i

p

r
y p

p

 

  
 

(24)
 

( , ) = ( ; , )i ih h x     et *
h  est défini comme dans (8) 

avec ih  remplacé par *
0( , ).h  i  Puisque ˆ( )ip  satisfait 

(6) avec ˆ( ) = ( ; , ),i ih h x    l’expression ASP
ˆ =  

1 ˆ ˆ( , ) i A i iN w
   est vérifiée et, dans (23), la linéari-

sation peut être exprimée sous la forme 1
i AN 
  

1 * 1/ 2
0

ˆ ˆ ˆ( , ) = ( , ) ( ).   i Ai i i i pw N w o n 
    Donc, si 

les ( , , )x i i iy r  sont indépendantes et identiquement 
distribuées (IID), les *

0( , ) i  sont IID même si les 
ˆ ˆ( , ) i  ne le sont pas nécessairement. Comme les 

*
0( , ) i  sont IID, nous pouvons appliquer la méthode 

pour échantillon complet classique pour estimer la variance 
de 1 *

HT 0ˆ = ( , ), i A i iN w
   qui est asymptotiquement 

équivalente à la variance de 1
ASP

ˆ = i A iN w
 ˆ ˆ( , ). i  

Voir Kim et Rao (2009). 
Pour obtenir l’estimateur de variance, nous supposons 

que l’estimateur de variance 2ˆ = i A j A ij i jV N g g
     

satisfait HT
ˆ ˆ/ ( | ) = 1 (1)N pV V g o  pour un certain ij  

relié à la probabilité d’inclusion conjointe, où HTˆ =g  
1

i A i iN w g
  pour tout g  avec un moment d’ordre deux 

fini et HT( | ) =NV g  2
=1 =1 ,N N

i j N ij i jN g g
    pour un 

certain .N ij  Nous supposons aussi que  

                               1

=1

| | = ( ).
N

N ij
i

O n N
  (25) 

Pour obtenir la variance totale, nous considérons le cadre 
inverse de Fay (1992), Shao et Steel (1999) et Kim et Rao 
(2009). Dans ce cadre, la population finie est d’abord di-
visée en deux groupes, une population de répondants et une 
population de non-répondants. Connaissant la population, 
l’échantillon A  est sélectionné selon un plan d’échantil-
lonnage probabiliste. Donc, la sélection de la population de 
répondants à partir de la population finie complète est traitée 
comme l’échantillonnage de première phase et la sélection 
de l’échantillon de répondants à partir de la population de 
répondants est traitée comme l’échantillonnage de deuxième 
phase dans le cadre inverse. La variance totale de HT̂  peut 
s’écrire  

HT 1 2 HT

HT

ˆ ˆ( | ) = = { ( | , ) | }

ˆ{ ( | , ) | }.

N N N N

N N N

V V V E V

V E

  

 

   

  
 
(26)

 

Dans (26), le terme de variance conditionnelle HTˆ( |V   
, )N N   peut être estimé par  
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                          2
1̂ ˆ ˆ= ,ij i j

i A j A

V N 

 

    (27) 

où ˆ ˆˆ = ( , ) i i   est défini dans (24) avec *
h  remplacé par 

un estimateur convergent tel que * ˆˆ ˆ= { ( )z i Ah i i i iw r p  
1 ˆˆ } ( ) ,h z i Ai i i i iw r y

  et ˆ ˆˆ = ( ; , ).i ih h x    Pour montrer 
que 1̂V  converge également vers 1V  dans (26), il suffit de 
montrer que HTˆ{ ( , ) } = (1),N N NV n V o       ce qui 
découle de (25) et de l’existence du moment d’ordre quatre. 
Voir Kim, Navarro et Fuller (2006). Dans (26), le deuxième 
terme 2V  est  

1
HT

=1

* * 2
2

=1

ˆ{ ( | , ) | } = |

11
= ( ) ,

N

N N N i N
i

N
i

i i i h
i i

V E V N

p
y p

pN





 
  

 


 



 h

   

 

où * *
0= ( ; , ).i ih h x    Un estimateur convergent de 2V  

peut s’obtenir sous la forme  

* 2
2 2 2

ˆ11ˆ ˆ ˆˆ= ( ) ,
ˆ

hi
i i i i i h

i A i

p
V w r y p

N p

    (28) 

où *ˆ h  est défini d’après (27). Donc,  

                                 ASP 1 2
ˆˆ ˆ ˆ( ) = ,V V V   (29) 

est un estimateur convergent de la variance de l’estimateur 
ajusté sur le score de propension défini dans (3) avec 

ˆˆ = ( )i ip p  satisfaisant (6), où 1̂V  est donné par (27) et 2̂,V  
par (28). 

Notons que le premier terme de la variance totale est 

1 =V 1( ),pO n  mais que le deuxième terme est 2 =V  
1( ).pO N   Donc, quand la fraction d’échantillonnage 1nN   

est négligeable, c’est-à-dire 1 = (1),nN o  le deuxième 
terme 2V  peut être ignoré et 1̂V  est un estimateur con-
vergent de la variance totale. Sinon, il faut tenir compte du 
deuxième terme 2V  pour pouvoir construire un estimateur 
de variance convergent comme dans (29).  

Remarque 2 L’estimation de la variance de l’estimateur 
ajusté sur le score de propension optimal sous le modèle de 
score de propension augmenté (18) avec ˆ( , ˆ )  satisfaisant 
(20) peut être dérivé de (29) en utilisant 0 1

ˆ ˆˆ ˆ=i ib b m    
1

2 0 1 2
ˆ ˆˆ ˆˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( )h i i i i i i h i ip r p y b b m p      h h  où 0̂( ,b 1̂)b  et 2ˆ h  

sont définis dans (21) et (22), respectivement.  

 
5. Études par simulation   

5.1 Première étude  
Deux études par simulation ont été exécutées pour 

étudier les propriétés de la méthode proposée. Dans la 
première simulation, nous avons créé une population finie 

de taille = 10 000N  à partir de la loi normale multivariée 
suivante :  

1

2

2 1 0,5 0
1 , 0,5 1 0 .
0 0 0 1

x
x N
e

      
      
      

      

  

La variable d’intérêt y  a été construite sous la forme =y  

11 x  .e  Nous avons également généré des variables 
indicatrices de réponse ir  indépendamment à partir d’une 
loi de Bernoulli de paramètre  

2

2

exp(2 )
= .

1 exp(2 )
i

i
i

x
p

x


   

Partant de la population finie, nous avons utilisé l’échantil-
lonnage aléatoire simple pour sélectionner deux échantillons 
de taille = 100n  et =n 400, respectivement. Nous avons 
utilisé =B 5 000 échantillons Monte Carlo dans la simu-
lation. Le taux de réponse moyen était de 69,6 % environ. 

Pour calculer le score de propension, nous avons postulé 
un modèle de réponse de la forme  

                        0 1 2

0 1 2

exp( )
( ; ) =

1 exp( )

x
p

x

  
   

x   (30) 

et un modèle de régression du résultat de la forme  

                                0 1 1( ; ) =m x  x   (31) 

pour obtenir les estimateurs ajustés sur le score de pro-
pension optimaux. Donc, les deux modèles étaient spécifiés 
correctement. Pour chaque échantillon, nous avons calculé 
quatre estimateurs de 1

=1= :N
i iN y    

1. (ASP-EMV) : Estimateur ajusté sur le score de pro-
pension (3) avec ˆˆ = ( )i ip p  et ̂  étant l’estimateur 
du maximum de vraisemblance de .  

2. (ASP-CAL) : Estimateur ajusté sur le score de pro-
pension (3) avec ˆ ip  satisfaisant la contrainte de ca-
lage (15) sur 2(1, ).ix   

3. (AUG) : Estimateur ajusté sur le score de propension 
augmenté (19).  

4. (OPT) : Estimateur optimal (17).   
Dans les estimateurs ajustés sur le score de propension 

augmenté, ̂  a été calculé par la méthode du maximum de 
vraisemblance. Sous le modèle (30), l’estimateur du maxi-
mum de vraisemblance de 0 1= ( , )   a été calculé en ré-
solvant (6) avec 2( ) = (1, ) .i ix h   Le paramètre 0 1( , )   
pour le modèle de régression du résultat a été calculé par 
régression de y  sur 1x  par la méthode des moindres carrés 
ordinaires. En plus des estimateurs ponctuels, nous avons 
calculé les estimateurs de variance de ces estimateurs. Les 
estimateurs de variance des estimateurs ajustés sur le score 
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de propension ont été calculés en utilisant les pseudo-
valeurs dans (24) et la fonction ( )ih   correspondant à 
chaque estimateur. Pour les estimateurs ajustés sur le score 
de propension augmenté, les pseudo-valeurs ont été calcu-
lées par la méthode de la remarque 2.  

Le tableau 1 donne les biais, variances et erreurs quadra-
tiques moyenne Monte Carlo des quatre estimateurs ponc-
tuels, ainsi que les biais relatifs en pourcentage et les statis-
tiques t Monte Carlo des estimateurs de variance des estima-
teurs ponctuels. Le biais relatif en pourcentage d’un estima-
teur de variance ˆˆ( )V   est calculé par 100 1

MC
ˆ{ ( )}V   

MC MC
ˆ ˆˆ[ { ( )} ( )],E V V    où MC ( )E   et MC ( )V   désignent 

l’espérance Monte Carlo et la variance Monte Carlo, respec-
tivement. Au tableau 1, la statistique t est la statistique utili-
sée pour tester l’hypothèse que le biais de l’estimateur de 
variance est nul. Voir Kim (2004). 

Les résultats de simulation présentés au tableau 1 nous 
permettent de tirer les conclusions suivantes.   

1. Tous les estimateurs ajustés sur le score de propen-
sion sont asymptotiquement sans biais, parce que le 
modèle de réponse (30) est spécifié correctement. 
L’estimateur ajusté sur le score de propension 
utilisant la méthode de calage est légèrement plus 
efficace que celui utilisant l’estimateur du maximum 
de vraisemblance, parce que le dernier terme de (14) 
est plus petit pour la méthode de calage, car le pré-
dicteur de ( | ) =iE Y x 0  1 1ix  est mieux approxi-
mé par une fonction linéaire de 2(1, )ix  que par une 
fonction linéaire de 2ˆ ˆ( , ).i i ip p x  

2. L’estimateur ajusté sur le score de propension 
augmenté est plus efficace que l’estimateur ajusté sur 
le score de propension direct (3). L’estimateur aug-
menté est construit en utilisant le modèle de régres-
sion spécifié correctement (31) et est donc asymptoti-
quement équivalent à l’estimateur ajusté sur le score 
de propension optimal (17).  

3. Les estimateurs de variance sont tous approxima-
tivement sans biais. Les estimateurs de variance 
des estimateurs ajustés sur le score de propension 
présentent un biais modeste quand la taille de 
l’échantillon est faible ( =n 100).  

5.2 Deuxième étude  
Dans la deuxième étude par simulation, nous avons pour-

suivi l’étude des estimateurs ajustés sur le score de propen-
sion avec un modèle de régression du résultat non linéaire 
sous un plan de sondage avec probabilités inégales. Nous 
avons créé deux populations finies stratifiées de ( , )x y  
comprenant quatre strates ( = 1, 2, 3, 4),h  où les hix  
étaient des variables indépendantes tirées selon une loi 
normale (1, 1)N  et les hiy  étaient des variables dichoto-
miques prenant la valeur 1 ou 0 tirées selon une loi de 
Bernoulli de paramètre 1yhip  ou 2 .yhip  Des probabilités 
différentes ont été utilisées pour ces deux populations, 
respectivement :   

1. Population 1 (Pop1) :  

                          1 = 1 /{1 exp(0,5 2 )}.yhip x 
  

2. Population 2 (Pop2) :  

                 2 = 1 / [1 exp{0,25(yhip x  21,5) 1,5}].   
 

En plus de hix  et ,hiy  les variables indicatrices de ré-
ponse hir  ont été tirées selon une loi de Bernoulli de para-
mètre = 1 / {1 exp( 1,5 0,7 )}.hi hip x    Les tailles des 
quatre strates étaient 1 =N 1 000, 2 =N 2 000, 3 =N 3 000 
et 4 =N 4 000, respectivement. Dans chacune des deux po-
pulations finies, nous avons procédé au tirage d’un échan-
tillon stratifié de taille =n 400 indépendamment sans re-
mise, où un échantillon aléatoire simple de taille =hn 100 a 
été tiré de chaque strate. Nous avons utilisé =B 5 000 
échantillons Monte Carlo dans cette simulation. Le taux de 
réponse était de 67 % environ. 

 
 
 
Tableau 1 
Biais, variance et erreur quadratique moyenne (EQM) Monte Carlo des quatre estimateurs ponctuels et biais relatif (BR) en 
pourcentage et statistique t (stat. t) des estimateurs de variance fondés sur 5 000 échantillons Monte Carlo  
 

n  Méthode  ̂  ˆ( )V   

   Biais Variance EQM BR(%)  Stat. t 
100  (ASP-EMV)   -0,01   0,0315   0,0317  -2,34  -1,12 

 (ASP-CAL)   -0,01   0,0308   0,0309  -3,56  -1,70 
 (AUG)   0,00   0,0252   0,0252  -0,61  -0,30 
 (OPT)  0,00   0,0252   0,0252  -0,21  -0,10 

400  (ASP-EMV)   -0,01   0,00737   0,00746  0,35   0,17 
 (ASP-CAL)   -0,01   0,00724   0,00728  0,29   0,14 
 (AUG)   0,00   0,00612   0,00612  0,07   0,03 
 (OPT)  0,00   0,00612   0,00612  -0,14 -0,07 
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Pour calculer le score de propension, nous avons postulé 
un modèle de réponse de la forme  

0 1

0 1

exp( )
( ; ) =

1 exp( )

x
p x

x

  
   

  

pour estimer les paramètres. Pour obtenir l’estimateur ajusté 
sur le score de propension augmenté, nous avons postulé 
pour la variable d’intérêt un modèle de la forme  

                         0 1

0 1

exp( )
( ; ) = .

1 exp( )

x
m x

x

  
   

  (32) 

Donc, le modèle (32) est un modèle vrai sous (Pop1), mais 
non sous (Pop2). 

Nous avons calculé quatre estimateurs :   
1. (ASP-EMV) : estimateur ajusté sur le score de 

propension (3) en utilisant l’estimateur du maximum de 
vraisemblance de .  

2. (ASP-CAL) : estimateur ajusté sur le score de 
propension (3) avec ˆ ip  satisfaisant la contrainte de 
calage (15) sur (1, ).x   

3. (AUG-1) : estimateur ajusté sur le score de propension 
augmenté *

ASP̂  (19) avec ̂  calculé par la méthode du 
maximum de vraisemblance.  

4. (AUG-2) : estimateur ajusté sur le score de propension 
augmenté *

ASP̂  (19) avec ̂  calculé par la méthode de 
Cao et coll. (2009) discutée à la remarque 1.   

Nous avons considéré l’estimateur ajusté sur le score de 
propension augmenté (19) avec ˆˆ = ( ),i ip p   où ̂  est 
l’estimateur du maximum de vraisemblance de .  Le 
premier estimateur ajusté sur le score de propension 
augmenté (AUG-1) utilisait ˆˆ = ( ; )i im m x   avec ̂  obtenu 
par résolution de 4

=1 hh i A  { ( ; )}(1,hi hi hi hiw r y m x   
) = ,hix 0  où hA  est l’ensemble d’indices figurant dans 

l’échantillon de la strate h  et hiw  est le poids d’échantil-
lonnage de l’unité i  dans la strate .h  

Le tableau 2 donne les résultats de simulation pour 
chaque méthode. Pour chaque population, l’estimateur 
ajusté sur le score de propension augmenté montre une 
certaine amélioration de la variance comparativement à 

celui utilisant l’estimateur du maximum de vraisemblance 
de   ou l’estimateur par calage de   Sous (Pop1), puisque 
le modèle (32) est vrai, il n’existe essentiellement aucune 
différence entre les estimateurs ajustés sur le score de 
propension augmenté utilisant différentes méthodes d’esti-
mation de .  Cependant, sous (Pop2), où le modèle de 
régression du résultat supposé (32) est incorrect, l’esti-
mateur ajusté sur le score de propension augmenté dans 
lequel ̂  est calculé par la méthode de Cao et coll. (2009) 
est un peu plus efficace, ce qui est en harmonie avec la 
théorie de la remarque 1. Les estimations de variance 
sont approximativement sans biais dans tous les cas dans 
l’étude par simulation.  

 
6. Conclusion  

Nous avons considéré le problème de l’estimation de 
la moyenne de y  en population finie en présence de non-
réponse en utilisant la méthode du score de propension. 
Nous avons calculé le score de propension à l’aide d’un 
modèle paramétrique de la probabilité de réponse et 
discuté de certaines propriétés asymptotiques des estima-
teurs ajustés sur le score de propension. En particulier, 
l’estimateur ajusté sur le score de propension optimal est 
établi en émettant une hypothèse supplémentaire au sujet 
de la distribution de .y  Le score de propension pour 
l’estimateur ajusté sur le score de propension optimal 
peut-être obtenu à l’aide du modèle de score de propen-
sion augmenté présenté à la section 3. L’estimateur 
résultant reste convergent, même si le modèle de ré-
gression du résultat supposé ne tient pas.  

Nous avons limité notre étude au mécanisme de 
données manquant au hasard dans lequel la probabilité de 
réponse ne dépend que de x qui est toujours observé. Si le 
mécanisme de réponse dépend également de ,y  l’estima-
tion ajustée sur le score de propension devient plus 
difficile. L’estimation ajustée sur le score de propension 
quand les données ne manquent pas au hasard dépasse le 
cadre du présent article et sera le sujet d’une future étude.  

 
 
Tableau 2 
Biais, variance et erreur quadratique moyenne Monte Carlo des quatre estimateurs ponctuels et biais relatifs (BR) en pourcentage 
et statistique t des estimateurs de variance, fondés sur 5 000 échantillons Monte Carlo 
 

Population  Méthode  ASP̂  ASP
ˆ( )V  

   Biais Variance EQM BR (%)  Stat. t 
Pop1   (ASP-EMV)  0,00 0,000750 0,000762 -1,13 -0,57 

  (ASP-CAL)  0,00 0,000762 0,000769 -1,45 -0,72 
  (AUG-1)  0,00 0,000745 0,000757 -1,73 -0,86 
  (AUG-2)  0,00 0,000745 0,000757 -1,83 -0,91 

Pop2   (ASP-EMV)  0,00 0,000824 0,000826 0,29 0,14 
  (ASP-CAL)  0,00 0,000829 0,000835 -0,94 -0,46 
  (AUG-1)  0,00 0,000822 0,000823 -0,71 -0,35 
  (AUG-2)  0,00 0,000820 0,000821 -0,61 -0,30 
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