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Un modeéle hiérarchique bayésien de non-réponse pour les
données catégoriques d’un tableau a double entrée provenant de petits

domaines avec incertitude au sujet de I’ignorabilité

Balgobin Nandram et Myron Katzoff '

Résumé

Nous étudions le probléme de la non-réponse non ignorable dans un tableau de contingence bidimensionnel qui peut étre
créé individuellement pour plusieurs petits domaines en présence de non-réponse partielle ainsi que totale. En général, le fait
de prendre en considération les deux types de non-réponse dans les données sur les petits domaines accroit
considérablement la complexité de 1’estimation des parameétres du modele. Dans le présent article, nous conceptualisons le
tableau complet des données pour chaque domaine comme étant constitué d’un tableau contenant les données complétes et
de trois tableaux supplémentaires pour les données de ligne manquantes, les données de colonne manquantes et les données
de ligne et de colonne manquantes, respectivement. Dans des conditions de non-réponse non ignorable, les probabilités
totales de cellule peuvent varier en fonction du domaine, de la cellule et de ces trois types de « données manquantes ». Les
probabilités de cellule sous-jacentes (c’est-a-dire celles qui s’appliqueraient s’il était toujours possible d’obtenir une
classification compléte) sont produites pour chaque domaine a partir d’une loi commune et leur similarité entre les domaines
est quantifiée paramétriquement. Notre approche est une extension de I’approche de sélection sous non-réponse non
ignorable étudiée par Nandram et Choi (2002a,b) pour les données binaires ; cette extension crée une complexité
supplémentaire qui découle de la nature multivariée des données et de la structure des petits domaines. Comme dans les
travaux antérieurs, nous utilisons un modele d’extension centré sur un modele de non-réponse ignorable de sorte que la
probabilité totale de cellule dépend de la catégorie qui représente la réponse. Notre étude s’appuie sur des modeles
hiérarchiques bayésiens et des méthodes Monte Carlo par chaine de Markov pour I’inférence a posteriori. Nous nous
servons de données provenant de la troisieme édition de la National Health and Nutrition Examination Survey pour illustrer
les modeéles et les méthodes.

Mots-clés :  Echantillonneur de Metropolis-Hastings ; algorithme SIR ; modéle de non-réponse non ignorable ; modéle

d’extension.

1. Introduction

Généralement, les données des enquétes par sondage sont
résumées dans des tableaux de contingence a double entrée.
Nous considérons le probléme de la non-réponse non
ignorable pour un grand nombre de tableaux de contingence
de dimensions rxcC, pour chacun des domaines spéci-
fiques. Dans nombre de ces enquétes, des données
manquent, si bien que la classification des individus
échantillonnés n’est que partielle. Chaque tableau a double
entrée présente donc a la fois des cas de non-réponse
partielle (données manquantes pour 1’une des deux caté-
gories) et des cas de non-réponse totale (données man-
quantes pour les deux catégories). Comme on ne sait pas
nécessairement de quelle facon les données manquent, il
peut étre souhaitable de privilégier un modele dans lequel
existe une certaine différence entre les données observées et
les données manquantes (c’est-a-dire que les données
manquantes ne sont pas ignorables). Pour un tableau de
contingence I xC général, nous abordons la question de
I’estimation des probabilités de cellule des tableaux a double
entrée lorsque la non-réponse est peut-étre non ignorable,
mais que 1’on ne dispose vraiment d’aucune information au

sujet de I’ignorabilité. Dans de telles conditions, nous
aimerions exprimer le degré d’incertitude au sujet de
I’ignorabilité. Nandram et Choi (2002a,b) ont décrit un
modele d’extension approprié pour les données binaires
lorsqu’il existe des données provenant de nombreux petits
domaines. Nous étendrons ces travaux aux tableaux de
contingence I x C.

En désignant par X les covariables et par y la variable
réponse, Little et Rubin (2002) décrivent trois types de
mécanismes de création de données manquantes. Ils dif-
ferent selon que la probabilit¢ de réponse a)est indé-
pendante de X et de y; b) dépend de X, mais non de Yy, ou
c)dépend de y et éventuellement de X. Les données
manquent entierement au hasard (MCAR, missing com-
pletely at random) sous (a), manquent au hasard (MAR,
missing at random) sous (b) et ne manquent pas au hasard
(MNAR, missing not at random) sous (c). Les modéles pour
les mécanismes de création de données manquantes MCAR
et MAR sont dits ignorables si les paramétres de la variable
dépendante du modele et ceux de la variable réponse sont
distincts (Rubin 1976). Les modeles pour les mécanismes de
création des données manquantes de type MNAR sont dits
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non ignorables. La difficulté générale que pose un modeéle
de non-réponse non ignorable tient au fait que les para-
métres ne sont pas identifiables [par exemple, voir Nandram
et Choi (2004, 2005, 2008, 2010), et Nandram, Han et Choi
(2002)].

Pour un tableau de contingence rxc, soit Iy, =1 sile
I° individu dans le i° domaine se trouve dans la j° ligne et
la k® colonne, et 0 autrement. En outre, soit J; =1 sile I°
individu dans le i° domaine a fourni des renseignements
complets et 0 autrement. Enfin, soit P(J; =1 | L =1,
Lijxa =0, j# J, kK" #k) = my,. Pour la non-réponse totale
(ou non-réponse d’une unité), si Ty =T, le modele est
ignorable ; pour la non-réponse partielle (non-réponse a
certaines questions), si les valeurs de colonne manquent,
mais que les valeurs de ligne sont observées et que
Ty =T (ou T =m;), le modele est ignorable ; si les
valeurs des lignes manquent, mais que les valeurs de
colonne sont observées et que Ty =T (ou Ty =), le
modele est ignorable. Tous les autres modeéles sont non
ignorables ; voir Rubin (1976) pour une explication plus
détaillée.

Nandram et Choi (2002a,b) se servent d’'un modele
d’extension pour étudier les données binaires en présence de
non-réponse non ignorable. Le modéle d’extension, qui est
un modele de non-réponse non ignorable, dégénére en un
modéle de non-réponse ignorable (dans I’esprit de Draper
1995) quand la valeur d’un paramétre de centrage est fixée a
I’unité. Cela permet d’exprimer la certitude au sujet de
I’ignorabilité ; voir également Forster et Smith (1998).

Nous discutons du modele proposé par Nandram et Choi
(2002a, b) pour des données binaires provenant de petits
domaines. De sorte que J; désigne les indicateurs de
réponse et l;, la réponse binaire. Spécifiquement, en
introduisant les paramétres de centrage y; pour le domaine i
afin d’intégrer I'incertitude au sujet de I’ignorabilité, le
modele de Nandram et Choi (2002a, b) est

iid
lii | p; ~ Bernoulli (p;),

iid

J; {m;,J;, =0} ~ Bernoulli (m),1=1,...,n,i=1,...,1,
iid
Ji 1m, 7, Yy =1} ~ Bernoulli (y;m;), 0 <y;m; <1.

Quand y; =1, le modele de non-réponse non ignorable
dégéneére en un modele de non-réponse ignorable. Ici, y; est
le ratio des chances de succés parmi les répondants aux
chances de succes parmi I’ensemble des individus pour le i°
domaine. Le paramétre 7y, décrit la portée de la non-igno-
rabilité du mécanisme de réponse pour le domaine i, et ¢’est
donc grace a ce paramétre y; qu’est intégrée I'incertitude au
suyjet de I’ignorabilité. Nandram et Choi (2002a, b) défi-
nissent &; = m; {y; P, +(1-p;)} comme étant la probabilité
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qu’un individu du domaine i réponde dans 1’ensemble de la
population et, en croyant que tous les domaines sont
semblables, ils considerent que les (p;, O;,y;) suivent une
loi commune. A priori, ils choisissent des lois béta pour p,
et m,, respectivement.

Ici, les paramétres ne sont pas identifiables. Cependant,
quand v; =1, ils le sont tous. Autrement dit, le caractere
identifiable des paramétres dépend de y;. Notons que si
v; =1, nous obtenons un modele ignorable pour un
mécanisme MAR. Comme les paramétres de ce modéle sont
identifiables, il est relativement logique de I'utiliser (ou des
modéles similaires) comme modéle de référence. Il faut
toutefois souligner que ce modéle n’est toujours pas justifié,
parce qu’il repose sur I’hypothése que les données man-
quantes ressemblent aux données observées. Donc, pour
rendre ce modéle de non-réponse ignorable plus souple,
nous utilisons le parametre ;.

Soit y,, le nombre d’individus pour lesquels I, =u,
J;, =v(u,v=0,1) dans le i° domaine. Alors, sous le
modele,

ind

(Yioor Yiors Yiro> Yir) | > B>y ~ Multinomiale {n,

(1-p) A—m), A=p)m, 1=vm) B, vim Pi}

avec indépendance sur les domaines. Ici, Y;,, et Y;, seule-
ment sont observés et, par conséquent, tous les parametres
sont non identifiables si les y; sont inconnus. Nous
obtenons la fonction de vraisemblance de la méme manicre
pour le tableau de contingence rxc plus complet avec
données manquantes.

Nous partons d’une loi gamma et, pour permettre le
centrage sur le modéle de non-réponse ignorable, nous
devons sélectionner chaque y; de maniére que sa moyenne
soit égale a 1. Cependant, nous devons utiliser une loi
gamma tronquée, parce que 0<m <1 et O<vy; <1l/m;.
Une idée intéressante de Nandram et Choi (2002a, b)
consiste a modéliser le centrage sous forme d’une loi
gamma tronquée

iid
¥; | v~ Gamma(v,v),0<7y; <1/m,0<m <I.

Le modele est complet et posseéde des densités de probabilité
apriori non informatives sur tous les hyperparamétres.
D’autres distributions peuvent étre choisies (par exemple
une densité lognormale tronquée) pour les vy;, mais il ne
s’agit pas d’un probléme essentiel et cela n’aurait pas
beaucoup d’importance.

On peut se servir d’'un modele au niveau du domaine
avec effets aléatoires dans lequel, conditionnellement aux
données observées, la non-réponse dépend des effets
aléatoires au niveau du domaine. Ce modéle peut étre
formulé en utilisant une fonction de lien logit, mais nous
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n’avons pas suivi cette direction pour élaborer nos modeles,
en partie parce que nous n’utilisons pas de covariables ici ;
voir Nandram et Choi (2010) pour I’utilisation de co-
variables et d’effets aléatoires.

L’approche décrite dans Nandram et Choi (2002a, b) est
intéressante, mais elle ne s’applique pas directement au
probléme des tableaux de contingence rxC qui nous
occupe. Plus précisément, dans Nandram et Choi (2002a, b),
un seul paramétre de centrage est nécessaire par domaine.
Dans notre formulation, nous avons besoin de rc paramétres
de centrage par domaine ; chacun de ces paramétres doit
suivre une loi centrée sur 1’unité pour permettre la dégé-
nérescence en modele de non-réponse ignorable. Des
contraintes d’inégalité doivent également étre incluses dans
le modele de non-réponse non ignorable. En outre, on ne
peut écarter la possibilité que ces parametres soient corrélés.
La méthodologie nécessaire pour appliquer les travaux de
Nandram et Choi (2002a,b) au tableau de contingence
I x ¢ n’est pas simple. Constatant ces difficultés, Nandram,
Liu, Choi et Cox (2005) (avec un seul tableau supplé-
mentaire) et Nandram, Cox et Choi (2005) (avec les trois
tableaux supplémentaires) appliquent une idée plus simple,
mais moins élégante que dans Nandram et Choi (2002a, b)
pour procéder au centrage ; voir aussi Nandram et Choi
(2005).

Essentiellement, Nandram, Cox et Choi (2005), ainsi que
Nandram, Liu, Cox et Choi (2005) émettent I’hypothese
d’un modele ignorable, obtiennent des échantillons des
probabilités de réponse et se servent de ces probabilités de
réponse échantillonnées pour ajuster les probabilités de
réponse d’un modéle de non-réponse non ignorable en
« contrélant » ce parameétre. Naturellement, une alternative
est possible lorsqu’il existe de I’information sur le degré de
non-ignorabilité. Toutefois, 1’intégration d’information
apriori au sujet d’un écart systématique par rapport a
I’ignorabilité est plus complexe dans le cas de notre pro-
bléme et elle nécessiterait du travail sur le terrain sup-
plémentaire coliteux afin d’obtenir cette information.

Nous discutons maintenant de notre conception du
probléme de non-réponse non ignorable, fondamentalement
un probléme de distorsion. En fait, ce probléme est extré-
mement difficile et nous pensons qu’il n’a vraiment aucune
solution, mais que nous devons essayer d’en trouver une.
Sans aucune information, il n’est pas possible de dire
quelles sont les différences entre les répondants et les non-
répondants. Un modéle de non-réponse ignorable est res-
treint, parce qu’il suppose que les répondants et les non-
répondants sont semblables, alors qu’ils peuvent étre dif-
férents. Les statisticiens doivent non seulement faire face a
I’imprécision (erreur d’échantillonnage), mais aussi étre
suffisamment audacieux pour étudier la subjectivité
('ignorance  découlant de I’information manquante).
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Malheureusement, il est bien connu que les modéles de non-
réponse non ignorable contiennent des parametres non
identifiables. Nous discutons de la fagon dont sont identifiés
les parametres clés de non-ignorabilité. Nous savons que si
les répondants et les non-répondants sont semblables, les 7,
sont égaux a I’'unité, et nous obtenons le modéle de non-
réponse ignorable a I’aide de tous les paramétres identifiés.
Nous pouvons maintenant étendre le modéle de non-réponse
ignorable a un modele de non-réponse non ignorable en
donnant a ces paramétres y; une loi centrée a 1, tout en
maintenant I’identifiabilité. Un modéle de non-réponse non
ignorable peut étre formulé pour ajouter de la souplesse au
modele de non-réponse ignorable, comme nous 1’avons fait
dans nos travaux ; la souplesse est une forme d’analyse de
sensibilité, cohérente dans le cas qui nous occupe, et il s’agit
en effet d’une évaluation bayésienne de I’incertitude (du
risque) (par exemple Greenland 2009). C’est ce que nous
avons fait ou essayé de faire dans nos travaux.

Dans le présent article, nous tentons de résoudre le
probléme difficile de Nandram et Choi (2002a, b) sous sa
forme originale pour les tableaux rxC pour de nombreux
domaines. Le plan de I’exposé est le suivant. A la section 2,
nous décrivons le modéle hiérarchique bayésien. Précisé-
ment, nous décrivons le mécanisme de non-réponse non
ignorable et nous construisons une loi a priori propre. A la
section 3, nous montrons comment ajuster le modele en
utilisant 1’algorithme d’échantillonnage avec rééchantillon-
nage par importance (SIR, pour sampling importance
resampling) pour effectuer un sous-échantillonnage a partir
d’une densité de probabilité a posteriori approximative aprés
une agrégation innovatrice de la densité a posteriori con-
jointe compléte. A la section4, nous illustrons notre
méthodologie en nous servant de données a grande diffusion
recueillies dans 13 Etats dans le cadre de la troisiéme édition
de la National Health and Nutrition Examination Survey
(NHANESIII). A la section3, nous présentons nos
conclusions.

2. Le modele de non-réponse non ignorable

Dans le contexte du probléme de non-réponse dans un
tableau a double entrée, on peut avoir affaire aussi bien a la
non-réponse partielle qu’a la non-réponse totale. Donc, on
peut considérer la totalité du tableau de données comme
étant constitué de quatre tableaux, a savoir un tableau pour
les données complétes et trois tableaux supplémentaires,
pour I’information de ligne manquante, pour I’information
de colonne manquante et pour I’information de ligne ainsi
que de colonne manquante, respectivement. Dans tous
I’exposé, nous donnons aux lignes I’indice j=1,...,r, aux
colonnes l’indice k=1,...,c, et aux quatre tableaux
I’indice s=1, 2,3, 4. Nous donnons aux domaines 1’indice
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i=1,2,..., A et aux individus dans les domaines, I’indice
I=1,2,..., n,. Nous allons maintenant décrire le modéle de
non-réponse non ignorable (c’est-a-dire le modéle avec
extension).

2.1 Processus d’échantillonnage

Nous adaptons la terminologie et les définitions utilisées
dans Nandram, Cox et Choi (2005) a la situation considérée
ici. Pour I’individu | échantillonné dans le domaine i, soit

I, = L
ijkl 0,

et soit J; l'un des quadruplets (1,0,0,0),(0,1,0,0),
(0,0,1,0),(0,0,0,1). Nous supposons que
def .
Iy =vec({lj[J=L....r;

si la catégorie de résultat est ( j, k)

autrement,

k=1,...,C})|piif’iMult{lapi} M
et

Ji [{lja =1, Ljiq =0 pour tout i'#]
iid
et Kk'=k|my}~ Mult{l, m,}, (2)
def
ou p = vee({pyli=12,....r;k=12,...,c}) est un
vecteur de probabilités pour le tableau de rc catégories pour
la variable observée dont la somme doit étre égale a 1'unité,
et pour la cellule (], k) dans ce tableau bidimensionnel,
def

T = Vec({nisjk} pour $=1,2,3,4)

est un vecteur de probabilités dont la somme doit étre égale
a l'unité.

Ensuite, définissons les fréquences de cellule Yy, pour
chaque tableau s=1,...,4 pour le domainei, telles que,
pour la cellule ( j, k),

Yitjo Yizjeo Yizjio Yia o) = Z lija J
=

ou les Y sont observées et les Yy, pour s=2,3,4,
sont des variables latentes qui satisfont les contraintes
observées X Yipj = Ui 2j Yisj =Vik et Xk Yiajx =W,
Toutes les inférences seront faites conditionnellement aux
quantités observées, U;,Vy et W,. Voir Nandram (2009)
pour I’analyse d’un seul tableau rxc sous non-réponse
quand les marges sont également aléatoires. Nous dési-
gnerons le vecteur des Y par Y, le vecteur des Y.,
$=2,3,4, par Yay, et le vecteur complet par Y=
7 y(l))"

Les paramétres Ty ne sont pas identifiables. Si les
distributions de ces paramétres sont entiérement connues, la
non-identifiabilité disparait. Donc, le probléme essentiel est
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la fagon d’identifier ces paramétres. Nous savons que, si les
répondants et les non-répondants sont semblables (c’est-a-
dire en ce qui concerne les quatre tableaux, complet et
partiellement complets) nous pouvons prendre Ty, = 7,
ce qui est le modele de non-réponse ignorable. Les m;
peuvent &tre estimées par les proportions de cas qui, pour
chaque domaine, se retrouvent dans chacun des quatre
tableaux. Il s’agit d’un point de départ naturel. Afin
d’étendre le modeéle de non-réponse ignorable a un modeéle
de non-réponse non ignorable tout en maintenant I’identi-
fiabilité, nous devons d’abord procéder a une simplification.
Nous prenons T = Wiy T, qui donne un modele de non-
réponse non ignorable dans lequel les parametres iy ne
sont pas identifiables.

Pour centrer le modéle non ignorable sur le modéle
ignorable, nous prenons

Wi, pour s=1,
Tsik —

Wik, pour $=2,3,4, )

et exigeons que Ya T =1. Quelques opérations algé-
briques donnent alors la relation

1-m,
\V”kn,l {1+(1 \V”k)( i1 Hn“
Ty

Qijic (T Wi ) Wik i )

ou  ay (1, Wy )= {\Vuk + (\Vuk ~1)(m =1} dont il
découle clairement que Wy =1 si, et seulement si,
Wik = 1. Soulignons que, puisque 0 <mgy <1 et
(1- TC”) <min {r;'; $=2,3,4}, il s’ensuit que 0 <wi
<(1- n,l)’ .

En combinant (1) et (2), et en notant la définition de g,
dans (3), comme dans le cas binaire, nous obtenons une
distribution multinomiale pour y sachant w,y, p, et nous
voyons maintenant que la fonction de vraisemblance pour
I’échantillon est

Is 2

f(ylm, v, p)

Il—ll[yll’ y|2: Y|39 Y|4J{|:H(\Vukﬂ:” p”k) Yitik :|
[T T Ty pyo™ }

s=2 jk

A 4
) ijk TCis P Y
H[yllﬂ y|2, y|3, ymj{l_[ H(\I]Jk p]k)

i s=1

[T] 2 (s w.,k)]y'“k} 5)

ik
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ou

rexl

Vis - =vec({Yi | 1=1,...,r;k=1,...,c}),
— ! ! i ! ! ! ! ! ! 1 !
Y = Vit Yizs Yizs Yias Yaus -+ o> Yaas -+ o> Yai Yazs Yass Yaa) s
Adx1 __ ’
= (T eees Tgs Tops e esToogone s Tppsees Tag)'s

= (Wi Wires Wari - Wargo e > Warts -+ Ware)s

Aerl

et

A x] __

rc (pp p29' *9 pA)”

En obtenant des facteurs qui sont des puissances de w;, la
fonction de vraisemblance peut également étre exprimée
sous la forme

f(ylm, v, p) = H(

yll’ y|2’ y|39 y|4]
{Hﬂyﬁ XH{pijk \Ifijk}yi'jk [aijk(nilﬂ Wijk)]ymk}’ (6)
ik

ou 0<m <LYsm=1 et 0<yy < (1-m,)". Ici, nous
notons que Y, et Y; sont des variables observées, mais
que les Y; j sont des variables latentes.

2.2 Construction des lois a priori

Les hypothéses qui suivent décrivent les lois a priori pour
le modele de non-réponse non ignorable :

1. Pour le vecteur de probabilités de cellule p;, nous
supposons que

iid
pil n, T, ~ Dirichlet(p,t,),

\ _ r.
ou 1y = (yyps Bypgs o Bypgo Biags -+ Mige)' 5 Hj =20 et
21 2% W =1. Le parametre 1, nous informe de la

similarité entre les p, : plus la valeur de t, est grande,
plus les p, se ressemblent. Il en est ainsi parce qu’une
grande valeur de T, signifie que les variances des P,
sont faibles, et comme elles ont la méme moyenne, cela
signifie qu’elles sont plus semblables quand T, est
grand.

Donc, pour p, la densité de probabilité est

A
9,(PIm,ty) :Hgli(pi Im, )
i1

A H plljlll(mﬁ
=[] —=—

i=1 D(ut)) @

ou, pour un k-uplet € et un scalaire t

k
H I'(c;t)
D(ct)=—
I(t)
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pour C; >0 et Z'}:l C; =1.

. Indépendamment des p,, les m; =(m;, ), T3, Ty)'

suivent la spécification

iid
m; ~ Dirichlet(p,t,),

avec m >0 et 425 T =1, ot py = (Hy), Ko,
Pz Mg )'s Lo 20, Xy g =1 et T, est une mesure de
la similarité entre les ;. Donc, pour m;,, la densité de

probabilité est

[T

Oy (m; | my1,) = W (®)

. Pour chaque i, soit W, = (W - s Witer Wings -+

Wiser - W) de sorte que w=(y,...,y,). Nous
supposons que, pour chaque i, les Wy, sont indépen-
dants et identiquement distribués suivant une distribution
dérivée de la loi Gamma([3, B), ou le support est limité
a ’intervalle ouvert (0, (1- nil)’l) ; autrement dit, la loi
gamma ordinaire est tronquée comme il suit

ind

Vi | B, 7t; ~ Gamma(p, B)
de sorte que 0 <y <(1-m,)"

Il convient de souligner que ces Yy, sont identiquement
distribués sur j et sur k. De nouveau, nous pourrions
utiliser d’autres distributions, telles que la densité
lognormale tronquée, mais cela ne change pas grand-
chose. Dans cette formulation, il existe une certaine
information au sujet de 3 parce que nous supposons que
les petits domaines partagent un effet commun.

Donc, pour le domaine i, la densité de probabilité pour

y, est

g3i (‘V| | Ba Tf—)
ﬁWuk

—Bwij _ B
T Rruble™ [iamyt BPulile d
HH IN(5) / IO @)

Wik (>
pour 0 <y <(1- m,)". En procédant & la transfor-
mation t =By, nous voyons que la constante de
normalisation dans le dénominateur de chacun des
facteurs qui figurent dans gy (y; | B, 7;) est Gy[B(1-
m,)"'], ou G; () est la fonction gamma avec paramétre
d’échelle B. Pour que Dintervalle d’intégration ne
dépende pas de m;,, posons que @y =(1—m; )wy, et

que ¢ = (G- ue> Qoo - > ogo - o> Pe)- Alors
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95 (4 [P, m;)
bl _beij.k
ST -2 byt ©)
i e | (=) T) Gy[B (1 -my) ™)
pour 0 <y <1. La loi priori conjointe de ; et ¢; est

simplement le produit de g5 (¢; | B, @;) et de O, (m; |
W, T,). Donc, la loi apriori conjointe de ¢ =
(d,....$)) etde 7 est

def A
g*(n, b p,,1,,B) = H{gsi(‘h |B, ;) 0, (m | Fz»rz)}-

Autrement dit

g*(n, 0| szTzaB)

BB ¢ﬁk1 _1 i1
(1-m)" T®) Gy[B(1-m) 1|

(10)

Pour achever la description du modéle, nous spécifions
les hypothéses concernant les hyperparamétres. Comme il
n’existe pas de lois a priori conjuguées, nous utilisons des
lois a priori de rétrécissement pour T,,T, et B, parce
qu’elles sont propres et non informatives. Les lois a priori de
la forme p(t)ocl/ T, en particulier les lois a priori
gamma diffuses propres, sont déconseillées; voir, par
exemple, Gelman (2006). Des demi-densités de la loi de
Cauchy et des densités de probabilité¢ de la loi gamma sont
d’autres options (pour lesquelles il faudrait spécifier les
hyperparamétres). Donc, nous prenons

l. 7,7, et B ayant des lois a priori de rétrécissement
indépendantes de la forme

f(x) =

a
ﬁ, pour X 2 0,
0
ou a, est spécifié;
prendre a, =1.

il est courant en pratique de

2. Nous supposons aussi que p, ~ Dirichlet(L, 1,...,1) et

p, ~ Dirichlet(1,1,1,1).

Soit Q= (B, w;, T}, 1y, T,). La densité de probabilité pour O
est alors

by Co

%
Py (b0+T2)2

2
(@ +1)

S(re—1)!3!
(C+B)

pour T,T, et B>0, 3, pyy =1 et T py =1
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En vertu du théoréme de Bayes, la densité de probabilité
a posteriori conjointe est

h(Q, pa Tt, ¢’ y(l) | y] s U,V,W) o«
f (y |7T,¢, p)gl( p |H1,T1 )g*(ﬂf, ¢|u2a TZ’ B) p(Q)

A R
' (l_Tci )*Yi,‘
ll:ll (ym y|27 y|3’ yl j :

e XH{p.,k¢|Jk}y k[auk(nll"buk in,jk}

:jll](JkTI_l HTEWSTZ
D(F1T1) D(uztz)
, _B¢ij_k
r ¢ BB (h?l; g Il
= e (1- ﬁn)ﬁ LB)G[B(1- 7ti1)_1]
G ) by G
X(ao""cl)2 (b, +T2)2 (C, +B)2 ’ (b
ou, en substituant (1— )" Gy pour Wi,
1-m;, 1
Ay (T, Gy ) = 1+_{1_7T|1 _(hjk} . (12)
‘hjk Ty

Pour faire des inférences au sujet des Py, nous tirerons
des échantillons de h(Q, p, 7, ¢, y(1)| Y;,U,V, W) selon des
méthodes Monte Carlo par chaine de Markov. Cette
procédure est décrite a la section 3.

3. Calculs

Nous utilisons 1’algorithme SIR pour sous-échantillonner
un échantillon aléatoire tiré d’une densité de probabilité
a posteriori approximative. L’exécution de cette tache se fait
en trois étapes. Nous agrégeons sur les p, m; et ¢, ap-
proximons la densité de probabilité agrégée par une densité
plus simple et effectuons 1’échantillonnage a partir de cette
densité, puis nous sous-échantillonnons ces échantillons
pour obtenir des échantillons tirés de la densité de proba-
bilité originale. Nous montrons a la présente section comment
exécuter ces trois étapes.

Pour obtenir I’approximation et pour simplifier les
calculs, a I’annexe A, nous procédons a 1’agrégation sur les

p,, ; et ¢, pour obtenir

A
h(Q, Yo |y, U,V,W) = 1, (Q Yy | Y, U,V,W) - H L,
i1
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ou
Bb
B, GrCﬁ (llj
R R

B rc
{Gﬁ[l—n“ﬂ
« Yinjk
W, |\ 1 1-m; Wby
Wi O L Wi 1B
1;[ (B)szzlym{(bijk{ " Ty { p H]

H(I)* Vi +B-1
Wi rep-1 e—Wi ijk

Bb W D<y<”+sj>
r(rCB)Gch (1_;[]

Hnlhs STy
D( y(z) +H,T;)

—min{{1/d} j=1, K=
Ta (Q> Yoyl Vi, UV, W)
% b g
(a0+1:1)2 (by +T2)2 (CO+B)2

5T
gy P + 6D

XH[ n JD(yi(l)+H1T1) D(yfz’+uzfz)'(14)
Yirs Yias Yizs Yia D(w1)) D(u,1,)

Pour évaluer |; pour chaque i=1,...,
dons comme il suit sachant (€2, ¥;;):

do; dm;, (13)

avec b, .,C} et

A, nous procé-

1. Tirer des échantillons indépendants des vecteurs
et ¢ des distributions Dirichlet(y® + p,t,) et
Dirichlet(y" + B j), respectivement. Pour chaque ;
et ¢, tirer un échantillon des valeurs de W, de la
distribution gamma tronquée sur ’intervalle (0, {Bb;/1—
7, }) avec le paramétre rcp.

2. Pour chaque m,d et W, sélectionné a Iétape (1),
calculer R|R,, ou

o &) o)
e

% YHJk
1 1—7‘6-1 \Ni(hjk
—| 1+ —<1—— . 16
(hjk[ Ty { p H (16)

3. Répéter les étapes (1) et (2) 1 000 fois. Puis, calculer la
moyenne de R|R, sur ces 1 000 valeurs.

et
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La suite des calculs comporte deux parties. Premiére-
ment, nous utilisons 1’échantillonneur de Metropolis-
Hastings « griddy » (technique d’approximation par des
grilles) pour tirer des échantillons de 7, (€2, Y, | Y, U,V,W).
Nous échantillonnons ,, 1,,T, et T, a partir de leur densité
de probabilité a posteriori conditionnelle en utilisant des
grilles ; cela comporte la transformation de t, et T, pour
les faire varier dans I’intervalle unitaire (0, 1). Pour chaque
distribution, nous utilisons 100 grilles ; voir Nandram, Cox
et Choi (2005) pour une procédure similaire. Ici, le tirage de
Yq est effectué par échantillonnage de la fonction de masse
de probabilit¢ conditionnelle par composante. Des
échantillons sont tirés de la densité a posteriori condition-
nelle de B en utilisant un pas de Metropolis de maniére
similaire & Nandram et Choi (2002a, b). Nous avons exécuté
cet algorithme 11 000 fois en permettant un « rodage » de
1 000 itérations. Nous avons constaté que les autocorré-
lations entre les itérations étaient faibles, ce qui indiquait
que I’échantillonneur produisait un bon mélange. Nous
avons également utilisé la méthode des moyennes de lot
pour étendre 1’évaluation des calculs. Nous avons utilisé des
lots de 25 pour calculer les erreurs-types numériques.

Deuxiémement, nous nous servons de 1’algorithme SIR
pour sous-échantillonner I’échantillon de 10 000 itérations
tirtes de 7, (€2, ;)| ¥;,U,V,W). Pour chacune des 10 000
itérations, nous calculons les poids

_ h(Q(m)a y(l)) | ylau v W)

m =

ﬂ:a(Q(m)a y(l)) ‘ ylau v W)
m=1,...,M =10 000, (17)

et nous rééchantillonnons {Q™, y(,)’} avec probabilités
proportionnelles aux poids W, pour m=1,...,M, sans
remise. Nous utilisons un échantillonnage a 10 % et nous
sous-¢chantillonnons les 10 000 itérations pour en obtenir
1 000 ; I’échantillonnage sans remise est une bonne idée,
parce qu’il permet d’éviter les valeurs répétées qui existent
déja parce que I’échantillonneur de Metropolis-Hastings
n’est pas vraiment un échantillonneur de type acceptation-
rejet et qu’il donne des valeurs répétées. Comme d’habitude
sous échantillonnage sans remise, les poids sont calculés
chaque fois qu’une valeur est sélectionnée.

Enfin, nous pouvons maintenant faire une inférence
exacte (dans les limites des méthodes Monte Carlo par chaine
de Markov) au sujet de p; aposteriori. Soit Y =
P Yisi €t y, le vecteur de Y, j. Alors,

Pl Yis ul,ﬁ ~ Dirichlet(yi* )=l LA

Donc, pour chaque valeur de yi*, K, et T; que nous obte-
nons au moyen de 1’algorithme SIR, nous tirons une valeur
de p,i=1,..., A D’ou nous obtenons une densité Rao-
blackwellisée pour chaque p;, et I'inférence se poursuit de
la maniére habituelle.
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4. Un exemple

En guise d’illustration, nous choisissons un exemple dans
le domaine de la statistique de la santé. A la section 4.1,
nous décrivons briévement les données provenant de la
troisiéme édition de la National Health and Nutrition
Examination Survey (NHANES III) que nous utilisons. En
particulier, nous étudions la relation entre la densité
minérale osseuse et le revenu familial ; voir Nandram, Cox
et Choi (2005) pour une discussion de ce probléme. A la
section 4.2, aprés une bréve discussion de nos calculs, nous
présentons I’inférence a posteriori sur les probabilités de
cellule. A la section4.3, en nous servant du facteur de
Bayes, nous discutons de la relation entre la densité
minérale osseuse et le revenu familial.

4.1 Données de la NHANES III

Le plan de sondage est un plan probabiliste stratifié a
plusieurs degrés qui est représentatif de 1’ensemble de la
population civile ne vivant pas en établissement, dgée de
deux mois et plus, des Etats-Unis. Des renseignements plus
détaillés sur le plan de sondage de la NHANES III sont
disponibles ailleurs (National Center for Health Statistics
1992, 1994). La collecte des données de la NHANES III
comporte deux volets : le premier comprend la sélection de
I’échantillon et Dl’interview des membres des ménages
échantillonnés en vue de recueillir des renseignements
personnels et le second comprend 1’examen physique des
personnes interviewées dans un centre d’examen mobile
(CEM). L’évaluation de la santé s’appuie sur un examen
physique, des tests et des mesures faites par des techniciens,
ainsi que des prélévements pour ’analyse. L’échantillon a
été sélectionné auprés des ménages de 81 unités primaires
d’échantillonnage a travers les FEtats-Unis continentaux
d’octobre 1988 a septembre 1994. Les données finales
retenues pour 1’étude proviennent des 35 plus grandes unités
primaires d’échantillonnage dont la population est égale ou
supérieure @ 500 000 habitants, et nous considérons
13 régions infranationales.

La non-réponse peut avoir lieu dans les volets interview
et examen physique de 1’enquéte. La non-réponse a I’inter-
view se produit lorsque les personnes échantillonnées ne
participent pas a l’interview. Certaines personnes inter-
viewées et incluses dans le sous-échantillon pour I’évalua-
tion de la santé ont manqué 1’examen physique a la maison
ou au centre d’examen mobile et n’ont donc pas subi la
totalité ou une partie des examens.

Les médecins pensent que les personnes obéses ou ayant
un exceés de poids ne se présentent généralement pas au
CEM. Cohen et Duffy (2002) remarquent que les enquétes
sur la santé sont un bon exemple de situation ou il parait
plausible qu’il existe un lien entre la propension a répondre
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et I’état de santé. La NHANESIII est en effet un bon
exemple.

Les personnes échantillonnées pour participer a la
NHANES III peuvent étre classées en fonction d’un grand
nombre d’attributs, et les chercheurs analysent ces tableaux
de contingence afin de déterminer la qualité de 1’ajustement
des modeles ou I’'indépendance. Ici, nous étudions la densité
minérale osseuse (DMO) et le revenu familial (RF). Men-
tionnons ici que, méme si le RF est une variable discréte,
nous avons classé la DMO en trois catégories (normale,
ostéopénie et ostéoporose) et le RF en trois catégories
(faible, moyen et ¢élevé). Cependant, nous ne disposons que
d’une classification partielle des individus, parce que
certains sont classés en fonction d’un seul attribut, tandis
que d’autres ne sont pas classés du tout. Parmi les ménages
qui ont participé au volet de ’examen physique, environ
62 % ont fourni des données sur le RF et la DMO, 8 % ont
fourni des données sur la DMO seulement, 29 % ont fourni
des données sur le revenu seulement et 1 % n’ont fourni de
données ni sur le revenu ni sur la DMO. Notre probléme
consiste a estimer les probabilités de cellule et de tester
I’association entre la DMO et le RF pour chacune des
13 régions infranationales en utilisant notre mode¢le d’ex-
tension qui regroupe les données de maniere adaptative.

Dans le tableau 1, nous présentons les tableaux 3x3 de
la DMO et du RF pour les 13 régions susmentionnées.
Notons que les données pour les régions 6 et 48 sont
suffisantes pour traiter ces régions individuellement. Par
contre, les autres régions sont trés petites. Les fréquences
dans le tableau contenant des totaux de ligne sont générale-
ment faibles, sauf pour la région 17, et les fréquences dans
le tableau contenant juste le total sont faibles. Méme pour le
tableau contenant les données complétes, les fréquences de
cellule sont généralement faibles, ce qui nous oblige a
utiliser des techniques d’estimation sur petits domaines pour
emprunter de I’information.

4.2 Inférence a posteriori des probabilités de cellule

Nous discutons de la performance de nos calculs pour le
modele d’extension, puis de I’inférence a posteriori au sujet
des probabilités de cellule. Nous utilisons la moyenne
aposteriori (MP), I’écart-type a posteriori (ETP) et I’inter-
valle de crédibilité a 95 % pour chaque paramétre d’intérét.
Nous présentons aussi les erreurs-types numériques (ETN)
pour évaluer la répétabilité de nos calculs.

Au tableau 2, nous présentons des résumés des distri-
butions a posteriori de p,, p,, 7,7, et [, avant et apreés
I’application de I’algorithme SIR. Ces résumés sont fort
semblables, ce qui indique que I’approximation 7, (€2, Y, |
Y, U,V,W) donnée par [Ialgorithme SIR n’est pas
déraisonnable. Par exemple, les intervalles de crédibilité a
95 % obtenus pour [ avant et aprés l’application de
I’algorithme SIR sont (1,081 ; 1,940) et (1,086 ; 1,947),
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respectivement, ce qui représente une bonne concordance.
Les estimations de 1, et T, devraient présenter les écarts
les plus importants, mais elles sont également raison-
nablement proches [par exemple pour t,, [l’intervalle de
crédibilité a 95 % est (28,282 ; 64,204) avec 1’approxima-
tion et (27,962 ; 64,425) avec ’algorithme SIR]. Dans les
deux cas, les ETN sont faibles, ce qui signifie que les calculs
sont répétables.

Au tableau 3, nous comparons notre modele d’extension
(modéle 3) a deux autres. Le modéle 1 (un modéle de non-
réponse ignorable) et le modéle 2 (un modéle de non-
réponse non ignorable) (pas de centrage) sont décrits a

97

I’annexe B. Pour [Iillustration, nous avons choisi trois
régions, une grande, une moyenne et une petite. Des diffé-
rences se dégagent entre les trois modeles. En général, les
grandes estimations ont tendance a étre plus petites pour le
modele 2 et encore plus petites pour le modéle 1 que pour le
modele 3 (c’est-a-dire que les estimations provenant du
modele 3 sont naturellement les plus proches du modele 1 et
non du modéele 2). Le modéle 2 produit la variabilité la plus
importante ; comme prévu, le modele 3 donne une variabi-
lité 1égérement plus grande que le modéle 1. Faute d’espace,
nous ne présentons pas les ETM, mais nous constatons
qu’elles sont toutes inférieures a 0,005.

Tableau 1
Fréquences des tableaux 3x 3 de la DMO et du RF correspondant aux 13 régions infranationales dans la NHANES II1
Etat Tableau complet Total de colonne Total de ligne Total

4 21 14 9 8 7 3 2 2 0 11 5 6 4 0 1 1
6 257 127 106 92 51 32 32 5 7 178 54 82 65 28 4 20
12 33 18 21 22 4 4 15 5 0 18 11 16 5 6 2 1
17 25 15 13 8 5 3 0 0 1 18 10 16 17 2 2 4
25 9 7 12 6 5 9 2 1 0 9 6 12 1 4 5 1
26 18 11 18 6 5 9 2 1 1 10 5 11 4 3 0 1
29 9 4 10 3 2 4 3 1 2 9 2 9 0 2 4 1
36 42 17 27 32 13 18 9 6 1 43 21 42 9 7 6 1
39 8 6 14 2 5 4 3 0 1 9 7 5 2 3 0 0
42 14 8 11 12 8 4 8 1 2 35 15 24 3 1 0 0
44 12 9 6 8 5 0 5 1 0 19 4 12 7 1 0 1
48 159 44 22 51 11 13 9 6 2 88 12 23 16 8 2 14
53 14 10 15 10 10 14 3 1 1 9 4 8 2 4 1 0

Nota: Dans le tableau 3x3 complet, le premier (deuxi¢me, troisiéme) ensemble de trois nombres correspond a la premiere (deuxieme, troisiéme)
ligne ; le total de colonne (ligne) renvoie au tableau 3 x3 ne contenant que les totaux de colonne (ligne) ; le total renvoie au tableau 3x 3

contenant les totaux uniquement.

Tableau 2

Données de la NHANES pour 13 régions : Comparaison de la densité de probabilité a posteriori approximative et de la densité de
probabilité a posteriori correcte en utilisant les moyennes a posteriori (MP), les écarts-types a posteriori (ETP), les erreurs-types
numériques (ETN) et les intervalles de crédibilité a 95 % des hyperparameétres

Approximation Corrigée
MP ETP ETN Int. 295 % MP ETP ETN Int. 295 %
Ho 0,528 0,031 0,001 (0,463 ; 0,582) 0,525 0,031 0,008 (0,456 ; 0,578)
Moo 0,131 0,021 0,001 (0,096 ; 0,181) 0,133 0,021 0,002 (0,094 ; 0,179)
o3 0,328 0,028 0,001 (0,274 ; 0,383) 0,328 0,028 0,005 (0,269 ; 0,383)
Hos 0,013 0,006 0,000 (0,004 ; 0,027) 0,014 0,006 0,000 (0,004 ; 0,029)
T, 21,638 9,559 0,255 (8,347 ; 46,587) 20,078 8,632 0,303 (8,538 ; 38,625)
M 0,280 0,023 0,001 (0,234 ; 0,324) 0,277 0,023 0,004 (0,228 ;0,319)
M2 0,133 0,016 0,000 (0,102 ; 0,165) 0,134 0,017 0,002 (0,101 ; 0,165)
M3 0,200 0,019 0,000 (0,163 ; 0,238) 0,199 0,019 0,003 (0,162 ; 0,236)
Mo 0,105 0,015 0,000 (0,078 ; 0,135) 0,107 0,015 0,002 (0,079 ; 0,135)
Lo 0,065 0,011 0,000 (0,044 ; 0,088) 0,065 0,011 0,001 (0,044 ; 0,087)
W23 0,072 0,012 0,000 (0,050 ; 0,096) 0,073 0,012 0,001 (0,049 ; 0,097)
M3 0,061 0,011 0,000 (0,041 ; 0,083) 0,061 0,011 0,001 (0,040 ; 0,083)
Hi30 0,037 0,008 0,000 (0,023 ; 0,054) 0,036 0,008 0,001 (0,022 ; 0,054)
M3 0,048 0,009 0,000 (0,031 ; 0,068) 0,048 0,009 0,001 (0,031 ; 0,068)
T, 45,960 10,094 0,153 (28,282 ; 64,204) 45,177 10,562 0,679 (27,962 ; 64,423)
B 1,472 0,218 0,004 (1,081 ; 1,940) 1,449 0,208 0,022 (1,086 ; 1,947)

Nota : Les hyperparameétres sont p, 1y, T, T, et .
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Tableau 3

Nandram et Katzoff : Un modéle hiérarchique bayésien de non-réponse

Moyennes a posteriori des probabilités de cellule et des intervalles de crédibilité (IC) a 95 % pour trois régions (grande, moyenne et petite)
selon les trois modéles

Modéle 1 Modéle 2 Modéle 3
Cellule MP ETP IC 2495 % MP ETP ICa95 % MP ETP IC 2495 %
a. Grande
(1,1) 0,239 0,044 (0,157 ; 0,326) 0,196 0,046 (0,117 ; 0,295) 0,259 0,038 (0,189 ; 0,335)
(1,2) 0,140 0,035 (0,078 ; 0,213) 0,127 0,035 (0,068 ; 0,200) 0,132 0,029 (0,082 ;0,197)
(1,3) 0,240 0,044 (0,159 0,332) 0,198 0,047 (0,118 ;0,301) 0,248 0,037 (0,175 ;0,322)
2,1) 0,092 0,032 (0,039 0,162) 0,098 0,040 (0,037 0,188) 0,077 0,022 (0,039 0,126)
2,2) 0,074 0,028 (0,029 ; 0,136) 0,077 0,030 (0,030 ; 0,144) 0,056 0,020 (0,024 ; 0,099)
2,3) 0,133 0,036 (0,070 ; 0,210) 0,121 0,042 (0,056 ;0,219) 0,110 0,028 (0,058 ; 0,168)
3,1) 0,036 0,020 (0,008 ; 0,083) 0,069 0,039 (0,013 ;0,153) 0,047 0,018 (0,018 ; 0,086)
3,2) 0,023 0,015 (0,003 ; 0,061) 0,043 0,025 (0,007 ; 0,100) 0,032 0,014 (0,009 ; 0,063)
3.3) 0,025 0,017 (0,003 ; 0,066) 0,071 0,040 (0,010 0,154) 0,042 0,016 (0,016 ; 0,079)
b. Moyenne
(1,1) 0,233 0,034 (0,169 ; 0,302) 0,213 0,043 (0.141; 0.305) 0,254 0,032 (0,194 ; 0,318)
(1,2) 0,143 0,028 (0,093 ; 0,200) 0,127 0,032 (0.072;0.196) 0,146 0,024 (0,102 ;0,197)
(1,3) 0,190 0,031 (0,132 ;0,254) 0,140 0,034 (0.084 ;0.218) 0,208 0,027 (0,156 ; 0,259)
2,1) 0,174 0,031 (0,118 ;0,237) 0,160 0,042 (0.092 ; 0.249) 0,154 0,027 (0,106 ;0,211)
2,2) 0,043 0,018 (0,015 0,083) 0,060 0,028 (0.017;0.124) 0,032 0,012 (0,012 ; 0,059)
2,3) 0,049 0,020 (0,017 ;0,095) 0,065 0,031 (0.018;0.136) 0,042 0,014 (0,020 ; 0,072)
3,1) 0,112 0,025 (0,068 ; 0,167) 0,120 0,041 (0.059 ; 0.209) 0,092 0,020 (0,056 ; 0,134)
(3,2) 0,047 0,018 (0,018 ; 0,088) 0,059 0,026 (0.019;0.118) 0,040 0,014 (0,018;0,071)
3,3) 0,010 0,009 (0,000 ; 0,033) 0,056 0,032 (0.006 ; 0.122) 0,032 0,012 (0,013 ; 0,059)
c. Petite
(1,1) 0,196 0,052 (0,103 ; 0,305) 0,164 0,055 (0.077 ; 0.288) 0,253 0,043 (0,175 ;0,334)
(1,2) 0,081 0,034 (0,028 ; 0,158) 0,081 0,032 (0.030; 0.155) 0,091 0,028 (0,043 ;0,152)
(1,3) 0,213 0,052 (0,118 0,323) 0,175 0,055 (0.087 ; 0.300) 0,220 0,043 (0,137, 0,3006)
2,1) 0,093 0,041 (0,028 ; 0,186) 0,111 0,055 (0.029 ; 0.234) 0,073 0,028 (0,030 ; 0,139)
2,2) 0,056 0,029 (0,012 ;0,126) 0,066 0,031 (0.018;0.136) 0,045 0,020 (0,014 ;0,094)
2,3) 0,115 0,045 (0,042 ;0,215) 0,118 0,053 (0.038 ; 0.240) 0,092 0,030 (0,041 ; 0,158)
3.1 0,115 0,048 (0,036 ; 0,222) 0,113 0,056 (0.031;0.239) 0,081 0,030 (0,033 ;0,148)
(3,2) 0,044 0,028 (0,006 ; 0,113) 0,065 0,035 (0.013;0.144) 0,043 0,020 (0,012 ; 0,086)
3,3) 0,087 0,042 (0,022 ;0,184) 0,107 0,055 (0.023;0.227) 0,103 0,034 (0,047 ;0,181)

Nota : Voir ’annexe B pour une description des modeles 1 et 2.

4.3 Facteur de Bayes pour la preuve d’association

Nous avons également considéré 1’association entre la
densit¢ minérale osseuse et le revenu familial. Bien que
I’existence d’une telle association paraisse peu probable, il
est intéressant d’examiner cette question ; voir Nandram,
Cox et Choi (2005) pour une discussion de ce probléeme.
Nous nous servons du facteur de Bayes (Kass et Raftery
1995) pour mesurer la force de la preuve d’une association
comparativement a 1’absence d’association dans le tableau
de contingence I'XC. Nous le faisons pour chacune des
13 régions et pour toutes les régions confondues.

Nous utilisons deux procédures, 1’une sans modélisation
étendue et ’autre s’appuyant sur notre modele (étendu) de
non-réponse non ignorable. La méthode simple consiste &
produire les fréquences de cellule selon une technique de
ratissage ordinaire, et nous supposons qu’il n’y a pas
d’erreur a le faire. Il s’agit d’une procédure dictée par le bon
sens que les praticiens des enquétes utilisent réguliérement.
Au moyen de la deuxiéme procédure fondée sur notre
modéle de non-réponse non ignorable, nous avons obtenu
1 000 tableaux combinés pour chaque région, comme il est
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décrit a la section 3 sur les calculs. Pour chaque région, nous
avons obtenu les fréquences de cellule pour les quatre
tableaux, et nous les avons totalisées pour obtenir un seul
tableau de toutes les fréquences.

Voici la description de la procédure de ratissage pour
obtenir les fréquences de cellule. Soit Ny les fréquences de
cellule pour les quatre tableaux combinés. Soit ngﬂf les
fréquences de cellule pour le tableau contenant les données
completes, n{%), celles pour le tableau des totaux de
ligne, nﬁi)l «_celles pour le tableau des totaux de colonne et
nﬁi)l) c+1 celles pour le tableau des totaux. Les fréquences de
cellule pour les quatre tableaux sont estimées par

() 0] O
=+ 5 0| ]
ng. ni; n

j=1,...,r,k=1,...,c.

Dans chaque cas, nous désignons la somme des fré-
quences de cellule pour chaque région par Ny. Pour la pro-
cédure de ratissage, nous n’avons qu’un seul tableau pour
chaque région, tandis que pour le modele de non-réponse
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non ignorable, nous avons un échantillon de 1 000 tableaux
pour chaque région. Nous avons aussi un seul tableau
combiné pour toutes les régions sous la procédure de
ratissage et 1 000 tableaux pour toutes les régions combi-
nées. Nous obtenons le facteur de Bayes pour chaque ta-
bleau sous un modéle multinomial-Dirichlet. Il convient de
souligner que notre méthode s’appuie sur le modele d’exten-
sion de sorte que les fréquences de cellule sont produites en
empruntant de 1’information a d’autres régions contraire-
ment a la procédure de ratissage.
Puis, pour chaque tableau, nous prenons

n|a ~ Multinomiale(n, &) et @ ~ Dirichlet(1).

Autrement dit, nous prenons une loi a priori uniforme pour
7 avec Ty >0 et X Xk Ty =1. Sous I'hypothese de
I’absence d’association, nous avons Ty =T;T, ou
m;>0,2 ;=1 et m >0,%f, m =1. Donc, I’hypo-
thése d’une association est que les 7 ne sont soumises a
aucune contrainte (a part le fait qu’elles sont non négatives
et que leur somme est égale a I’unité), tandis que, pour
I’hypothese d’absence d’association, 7y = 1;m,.

Le facteur de Bayes est le ratio de la vraisemblance
marginale sous association par rapport a la vraisemblance
marginale en I’absence d’association. Ce ratio mesure la
force de la preuve d’association par opposition a 1’absence
d’association ; voir Kass et Raftery (1995). Soit p,(n) la
vraisemblance marginale sous association et p,(n) la
vraisemblance marginale en 1’absence d’association. Alors,
en posant que N; =i Ny et N, =35 Ny, il est facile
de montrer que

Tableau 4

99

8 A
Hj:l Hk:l nik!

u=o (U+r)u+c)

ou p,(N)=n!TT% U+ rc) ™. Observons que p,(N) n’est
pas une fonction de {n}. Donc, en tant que mesure
d’association, ¢’est I’écart de TTj_; N; 'TTk_ N, ! par rapport
a TTj- TTke Ny ! qui importe. Par contre, nous notons que,
pour la statistique d’indépendance de Pearson classique, ce
sont les écarts de Ny par rapport & N; N, qui importent.
Cependant, soulignons que ce test ne peut pas étre appliqué,
parce que bon nombre de fréquences de cellule prévues sont
inférieures a 5 sous I’hypothése de I’absence d’association
et I’échantillonnage multinomial

Nous présentons nos résultats au tableau 4 et a la figure 1
qui correspond aux données du tableau 1 pour la classi-
fication croisée de la densité minérale osseuse et du revenu
familial. Nous présentons les logarithmes des vraisem-
blances marginales (base ) et des facteurs de Bayes ; ceux-
ci doivent étre interprétés en appliquant la régle empirique
de Kass et Raftery (1995).

A 1a figure 1, nous voyons que les boites 8 moustaches se
trouvent toutes au-dessus de zéro, sauf celle pour la troi-
siéme région qui ne donne aucune preuve d’association ; il
n’existe peut-étre pas non plus de preuve d’association pour
la région 42 (10 dans la figure). Un résumé de ces résultats
est présenté au tableau 4. Les facteurs de Bayes indiquent
une association dans toutes les régions, sauf la région 12, et
leur valeur réelle est nettement plus grande sous le modéle
de non-réponse non ignorable. Les valeurs pour la région 6
et pour toutes les régions confondues sont élevées (336,3 c.
5,8 et3798,2c.0,183).

Données de la NHANES pour 13 régions. Comparaison des vraisemblances marginales négatives et des facteurs de Bayes ou de
I’association de la DMO et du RF d’aprés la procédure de ratissage et le modéle d’extension, selon la région

Ratissage Extension
Région —In{p,(n)} —In{p,(n)} FB —In{p,(n)} FB

4 26,19 23,07 22,855 2350014 14,78,169
6 45,73 43,98 5,766 40,50038 336,2711 465
12 31,14 38,01 0,001 3340054 0,379,027
17 29,13 27,03 8,134 27,0026 10,270,101
25 25,44 26,02 0,558 23,8009 9,55020
26 26,89 23,18 40,562 2390018 24,7137
29 2321 20,87 10,301 2130018 8,400,115
36 34,99 36,09 0,330 33,1064 21,130,928
39 23,77 24,89 0,325 23,60044 2,245
42 29,51 30,21 0,497 30,30,099 4,3355
44 25,61 30,48 0,008 24,4007 5,190.137
48 38,83 35,34 32,650 39,10060 2,150,081
53 27,11 24,82 9,865 2420017 19,400.28,
All 53,43 55,13 0,183 46,1049 3,798,245

Nota : Dans la colonne des régions, « Toutes » désigne toutes les régions confondues ; la notation a,, signifie que la moyenne est a et que 1’erreur-
type est b sur les 1 000 itérations. Le terme In{p,(n)} est le méme pour les deux procédures.
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g Preuve : Boites a moustaches au-dessus de 0
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Figure 1 Boites 2 moustaches des logarithmes du facteur de Bayes selon la région pour évaluer la preuve de

I’association entre la DMO et le RF

5. Conclusion

L’objectif du présent article était d’élaborer une
méthodologie pour analyser les données provenant de

moyen de notre modéle et en utilisant une procédure de
ratissage. En fait grice a I’emprunt d’information, nous
constatons que la preuve de I’association est nettement plus
forte sous notre modele que sous la procédure de ratissage.

tableaux incomplets de contingence a deux entrées, chaque
tableau correspondant & un domaine ou région. Nous avons
pour cela étendu la méthodologie bayésienne de Nandram et
Choi (2002a, b) pour données binaires a des tableaux de
contingences I'X C pour petits domaines. Nous avons
construit un nouveau modele de non-réponse non ignorable
bayésien (c’est-a-dire le modéle d’extension) qui est centré
sur le modéle de non-réponse ignorable. Nous avons utilisé
des méthodes Monte Carlo par chaine de Markov (spécifi-
quement ’échantillonneur Metropolis-Hastings « griddy »)
pour ajuster le modeéle. Nous avons comparé notre modele a
un modele de non-réponse ignorable et un modéle de non-
réponse non ignorable. Enfin, nous avons illustré notre
méthode en estimant les probabilités de cellule pour le
tableau de contingence 3x3 de la densité minérale osseuse
et du revenu sur 13 régions infranationales.

Nous avons montré qu’il existe des différences entre les
trois modeles. En utilisant les données sur la densité
minérale osseuse et le revenu familial, nous avons montré
que notre modeéle d’extension est un compromis entre le
modele de non-réponse ignorable et le modeéle de non-
réponse non ignorable. A I’aide du facteur de Bayes, nous
avons montré qu’il existe des différences entre les tests de
I’association de la densité minérale osseuse et du revenu
familial quand les fréquences de cellule sont estimées au

cet
cal

ap
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Trois pistes supplémentaires pourraient étre explorées.

Premiérement, nous pouvons construire un modéle en vue
d’intégrer 1’écart systématique par rapport a 1’ignorabilité.
Cette tache suscitera du travail sur le terrain colteux supplé-
mentaire pour obtenir 1’information nécessaire. Deuxi¢me-
ment, il serait également intéressant de relacher I’hypothése
voulant que les marges du tableau de contingence soient
fixes ; voir, par exemple, Nandram (2009) qui a procédé a

examen pour une seule grande région. Troisiémement, le
age pourrait étre encore amélioré (c’est-a-dire en

intégrant de 1I’information sur les marges).
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Annexe A

Densité a posteriori conjointe du modéle
d’extension

Premiérement, en intégrant la fonction de densité
osteriori conjointe sur P, nous obtenons
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DTy |y L W) o H D(y" +p,1)) Notons que 0<Tc,s_12317'c =1 et 0<¢ <1. Nous
7

4+ Dur) simplifions le calcul pour I; dans (A.3) en deux étapes.
a ! Premiérement, dans (A.3), nous effectuons la trans-
n. formation
1 -y
RS o
i Yiz> ¥iso Yia .
(hjk =T, (hjk ZZ%« =T.
j=1k=1
Yis. Yi Kk YIljk
{ls_!n H " (3 (s )] } Les nouvelles variables ¢y satisfont les relations 0 < ¢y <
) Tk I(hk I et les T, sont soumis aux contraintes
[, mes o e B O<T <1/<hjk, pour j=1,...,r,k=1...,cet0<T <
% D(p,1,) i H (1- TE'I)B Ic. Suite a cette transformatlon nous avons
=l k= i
B¢|Jk Zg:z Yisjk
Ty 1 _ b| T
e W= I L—'n- }
TB)G,[B(1-7;,) '] o !
Yitjk
b, C -7 L
x—0 T, (A1) ;[”1 n”{l_ I ¢ijk}
(a0+ Tl) (b0+ TZ) (C0+ B) d)ijk Tcil 1 - TC”
ou le vecteur de dimensions rcx1 est rep1
ﬂ * A —
i @ H(I)ijky..,k*f) 1
(1) = (yl 11° yl 125 =+ yi,lc’ yi421’ ] yi.ZC’ yi4r1’ ] yi.rc) . X [1_ TC“] j
: o . L " D(y“) +BJ)
Maintenant, désignons par j un vecteur de dimensions (1-n,)|G B
rcx1 de valeurs 1 et soit P -1,
VS Y Vi Yoo Vi) Yo Hasta~l
il.> Yi2..» Ji3..>o Ji4. HTC is 25
. x| =L [dT d¢ dn,
Alors, en agrégeant sur T et ¢, nouz obtenons D( y(z) )  d¢; dr;
C
h(Q, y(]) | Yo U,V,W) oc aO : . : .

(3+1)" (b+1y)" (C+PB)’ ou by =min{{l/¢y}j=1....r;k=1...,c}.
LUGHRSE VPRSI it qritc Ao o
yll’ y|2’ y|3’ y|4 D(ultl) D(ll2‘52) : v

opérations algébriques supplémentaires, nous obtenons
A 8 rc

D(y® l, )
r® | i +BDI; (A.2)

B
Il (%)

. B rc
Yitjk G( J:|
{ TJ(1+1{1_nil_¢ijk}J:| { ' 1-m;,
|. = ijk Ty T Vi " Yitjk
i .“‘1;([ vbs [ B H W 1 1+1—nn l_VVid)ijk
(=) G 1-m;, iic |\ B ije T

Vi jtB-1 rep-1 Wi
_Bhy Hq’ijkjk Wime

A,

X
. pb
ik D(y(l) +B J) F(ch)Gch( )
4
Hnl is. T H2sTo—1 H(I);k Yi.jxtB-1 HTCy'S HL,ST, —
D(y( ' p,Ty)

“dn. (A4
"Dy, +B 1)) D(yi‘2)+uztz) a dm. (A4)
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Annexe B
Modéeles de non-réponse ignorable et non ignorable

Posons que W;; =1 dans le modele d’extension pour
former le modéle de non-réponse ignorable. Pour i=
1,..., A, nous prenons alors

id
T | Wy, T, ~ Dirichlet(p,t,)

et indépendamment

iid

P [k, 7 ~ Dirichlet(u,T,).

Enoutre, p(t,)={1/(1+1, 2, T, 2 0, p,~ Dirichlet (1),

p(t,)={1/(1+1,)°},7, 20 et p, ~ Dirichlet(1). Ici,
nous avons I’indépendance a tous les niveaux et les vecteurs
1 sont de dimension appropriée, chaque coordonnée étant
égale a 1’unité. Notons que tous les paramétres du modéle
ignorable doivent étre identifiés et estimés.

Soit g =T Wi dans le modele d’extension pour
former le modele de non-réponse non ignorable. Dans ce
cas,pour i =1,..., A,

iid
Ty | M5 T, ~ Dirichlet(p,t,)

et indépendamment

iid
P |1y, 7 ~ Dirichlet(wt,).

Dans ce modéle, les paramétres 7y, ne sont pas iden-
tifiables et nous prenons 1, ~ Gamma (o, 3,), ou a, et
B, doivent étre spécifiés. La spécification du modele est
alors achevée en attribuant a T, u, et a p, les mémes
propriétés distributionnelles qu’au paragraphe précédent.

Comme dans Nandram, Cox et Choi (2005), a, et B3,
sont spécifiés comme il suit. Le modéle de non-réponse
ignorable et ajusté de maniére a obtenir un échantillon de la
densité de probabilité a posteriori de t,. Puis, o, et 3, sont
obtenus en utilisant la méthode des moments. Nandram, Cox
et Choi (2005) ont constaté que I’inférence au sujet de p,
n’est pas tres sensible au choix de ces paramétres.
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