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Modélisation des données d’enquêtes complexes : Pourquoi les 
modéliser ? Pourquoi est-ce un problème ? Comment le résoudre ? 

Danny Pfeffermann1 

Résumé 
Cet article tente de répondre aux trois questions énoncées dans le titre. Il commence par une discussion des caractéristiques 
uniques des données d’enquêtes complexes qui diffèrent de celles des autres ensembles de données ; ces caractéristiques 
requièrent une attention spéciale, mais suggèrent une vaste gamme de procédures d’inférence. Ensuite, un certain nombre 
d’approches proposées dans la documentation pour traiter ces caractéristiques sont passées en revue en discutant de leurs 
mérites et de leurs limites. Ces approches diffèrent en ce qui a trait aux conditions qui sous-tendent leur utilisation, aux 
données additionnelles requises pour leur application, aux tests d’adéquation de l’ajustement du modèle, aux objectifs 
d’inférence qu’elles permettent de satisfaire, à l’efficacité statistique, aux demandes de ressources informatiques et aux 
compétences que doivent posséder les analystes qui ajustent les modèles. La dernière partie de l’article présente les résultats 
de simulations conçues pour comparer le biais, la variance et les taux de couverture des diverses approches dans le cas de 
l’estimation des coefficients de régression linéaire en partant d’un échantillon stratifié. Enfin, l’article se termine par une 
brève discussion des questions en suspens. 
 
Mots-clés : Échantillonnage informatif ; non-réponse NMAR ; méthodes fondées sur la vraisemblance ; pondération 

probabiliste ; distribution aléatoire ; modèle d’échantillon. 
 
 

1. Introduction  
Les données d’enquête sont souvent utilisées pour 

procéder à des inférences analytiques sur des modèles 
statistiques que l’on suppose être vérifiés pour la population 
de laquelle est tiré l’échantillon. L’estimation des élasticités 
par rapport au revenu d’après les données des enquêtes 
auprès des ménages, l’analyse de la dynamique du marché 
du travail d’après les enquêtes sur la population active, les 
comparaisons des résultats des élèves d’après les enquêtes 
sur l’éducation et la recherche d’une relation causale entre 
les facteurs de risque et la prévalence de la maladie d’après 
les enquêtes sur la santé sont des exemples bien connus. 
Une caractéristique commune importante de tous ces 
exemples est que l’on s’intéresse à la structure des modèles 
estimés et aux apprentissages que l’on peut en tirer. Cette 
démarche diffère de l’ajustement de modèles simplement 
dans une perspective de prédiction, par exemple des totaux 
de population finie, ou de l’estimation sur petits domaines, 
dans laquelle la structure et l’interprétation du modèle sont 
secondaires. Des modèles sont aussi utilisés implicitement 
pour choisir le plan d’échantillonnage et les estimateurs, par 
exemple dans l’échantillonnage stratifié, ou pour définir des 
cellules de pondération pour la correction de la non-réponse. 
Cependant, dans ce cas, l’inférence a habituellement pour 
fondement la distribution aléatoire sur toutes les sélections 
possibles de l’échantillon et non un modèle, approche à 
laquelle on a donné le nom d’« inférence assistée par 
modèle ». 

Les données d’enquête diffèrent habituellement des 
autres ensembles de données en ce qui a trait à cinq aspects 
importants.  

1. Les échantillons sont tirés au hasard en appliquant 
des probabilités de sélection connues, ce qui permet 
d’utiliser la distribution aléatoire sur toutes les 
sélections possibles d’échantillons comme base de 
l’inférence plutôt que l’hypothétique distribution qui 
sous-tend le modèle de population. Comme il est 
discuté plus loin, une combinaison des deux distri-
butions est fréquente. 

2. Les probabilités de sélection de l’échantillon, au 
moins à certains degrés de l’échantillonnage, sont 
souvent inégales ; quand ces probabilités sont re-
liées à la variable résultat du modèle, le processus 
d’échantillonnage devient informatif et le modèle 
vérifié pour l’échantillon diffère alors du modèle de 
la population cible.  

3. Les données d’enquête sont presque inévitable-
ment sujettes à diverses formes de non-réponse, 
souvent d’une grandeur considérable, qui de nou-
veau peuvent fausser le modèle de population si 
la propension à répondre est associée à la variable 
résultat d’intérêt (non-réponse ne manquant pas 
au hasard). 

4. Les données d’échantillon sont souvent groupées à 
cause de l’utilisation d’échantillons en grappes à 
plusieurs degrés. Les grappes sont des « unités 
naturelles » (ménages, individus en cas d’enquêtes 
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longitudinales,...), ce qui implique que les observa-
tions dans une même grappe sont corrélées. 

5. Les données dont dispose le modéliseur sont parfois 
masquées (« permutées », « contaminées », « sup-
primées ») afin de préserver l’anonymat des répon-
dants. Le cas échéant, les données du modéliseur 
diffèrent des données correctes.  

De nombreuses approches ont été proposées dans la 
littérature pour estimer les modèles de population d’après 
des données d’enquêtes complexes possédant les caracté-
ristiques susmentionnées, certaines étant mieux connues 
que d’autres. Les approches se distinguent par les condi-
tions qui sous-tendent leur utilisation, les données re-
quises pour leur application, les tests d’adéquation de 
l’ajustement du modèle, les objectifs d’inférence qu’elles 
permettent de satisfaire, l’efficacité statistique, les de-
mandes de ressources informatiques et les compétences 
que doivent posséder les analystes qui ajustent les mo-
dèles. Cette hétérogénéité signifie qu’aucune approche ne 
peut être considérée comme étant la meilleure dans toutes 
les situations. Cela étant, la question fondamentale est de 
savoir quelle ou quelles approches pourraient ou de-
vraient être adoptées pour une application particulière.  

Le présent article est divisé en trois parties. Dans la 
première partie (section 2), nous donnons des détails sur les 
quatre premières caractéristiques des données d’enquêtes 
complexes mentionnées plus haut. Dans la deuxième partie 
(section 3), nous passons en revue les diverses approches 
proposées dans la documentation pour traiter ces caracté-
ristiques, en discutant de leurs mérites et de leurs limites à la 
lumière des propriétés susmentionnées. Dans la troisième 
partie (section 4), nous présentons les résultats de simula-
tions conçues pour comparer les approches sur le plan du 
biais, de la variance et du taux de couverture dans le cas de 
l’estimation d’un modèle de régression linéaire à partir d’un 
échantillon stratifié. Enfin, à la section 5, nous concluons 
par une brève discussion des questions en suspens. 

 
2. Pourquoi les données d’enquête  

       diffèrent-elles des autres données ? 

 
2.1 Le problème des probabilités d’échantillonnage 

inégales et de la non-réponse 
 

Considérons une population finie {1, ..., }U N  avec 
les mesures { , x , z }i i iy  pour l’unité 1, ..., ,i N  où y  
représente une variable dépendante d’intérêt, x,  un vecteur 
de covariables et z,  un vecteur de variables du plan d’échan-
tillonnage utilisées pour la sélection de l’échantillon. Les 
variables du plan peuvent comprendre certaines covariables 

ou toutes et, dans des cas particuliers, également la variable 
résultat quand elle est connue pour toutes les unités de la 
population, comme dans les études cas-témoins. La matrice 

1[z , ..., z ]U NZ   est connue par l’échantillonneur qui tire 
l’échantillon, mais pas nécessairement par l’analyste qui 
ajuste le modèle. Désignons par s  1( , ..., )N   l’échan-
tillon sélectionné, où i  est l’indicateur d’échantillonnage 
qui prend la valeur 1 si l’unité i U  est tirée dans l’échan-
tillon et 0 autrement. En pratique, les unités échantillonnées 
ne répondent pas nécessairement toutes et nous désignons 
par iR  l’indicateur de réponse ; 1(0)iR   si l’unité i S  
répond (ne répond pas). 

Les données observées peuvent être considérées comme 
le résultat de trois processus aléatoires. Le premier génère 
les vecteurs { , x , z }i i iy  pour les N  unités de la population. 
Le deuxième sélectionne un échantillon s  dans U  au 
hasard selon un plan d’échantillonnage Pr ( ) Pr ( | ).Us s Z  
Le troisième sélectionne les unités qui répondent. Ce 
processus ne fait manifestement pas partie du plan d’échan-
tillonnage original et est souvent le résultat de l’« auto-
sélection », quoique la non-réponse puisse avoir de nom-
breuses autres causes. Voir Brick et Montaquila (2009) pour 
un aperçu récent. 

Quand les probabilités de sélection de l’échantillon 
et/ou les probabilités de réponse sont reliées aux valeurs 
de la variable résultat même après conditionnement sur 
les covariables du modèle au sens où Pr ( 1 | ,i iy  x )i   
Pr ( 1 | x )i i   ou Pr ( 1 | , x , 1) Pr ( |x , 1),i i i i i i iR y R       
le modèle vérifié pour les résultats observés diffère du mo-
dèle de population. En notation symbolique, 

 
( | x )o i if y   

( | x ),p i if y  où ( |x )o i if y  représente le modèle vérifié pour 
les unités échantillonnées et répondantes et ( | x )p i if y  est le 
modèle de population (le modèle vérifié pour les valeurs de 
population). Voir les équations (2.1) et (2.2) plus bas.  
Exemple 1. Supposons que le modèle de population est le 
modèle de régression 2( | x ) (x , )p i i if y N     et que 
l’échantillon est sélectionné avec des probabilités de 
sélection qui satisfont 2

1 2Pr ( 1 | , x ) exp[i i i i iI y y y      
(x )],ig  où 1  et 2 0   sont des constantes et (x )ig  est 

une fonction non stochastique des covariables. L’emploi 
simple du théorème de Bayes (voir plus bas) montre que le 
modèle vérifié pour les résultats d’échantillon est, dans ce 
cas, 2

1( | x ) [( x ) / ,s i i if y N C     2 / ],C  ou (1C    2
22 ).   Donc, bien que les résidus d’échantillon suivent de 

nouveau une loi normale, les coefficients de régression et la 
variance résiduelle diffèrent de leurs valeurs sous le modèle 
de population. Dans le cas particulier où 2 0,   les coef-
ficients de pente et la variance résiduelle sont les mêmes que 
sous le modèle de population, mais non l’ordonnée à 
l’origine. Si 1 0   également, les probabilités de sélection 
de l’échantillon satisfont Pr ( 1 | , x )i i iy   Pr ( i  1 | x )i  
et les deux modèles sont alors les mêmes. 
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En utilisant la terminologie classique, quand Pr ( i   
1 | , x ) Pr ( 1 | x ),i i i iy     le plan d’échantillonnage est dit 
informatif. Quand Pr ( 1 | , x , 1) Pr ( | x ,i i i i i iR y R     

1),i   la non-réponse ne manque pas au hasard (non-
réponse NMAR, pour not missing at random). Notons que, 
tandis que les probabilités d’échantillonnage sont habi-
tuellement connues de l’analyste qui ajuste le modèle, du 
moins pour les unités échantillonnées, les probabilités de 
réponse sont généralement inconnues et doivent être 
modélisées sous non-réponse NMAR. Ne pas tenir compte 
d’un échantillon informatif ou d’une non-réponse NMAR 
et, donc, supposer implicitement que le modèle vérifié pour 
les résultats observés est le même que le modèle de la 
population cible peut produire des biais importants et une 
inférence erronée. Les livres publiés sous la direction de 
Kasprzyk, Duncan, Kalton et Singh (1989), Skinner, Holt et 
Smith (1989) et Chambers et Skinner (2003) contiennent de 
nombreuses discussions et illustrations de l’effet dû à la 
non-prise en compte de l’échantillonnage informatif ou de la 
non-réponse NMAR. Voir aussi Pfeffermann (1993, 1996), 
Pfeffermann et Sverchkov (2009), et Pfeffermann et Sikov 
(2011) pour d’autres discussions et exemples, ainsi que de 
nombreuses autres références plus récentes. 

Dans la suite de l’exposé, j’utilise l’abréviation « fdp » 
pour désigner la fonction de densité de probabilité quand le 
résultat est continu, ou la fonction de distribution de 
probabilité quand le résultat est discret. Supposons d’abord 
qu’il n’y a pas de non-réponse. En nous inspirant de 
Pfeffermann, Krieger et Rinott (1998a), la fdp marginale 
d’échantillon, ( | x ),s i if y  définit la fdp conditionnelle de 

iy  sachant que l’unité i  est dans l’échantillon ( 1).i   En 
vertu du théorème de Bayes, 

          

( | x ) ( | x , 1)

Pr ( 1 | x , ) ( | x )
,

Pr ( 1 | x )

s i i i i i

i i i p i i

i i

f y f y I

I y f y

I

 






 
(2.1)

 

où ( | x )p i if y  est la fdp de population correspondante. Les 
probabilités Pr ( 1 | x , )i i iI y  ne sont généralement pas les 
mêmes que les probabilités de sélection dans l’échantillon 

Pr ( 1),i i     qui peuvent dépendre de toutes les valeurs 
de population UZ  des variables du plan d’échantillonnage. 
Cependant, l’utilisation de la fdp d’échantillon marginale 
requiert la modélisation de Pr ( 1 | x , ).i i iI y  Habituelle-
ment, Pr ( 1 | , , x ) ,i i i i iI y     auquel cas Pr ( 1 | ,i iI y  
x )i ( | ,x )p i i iE y   où ( )pE   est l’espérance sous la fdp 
de population.  
Remarque 1. En pratique, les covariables présentes dans le 
modèle de population ne doivent pas être les mêmes que 
celles figurant dans le modèle des probabilités condition-
nelles d’inclusion dans l’échantillon, Pr ( 1 | x , ).i i iI y  En 
fait, d’après les résultats de Pfeffermann et Landsman 
(2011), l’identifiabilité du modèle d’échantillon requiert 

souvent que les deux ensembles de covariables ne soient pas 
identiques. Cependant, pour simplifier le présent exposé, 
nous supposons par souci de commodité que les covariables 
contenues dans le modèle de population sont les mêmes que 
les covariables définissant les probabilités d’inclusion con-
ditionnelle, ou bien que x i  définit l’union de deux en-
sembles de covariables.  

Il découle de (2.1) que, sauf si Pr ( 1 | x , )i i iI y   
Pr ( 1 | x ) ,i i iI y   la fdp d’échantillon diffère de la fdp de 
population, auquel cas le plan d’échantillonnage est infor-
matif et ne peut pas être ignoré dans le processus d’inférence. 
En particulier, il découle de (2.1) que, sous échantillonnage 
informatif, 

Pr ( 1 | x , )
( |x ) x ( |x ),

Pr ( 1 | x )
i i i i

s i i p i p i i
i i

I y y
E y E E y

I

  
   

 

où ( )sE   est l’espérance sous la fdp d’échantillon. L’objectif 
principal de l’inférence est souvent d’estimer ( |p iE y

 
x ),i  

ce qui illustre qu’en ne tenant pas compte d’un plan 
d’échantillonnage informatif et en estimant donc implicite-
ment ( |x ),s i iE y  on peut introduire un biais dans l’infé-
rence.  

Supposons maintenant qu’il existe une non-réponse de 
type NMAR. La fdp d’échantillon marginale peut être 
étendue à ce cas en définissant : 

( | x ) ( | x , 1, 1)

Pr ( 1 , x , 1)Pr ( 1 | , x ) ( |x )

Pr ( 1 | x , 1)Pr ( 1 | x )

Pr ( 1 , x , 1) ( | x )
.

Pr ( 1 | x , 1)

o i i i i i i

i i i i i i i p i i

i i i i i

i i i i s i i

i i i

f y f y I R

R y I I y f y

R I I

R y I f y

R I

  

  


  

 


 

 

(2.2)

 

Notons, en examinant (2.2), qu’excepté si Pr ( 1| , x ,i i iR y  
1)i   Pr ( | x , 1) ,i i i iR y    la fdp vérifiée pour les ré-

sultats observés diffère de la fdp d’échantillon. Ici, nous 
supposons de nouveau par souci de commodité que les 
probabilités de réponse dépendent des mêmes covariables 
que celles contenues dans le modèle d’échantillon. Voir plus 
haut la remarque 1. 

Les fdp (2.1) et (2.2) définissent la distribution marginale 
du résultat pour une unité donnée. Ces définitions se géné-
ralisent très naturellement à la fdp conjointe de deux 
résultats ou plus associés à différentes unités. Plus générale-
ment, définissons pour chaque échantillon plausible s U  
l’indicateur d’échantillon ,sA  tel que 1sA   si s  est 
échantillon et 0sA   autrement, et supposons pour simpli-
fier que la réponse est complète. Désignons par (y , x )s s  les 
données associées à l’échantillon s. La fdp d’échantillon 
conjointe de y | xs s  est alors 
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(y | x ) (y | x , 1)

Pr ( 1 | y , x ) (y | x )
.

Pr ( 1 | x )

s s s s s s

s s s p s s

s s

f f A

A f

A

 






 
(2.3)

 

La fdp (y | x )p s sf  peut être générale, permettant en 
particulier des mesures corrélées, mais la modélisation de la 
probabilité Pr ( 1 | y , x )s s sA   n’est pratiquement faisable 
que si l’échantillon peut être décomposé en sous-ensembles 
exclusifs et exhaustifs ks  tels que Pr ( 1 | y , x )s s sA    

Pr (
kk sA  1 | y , x ),

k ks s ,
et que Pr ( 1 | y , x )

k k ks s sA   sa-
tisfasse le même modèle pour tous les sous-ensembles (voir 
l’exemple 2). En particulier, si les résultats de population 
sont indépendants sachant les covariables sous le modèle de 
population et que Pr ( 1 | y ,s sA  x )s  Pr ( 1 | ,i s i iy    
x ),i  (2.3) prend la forme 

       

Pr ( 1 | , x ) ( | x )
(y | x )

Pr ( 1 | x )

( | x ),

i i i p i i
s s s i s

i i

s i ii s

y f y
f

f y





 


 





  (2.4)

 

de sorte que les résultats d’échantillon sont aussi indé-
pendants.  
Exemple 2. Considérons le cas d’une population en 
grappes l lU U   et de mesures indépendantes entre 
les grappes, telles que (y | x )p U Uf (y | x ),

l ll p U Uf  où 
(y , x )U U  définit toutes les valeurs de population et 
(y , x ),

l lU U  les valeurs dans la grappe .l  Soit s définissant 
l’ensemble des grappes échantillonnées de manière indé-
pendante avec probabilités Pr ( | y , x ) (y ,

l l lU U Ul s r   
x )

lU  pour une fonction quelconque ( ),r   et supposons 
aussi que toutes les unités dans les grappes échantillon-
nées sont observées (échantillonnage en grappes à un 
degré). Alors, Pr( 1 | y , x ) (y ,

kk ss U U UA r  x )
kU   

[1 (y , x )].
j jj s U Ur   Puisque, pour ,k s (y , x )

k kU U   
(y , x ),

k ks s  il s’ensuit que Pr ( 1 | y , x )s s sA   (y ,
kk s sr

 
x ) ,

ks G  où pour les covariables données x , ,
jU j s  G 

est une constante qui satisfait G  [1 (y , x )]
j jj s U Ur  

 (y | x ) y .
j j jp U U Uf d

 
Une population non en grappes avec 

des mesures indépendantes et un échantillonnage de 
Poisson des unités individuelles est un cas particulier où 
chaque grappe est constituée d’un seul élément, ce qui 
mène à (2.4).  
Remarque 2. Les exemples considérés jusqu’à présent sup-
posent un échantillonnage indépendant, qui préserve l’indé-
pendance des résultats après l’échantillonnage, mais cette 
hypothèse peut habituellement être relâchée en suivant un 
résultat prouvé et illustré dans Pfeffermann et coll. (1998a). 
En vertu de ce résultat, sous certaines conditions de régu-
larité générale et pour de nombreux scénarios d’échan-
tillonnage fréquemment utilisés pour la sélection avec 
probabilités inégales, si les mesures de population sont 

indépendantes, les mesures d’échantillon sont asympto-
tiquement indépendantes sous la distribution d’échantillon. 
Le cadre asymptotique requiert que la taille de la population 
augmente, mais que la taille de l’échantillon demeure fixe. 
Comme il est illustré à la section 2.3, il arrive souvent que 
l’hypothèse des mesures de population indépendantes ne 
soit pas contraignante non plus. 

Jusqu’à présent, par souci de commodité, nous avons 
supprimé de la notation les paramètres qui sous-tendent la 
fdp de population et le processus d’échantillonnage. Consi-
dérons, par exemple, la fdp d’échantillon (2.3). En ajoutant 
la notation des paramètres, elle peut s’écrire 

Pr ( 1 y , x ; ) (y | x ; )
(y x ; , ) .

Pr ( 1 | x ; , )
s s s p s s

s s s
s s

A f
f

A

  
  

  
 (2.5) 

Donc, les fdp conditionnelles de population et d’échantillon 
sont différentes, à moins que 

     
Pr ( 1 y , x ; ) = Pr ( 1 x ; , ) y .s s s s s sA A       (2.6) 

Quand l’expression (2.6) est vérifiée, l’inférence sur le 
paramètre cible   peut être effectuée en ajustant le modèle 
de population sur les données d’échantillon, sans tenir 
compte de la sélection de l’échantillon. Notons que cette 
conclusion se rapporte à l’échantillon sélectionné défini par 
l’événement 1.sA   

La condition (2.6) est forte. Dans un article fondamental 
sur les valeurs manquantes, Rubin (1976) établit les con-
ditions sous lesquelles le processus d’échantillonnage peut 
être ignoré pour l’inférence fondée sur la fonction de 
vraisemblance, sur un modèle bayésien ou sur la théorie 
d’échantillonnage (échantillonnage répété à partir d’un 
modèle), c’est-à-dire des conditions sous lesquelles le mo-
dèle de population défini par (y | x ; )p s sf   peut être ajusté 
aux données observées en fonction de la méthode d’infé-
rence. Little (1982) étend les résultats de Rubin en faisant la 
distinction entre la sélection de l’échantillon et le processus 
de réponse. Une autre distinction importante tient au fait que 
Little conditionne sur les valeurs de population UZ  des 
variables du plan utilisées pour la sélection de l’échantillon. 
L’inférence sur le modèle de population cible (y | x ; )p s sf   
requiert par conséquent l’intégration de la fdp conditionnelle 
de y | , xs U sZ  sur la distribution de | xU sZ  (voir la section 
3). Sugden et Smith (1984) ont établi les conditions sous 
lesquelles un processus d’échantillonnage qui dépend des 
variables du plan Z  est ignorable, étant donné l’information 
partielle sur le plan d’échantillonnage. Posons que sd   

( )s UD z  contient toute l’information disponible sur le plan 
tel que la strate d’appartenance (qui peut n’être connue que 
pour les unités échantillonnées), les probabilités d’échan-
tillonnage etc. En utilisant la notation antérieure, une 
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condition clé pour pouvoir ignorer le processus d’échantil-
lonnage étant donné l’information sur le plan est que 

| ,s U sA Z d  avec   signifiant l’indépendance ce qui 
implique que Pr ( sA  1 | )U UZ z  Pr ( sA  1 | )sd  pour 
toute valeur Uz  pour laquelle ( ) .s U sD z d  

Dans le cas des enquêtes par sondage à plusieurs degrés à 
grande échelle pour lesquelles les variables du plan d’échan-
tillonnage peuvent être nombreuses, il est généralement 
difficile et souvent peu pratique de vérifier directement les 
conditions qui permettent de ne pas tenir compte de la 
sélection de l’échantillon ou de la non-réponse étant donné 
l’information sur le plan d’échantillonnage disponible. Par 
ailleurs, même quand la fdp d’échantillon diffère de la fdp 
de population, l’inférence en ignorant le processus d’échan-
tillonnage n’est pas nécessairement fausse. Pour l’illustrer 
simplement, considérons le cas particulier de l’exemple 1 où 

2 0.   Dans ce cas, la fdp d’échantillon est normale et 
possède les mêmes coefficients de pente et variance 
résiduelle que la fdp de population. Donc, pour l’inférence 
au sujet des coefficients de pente, on peut ignorer le 
processus d’échantillonnage. Un résultat similaire tient pour 
les modèles logistiques quand la sélection de l’échantillon 
dépend de y  mais non de x.  Voir Pfeffermann et coll. 
(1998a) pour le calcul de ce résultat. Pfeffermann et 
Sverchkov (2009) passent en revue plusieurs statistiques de 
test proposées dans la littérature pour déterminer si le fait de 
ne pas tenir compte de la sélection de l’échantillon est 
justifié pour l’inférence voulue. 
 
2.2 L’utilisation de la distribution aléatoire pour 

l’inférence  
Une caractéristique unique des enquêtes par sondage est 

que l’échantillon est sélectionné au hasard conformément à 
un plan d’échantillonnage [{ , Pr ( )}, ].s s s S  Le plan 
d’échantillonnage induit une distribution aléatoire (discrète) 
pour toute statistique ,ysT  qui est la distribution condi-
tionnelle sur toutes les sélections possibles de l’échantillon, 
sachant les valeurs de population finie. Donc, la statistique 

ysT  prend la valeur yst  avec la probabilité Pr ( ),s .s S  
L’inférence fondée sur l’échantillonnage classique repose 
uniquement sur cette distribution. Par exemple, l’estimateur 
de Horvitz-Thompson (HT) bien connu HT,ysT  qui prend la 
valeur HT ( / )i sys i it y   si l’échantillon s  est tiré, est sans 
biais sous randomisation pour le total de population finie 

1TOT ,N
jy jy  puisque HTPr ( ) .s S ys ys t T   Sa variance 

est HTVar( )ysT  HT 2Pr ( ) ( ) .s S ys ys t T   Notons qu’en cas 
de non-réponse, l’utilisation de la distribution aléatoire 
requiert la connaissance des probabilités de réponse, qui ne 
peuvent être qu’estimées en pratique. L’estimateur HT 
prend dans ce cas la forme HT ˆ/ [ Pr (i Rys i i iT y R     
1| 1)],iI   où R  définit le sous-échantillon de répondants. 
Voir Fuller (2002) pour une discussion plus approfondie. 

La distribution aléatoire est conditionnée par les valeurs 
de population réalisées. Par conséquent, elle peut être utili-
sée pour l’inférence descriptive sur des fonctions connues 
des valeurs de population finie, mais non pour l’inférence 
analytique sur un modèle hypothétique produisant ces 
valeurs. Pour cela, on pourrait considérer la distribution 
conjointe sur tous les résultats d’échantillon possibles pour 
les valeurs de population données (la distribution r  sous 
randomisation) et toutes les réalisations possibles des 
mesures de population finie (la distribution p  sous un 
modèle). Voir Binder et Roberts (2009) et les références 
incluses. La distribution conjointe r p  offre un autre cadre 
d’inférence pour l’utilisation des fdp ( | x)sf y  ou ( | x)of y  
définies plus haut.  
Exemple 3 : Supposons que le modèle de population est 

~iy Mult[{ }, ],kp K  tel que Pr ( ) , 1, ..., ;p i ky k p k K    

1 1.K
k kp   Soit Pr ( | ) .i ki s y k     Alors, en vertu 

de (2.1), 1Pr ( ) Pr ( | ) / K
js i i k k j jy k y k i s p p         

*,kp  ou *| ~ Mult({ }, ).i ky i s p K  En supposant que les 
résultats observés et les probabilités de sélection connues 
sont indépendants, l’estimateur du maximum de vraisem-
blance (mle, pour maximum likelihood estimator) de kp  
fondé sur la distribution dans l’échantillon est kp   

1( / ) / ( / ),K
jk k j jn n   où kn  est le nombre d’unités 

échantillonnées présentant le résultat .iy k  L’utilisation 
de la distribution r p  suggère que l’on estime kp  par 
l’estimateur HT ˆ kp  |(1 / ) (1 / ) ( / ) / .

ii y k k k kN n N     
L’estimateur ˆ kp  est sans biais sous la randomisation r pour 

k̂P  / ,kN N  où kN  est le nombre d’unités de la popu-
lation dont le résultat est ,jy k  et k̂P  est sans biais sous le 
modèle p pour ,kp  de sorte que ˆ kp  est sans biais sous 
r p  pour .kp   

La différence évidente entre la distribution r p  et la 
distribution d’échantillon, ( | x),sf y  est que la seconde est 
conditionnée sur l’échantillon observé d’unités (et donc les 
valeurs observées des covariables ou des grappes sélection-
nées dans un échantillon en grappes), tandis que la distribu-
tion r p  tient compte de toutes les sélections d’échan-
tillons possibles. Par conséquent, l’utilisation de cette 
dernière distribution ne se prête généralement pas à l’infé-
rence conditionnelle. L’utilisation des fdp ( | x)sf y  ou 

( | x)of y  requiert la modélisation de Pr ( 1 | x , )i i iI y  
(équation 2.1) et de Pr ( 1 , x , 1)i i i iR y I   en cas de 
non-réponse (équation 2.2), mais elle permet le calcul 
(l’estimation) de la fdp conditionnelle des résultats observés 
sachant les covariables et, donc, l’utilisation des outils 
d’inférence classiques.  
2.3 Données obtenues à partir d’un échantillon en 

grappes  
Une autre caractéristique particulière des données 

d’enquête mentionnée dans l’introduction est la mise en 
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grappes, due à l’utilisation d’échantillons en grappes à 
plusieurs degrés. Les grappes sont des « groupes naturels » 
tels que les ménages, les îlots de résidences, les écoles, voire 
même les individus dans le cas d’enquêtes longitudinales. 
Par conséquent, il existe généralement entre les résultats 
concernant une même grappe une corrélation appelée corré-
lation intra-classe. Il est important de souligner que les 
grappes représentent un groupement de population existant, 
de sorte qu’une corrélation intra-classe existe aussi sous le 
modèle de population.  

Pfeffermann et Smith (1985) passent en revue plusieurs 
classes de modèles de régression plausibles pour les popu-
lations en grappes, et discutent des moyens de les estimer à 
partir de l’échantillon. Un modèle de population utilisé fré-
quemment est le modèle à ordonnée à l’origine aléatoire, 

   

indép. indép.
2 2

x β ; 1, ..., , 1, ..., ;

~ (0, ); ~ (0, ),

ij ij i ij i

i u ij

y u i M j N

u N N 

     

  
 

(2.7)
 

où M  définit le nombre de grappes et ,iN  le nombre 
d’unités dans la grappe .i  Le modèle suppose aussi que 

( ) 0, , .i ijE u i j    Soulignons que, sous ce modèle, 
2 2 2Var( ) , ( )ij u ij il uy E y y      pour j l  et ( )ij klE y y 

 
0  pour ,i k  ce qui implique  

              
2 2 2Corr ( , ) / ( ) pour ;

Corr ( , ) 0 pour .
ij il u u

ij kl

y y j l

y y i k
     

 
 (2.8) 

Scott et Holt (1982) montrent que l’estimation de β  dans 
(2.7) par les moindres carrés ordinaires (OLS, pour ordinary 
least squares) aboutit habituellement à une faible perte 
d’efficacité comparativement à l’utilisation de l’estimateur 
optimal par les moindres carrés généralisés. Toutefois, ne 
pas tenir compte de la corrélation intra-grappe lorsque l’on 
estime la variance de l’estimateur OLS peut sous-estimer 
considérablement cette dernière et donc fausser la puissance 
des statistiques de test et produire des intervalles de con-
fiance trop courts. 

Les résultats présentés dans Scott et Holt (1982) et 
dans Pfeffermann et Smith (1985) reposent sur l’hypo-
thèse que l’échantillonnage est non informatif et que la 
réponse est complète. S’il n’en est pas ainsi, le modèle 
vérifié pour les données d’échantillon diffère du modèle 
de population correspondant, mais les grappes du modèle 
sont préservées comme nous allons le montrer. Consi-
dérons le modèle de population à deux niveaux suivant :  

1

2

Niveau 1: | t ~ ( | t ; θ ), 1,...,

Niveau 2 : | ( , x )~ ( | x , ; θ ), 1,..., ,
i i p i i

ij i ij p ij ij i i

u u i M

Y u f y u j N

 


 (2.9) 

où p  et pf  désignent les fdp de premier et de deuxième 
niveau avec les covariables connues ti  et x ,ij  régies par les 
hyperparamètres 1  et 2,  respectivement. Le modèle (2.7) 
est un cas particulier de (2.9) dans lequel p  et pf  sont des 
fdp normales avec t 0i   (pas de covariables), 2

1 u    et 

2
2 ( , ).     Supposons que l’échantillon est tiré selon le 

processus d’échantillonnage à deux degrés suivant. Au 
premier degré, un échantillon 1s  de m M  unités de 
premier niveau (grappes ; disons les écoles) est sélectionné 
avec les probabilités 1Pr ( )i i s    qui peuvent être 
corrélées aux effets aléatoires iu  après conditionnement sur 
les covariables t .i  Au deuxième degré, un sous-échantillon 

2is  de i in N  unités de deuxième niveau (unités finales 
d’échantillonnage ; disons les élèves) est tiré de chaque 
unité de premier niveau sélectionnée i  avec les probabilités 

| 2 1Pr ( | )j i ij s i s     qui peuvent être corrélées aux 
résultats ijy  après conditionnement sur les covariables x .ij  
Désignons par i  et |j i  les indicateurs d’échantillonnage de 
premier et de deuxième degrés. En vertu de (2.1), le modèle 
d’échantillonnage à deux niveaux vérifié pour les données 
observées, correspondant au modèle de population (2.9), est 

1

2

1 1

1 1

1 1

2 2

| 2 2

| 2 2

Niveau 1 :
( | t ; , )

Pr ( 1 | , t ; ) ( | t ; )

Pr ( 1 | t ; , )
Niveau 2 :

( | x , ; , )

Pr ( 1 | , x ; ) ( | x , ; θ )
,

Pr ( 1 | , x ; , )

i

s i i

i i i p i i

i i

s ij ij i

j i ij ij p ij ij i

j i i ij

f u

u u

f y u

y f y u

u

 
    


   

 
  


   

 (2.10) 

où nous supposons que | 2Pr ( 1 | , , x ; )j i ij i ijy u   
 

|Pr ( j i  21 | , x ; ).ij ijy    
Remarque 3. En vertu du résultat d’indépendance de la 
remarque 2, si les |ij iy u  sont indépendants sous le modèle 
de population, ils sont asymptotiquement indépendants sous 
le modèle d’échantillon. De même, si les effets aléatoires iu  
sont indépendants sous le modèle de population, ils sont 
asymptotiquement indépendants sous le modèle d’échan-
tillon. Donc, le modèle d’échantillon (2.10) est un vrai 
modèle à deux niveaux, quoiqu’avec des distributions dif-
férentes et peut-être un plus grand nombre de paramètres. 
Évidemment, les modèles (2.9) et (2.10) sont différents, à 
moins que |Pr ( 1 | ,j i ijy  |x ) Pr (ij j i   1 | , x )i iju  et 
Pr ( 1 | ,i iu  t )i  Pr ( i  1 | t ).i  

Jusqu’à présent, j’ai implicitement émis l’hypothèse que 
la réponse était complète. Supposons, par exemple, que dans 
la grappe échantillonnée (unité de premier niveau) i  seul un 
sous-échantillon 2 2i ir s  répond, et désignons par |j iR  
l’indicateur de réponse. Le modèle de deuxième niveau pour 
les résultats observés devient maintenant 

2

*
2 2 2 2

| |

*
| | 2 2 2

*
| | 2 2 2

Niveau 1 :

( | x , ; , , )

( | x , , 1, 1)

Pr ( 1 ,x , 1; ) ( |x , ; , )
.

Pr ( 1 x , , 1; , , )
i

o i ij ij i

ij ij i j i j i

j i ij ij j i s ij ij i

j i ij i j i

f y u

f y u I R

R y I f y u

R u I

  

  

    


      (2.11)
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La fdp (2.11) couplée à la fdp de niveau 1 donnée par (2.10) 
définit le modèle vérifié pour les données observées dans le 
cas d’un échantillonnage en grappes informatif et d’une 
non-réponse de type NMAR.  

3. Comment estimer les modèles de  
       population d’après des données  

      d’enquêtes complexes ?  
Dans la présente section, nous passons en revue les 

principales approches proposées dans la littérature pour 
traiter les caractéristiques particulières des données d’en-
quêtes complexes exposées à la section 2 et proposons 
certaines modifications. Afin de simplifier la discussion, 
nous tenons compte des conditions qui suivent, utilisées 
pour l’étude en simulation décrite à la section 4.  
3.1 Modèle de population et plan d’échantillonnage  

Considérons une population stratifiée 1 ... HU U U    
de taille .N  Spécifiquement, définissons pour chaque unité 
j U  un indicateur de stratification vectoriel aléatoire 

1z ( , ..., )j j Hjz z   tel que 1Pr( 1) , 1H
hhj h hz p p    et 

hj U  si 1.hjz   La stratification est effectuée indé-
pendamment d’une unité à l’autre. Les valeurs d’une 
variable de résultat Y  sont produites comme étant jy   

2
0 1 0 1β β ; (0, ),j j j j j jx x N           où les jx  

sont des covariables scalaires fixes, les 0 1 0 1(β , β , , )   sont 
des coefficients fixes et 

1

1
1.

H hj
j h

h

z

H p
    

Notons que j  est une variable aléatoire de moyenne nulle 
et de variance 

2 1

1 1
1,

H

h
h

V
pH 

 
  
 

  

ce qui implique que, pour les covariables données , ,j kx x  

0 1

2 2
0 1

( | )

β β , Var ( | )

( ) , Cov ( , | , )

0, .

p j j

j p j j

j p j k j k

E y x

x y x

x V y y x x

j k



 

   

   (3.1)

 

Cependant, pour l’unité ,hj U   

0 0

2
1 1

| , z 1 ~ [( )

( + ) , ] ; [(1 / ) 1].

j j hj h

h j h h

y x N

x Hp

    

       
 
(3.2)

 

Donc, dans chaque strate, le modèle de régression est le 
modèle linéaire classique avec variance constante, mais 
l’ordonnée à l’origine et la pente changent d’une strate à 
l’autre. 

Le modèle défini par (3.1) et (3.2) est un modèle de 
régression à coefficients aléatoires raisonnable qui, selon 
nous, reproduit un grand nombre de populations rencontrées 
en pratique. 

Nous avons utilisé l’échantillonnage systématique avec 
probabilité proportionnelle à la taille (PPT) pour tirer les 
échantillons dans les strates en définissant la variable de 
strate comme étant * 1,5max{min[(| |) ,j jz = q 9], 1}; jq ~

 
(1 , 1).jN + x  Le choix de cette variable de strate n’a rien de 

nouveau, excepté qu’il permet de faire clairement la dis-
tinction entre la variance des divers estimateurs. Cette taille 

*
jz  ne dépend pas du résultat ,jy  et donc le processus 

d’échantillonnage dans chaque strate est non informatif. 
Toutefois, en cas de répartition non proportionnelle de 
l’échantillon entre les strates, le plan d’échantillonnage est 
informatif en raison des différents modèles appliqués dans 
les diverses strates, si bien que les résultats observés 
contiennent de l’information sur l’appartenance à la strate et 
Pr ( ,jj s | y ) Pr ( ).j jx j s | x   Nous nous concentrons 
sur l’estimation des coefficients de régression 0 1(β , β )  dans 
(3.1) comme cible de l’inférence et supposons que l’infor-
mation sur l’échantillon disponible comprend les résultats 
observés et les covariables, les vecteurs d’appartenance aux 
strates hjz  et les tailles de strates { }.hN   
3.2 Ajout des variables du plan d’échantillonnage 

aux covariables  
Comme l’implique (2.3), le modèle de la population 

(fdp), (y | x )p s sf  et le modèle de l’échantillon (y | x )s s sf  
sont identiques si Pr ( 1 | y , x ) Pr ( 1 | x ) y .s s s s s sA A     
En vertu de (2.2), le processus de réponse est ignorable si 
Pr ( 1 ,i iR y  x , 1)i iI   Pr( 1 x , 1) .i i i iR I y    Donc, 
un moyen possible de tenir compte des effets de l’échantil-
lonnage et de la réponse est d’ajouter aux covariables des 
modèles toutes les variables et interactions déterminant les 
probabilités d’échantillonnage et de réponse, puis à les 
intégrer afin d’estimer le modèle d’intérêt. Désignons ces 
variables par J Z L   avec les valeurs de population 

,UJ  où L  définit les variables expliquant les probabilités de 
réponse. En supposant que (y |x , ) (y |x ,p s U U p s sf j f  

),Uj  l’utilisation de cette approche requiert d’ajuster 
d’abord le modèle 

   (y | x , ) (y , y | x , ) y ,p s s U U p s s U U sf J j f j d      (3.3) 

et puis d’intégrer, 

       (y | x ) (y | x , ) ( | x ) .p s s p s s U p U s Uf f j f j d j   (3.4) 

Des variantes de cette approche sont décrites dans DeMets 
et Halperin (1977), Holt, Smith et Winter (1980), Nathan et 
Holt (1980), Jewell (1985), Skinner (1994), Chambers et 
Skinner (2003, chapitre 2) et Gelman (2007). 
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L’utilisation de l’approche est intéressante et a l’avantage 
de permettre d’utiliser les procédures classiques d’inférence 
fondées sur un modèle une fois que les variables UJ   

U UZ L  sont incluses dans le modèle, mais elle est 
souvent limitée en pratique pour les raisons suivantes : 

1.  Elle requiert que l’on connaisse les valeurs de 
population de toutes les variables déterminant la 
sélection de l’échantillon et la réponse, et cette 
information est habituellement inconnue de l’ana-
lyste qui ajuste le modèle à cause des contraintes de 
confidentialité ou d’autres raisons. Même si elles 
sont connues, inclure dans le modèle toutes les 
variables géographiques et opérationnelles utilisées 
pour établir le plan d’échantillonnage et les variables 
expliquant la réponse peut être une tâche énorme. 

2.  En pratique, il peut exister de nombreuses covari-
ables et de nombreuses variables du plan d’échan-
tillonnage, et la modélisation de la relation entre les 
premières et les secondes afin d’éliminer par inté-
gration l’effet des premières peut être compliquée et 
ne plus reproduire le modèle cible original. 

 
Feder (2011) propose la solution simple qui suit pour ce 

problème. Supposons d’abord que les variables du plan 
d’échantillonnage et les covariables sont connues pour 
chaque élément de la population. La solution proposée 
consiste à imputer les résultats manquants dans la popu-
lation en utilisant le modèle (y | x , )p s s U Uf J j  ajusté 
aux données d’échantillon, puis d’ajuster le modèle de 
population ( | x )p j jf y  en utilisant toutes les valeurs de 
population, les résultats manquants étant remplacés par leur 
valeur imputée. Quand les variables du plan d’échantillon-
nage et les covariables sont inconnues pour les unités non 
échantillonnées, elles doivent être imputées également. 
L’imputation peut être effectuée par échantillonnage avec 
remise de ( )N n  valeurs (x , )i iz  parmi les valeurs 
d’échantillon avec les probabilités 1( 1) / (n

ki i kp w w  
 

1)  à chaque tirage, où les iw  sont les poids d’échantil-
lonnage. Voir Pfeffermann et Sikov (2011) pour la justi-
fication de cette procédure sous le modèle d’échantillon et 
l’extension du cas à la non-réponse de type NMAR.  

3.  L’approche n’est pas applicable quand l’inclusion 
dans l’échantillon dépend aussi des valeurs résultat, 
c’est-à-dire *{ , }U U UZ Y Z  et Pr ( 1 | , ,s U UA Y X  * )UZ  *Pr ( 1 | , ).s U UA X Z  Un exemple classique 
est celui des études cas-témoins (Scott et Wild 
2009), mais un problème semblable se pose quand la 
non-réponse est de type NMAR.  

Remarque 4. Inclure les variables du plan d’échantillonnage 
et les variables expliquant la réponse dans le modèle ne 
nécessite pas forcément de les éliminer par intégration, 

même si elles ne font pas partie des covariables d’intérêt, 
comme le montre l’exemple qui suit.  
Exemple 4 : Supposons qu’un échantillon de taille n  est 
sélectionné avec les probabilités définies par les valeurs de 
population des variables du plan d’échantillonnage Z et que 
toutes les unités échantillonnées répondent. Supposons que 
la distribution de population de , ,Y X Z  suit une loi normale 
multivariée. Les données dont dispose l’analyste sont les 
valeurs d’échantillon [y , x ]s s  et les valeurs de population 

.UZ  En utilisant les propriétés de la loi normale multivariée, 
(y| )pE x  0 yxx    pour certains coefficients 0(β , β ),yx  

mais l’estimation par les moindres carrés ordinaires de yx  
est biaisée, parce que les probabilités d’échantillonnage 
dépendent de Z,  qui est corrélé à .Y  Le mle de yx  pour le 
cas d’une loi normale trivariée est (DeMets et Halperin 
1977), 

22 2ˆ ˆσ σ
β̂ 1 1 ,yz xz xzz z

yx xy xx
zz zz zz zz

s s s
= s + s +

s s s s

                
         

 (3.5) 

où -1
1 ( ) ( )n

iuv i s i ss n u u v v    et 2 -1
1ˆ N

iz N    
2( ) ,i Uz z  avec ,s su v  et Uz  définissant les moyennes 

d’échantillon et de population correspondantes. Donc, les 
valeurs de population de Z  figurent dans ce cas dans 
l’estimateur optimal du paramètre cible .yx  Holt et coll. 
(1980) étendent ce résultat au cas où , ,Y X Z  sont des 
variables vectorielles. Nathan et Holt (1980) établissent les 
conditions sous lesquelles ˆ

yx  est convergent sans les hypo-
thèses de normalité multivariée. Pfeffermann et Holmes 
(1985) étudient la robustesse de l’estimateur à l’erreur de 
spécification du modèle.  
3.3 Utilisation des poids d’échantillonnage comme 

substituts des variables du plan 
d’échantillonnage  

Dans les situations où les variables du plan d’échantillon-
nage déterminant la sélection de l’échantillon sont trop 
nombreuses pour les introduire toutes dans le modèle, ou 
quand certaines de ces variables ou toutes sont inconnues de 
l’analyste, il est souvent recommandé d’inclure dans le 
modèle les poids d’échantillonnage comme substituts des 
variables du plan. Des exemples de l’utilisation de cette 
approche sont décrits dans DuMouchel et Duncan (1983), 
Särndal et Wright (1984), Rubin (1985), Chambers, 
Dorfman et Wang (1998), et Wu et Fuller (2006).  

Rubin (1985) définit le vecteur 1( , ..., )Na = a a =  
( )Ua Z  de façon qu’il soit un sommaire adéquat de UZ  si 

Pr ( sA  1 | ) Pr ( 1 | ).U sZ A a   Il montre que le vecteur 

1( , ..., )U N     des probabilités d’inclusion dans l’échan-
tillon est le sommaire adéquat possible le plus grossier de 

,UZ  bien qu’il puisse être trop grossier. Il s’ensuit donc 
que, pour des plans d’échantillonnage tels que Pr ( sA   
1 | , ) Pr (U U sY Z A  1 | ),UZ  si U  est un sommaire 
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adéquat, on peut omettre de tenir compte de la sélection de 
l’échantillon pour l’inférence sur les paramètres de 

( x , ).p s s Uf y |   Afin d’estimer le modèle cible ( x)pf y |  
dans ce cas, on peut suivre les mêmes étapes qu’à la section 
(3.2) en substituant U  à .UZ  

L’adoption de cette approche réduit la dimension des 
covariables ajoutées, mais elle requiert que l’on connaisse 
les probabilités d’inclusion dans l’échantillon (ou les poids 
d’échantillonnage) pour toutes les unités de la population, 
information qui pourrait ne pas être disponible dans le cas 
d’une analyse secondaire. Le cas de la non-réponse pose 
tout particulièrement problème, puisque les probabilités de 
réponse sont généralement inconnues et doivent être 
estimées. Un autre problème important que pose cette ap-
proche est que, pour les plans d’échantillonnage généraux, 
le vecteur U  pourrait ne pas être un sommaire adéquat de 

.Z  Sugden et Smith (1984) et Smith (1988) établissent 
l’information sur le plan nécessaire pour que l’on puisse 
ignorer l’échantillonnage. 
 
Remarque 5. Même si le vecteur U  n’est pas toujours un 
sommaire adéquat de ,UZ  pour les plans d’échantillonnage 
tels que Pr( 1| ,x , ) , ( | x , ) ( | x , ),i i i i i s i i i p i i iI y f y f y       
de sorte que les fdp marginales de population et d’échan-
tillon, pour une unité d’échantillon donnée, sont néanmoins 
les mêmes lorsqu’on ajoute i  aux covariables sont néan-
moins les mêmes (voir Skinner 1994).  
 
Remarque 6. Sous les conditions empiriques décrites à la 
section 3.1, il existe une correspondance de un à un entre les 
variables du plan d’échantillonnage *(z , )j jz  et les poids 
d’échantillonnage ( , ).h jw w   
3.4 Méthodes fondées sur la pondération 

probabiliste  
Jusqu’à présent, nous avons considéré des méthodes 

nécessitant que l’on connaisse les variables J  qui dé-
terminent la sélection de l’échantillon et les probabilités de 
réponse, ou du moins un sommaire adéquat de ces variables. 
Les méthodes considérées plus bas requièrent seulement la 
connaissance des poids d’échantillonnage pour les unités 
échantillonnées qui répondent. En ce sens, elles sont 
limitées aux situations de réponse complète, ou aux cas où 
les probabilités de réponse peuvent être estimées avec 
suffisamment de précision, auquel cas le poids d’échantil-
lonnage d’une unité répondante est égal à l’inverse du 
produit de la probabilité de sélection de l’unité et de sa 
probabilité de réponse estimée. La pondération probabiliste 
(PP) est discutée dans de nombreux articles ; voir la dis-
cussion récente dans Pfeffermann et Sverchkov (2009) et les 
références incluses. Comme auparavant, nous nous concen-
trons ici sur l’estimation de modèles de population. 

Pour présenter l’idée, considérons le cas d’un recense-
ment dans lequel la réponse est complète. En supposant que 
les résultats sont indépendants, les paramètres du modèle, 

,  sont habituellement estimés dans ce cas en résolvant les 
équations d’estimation sous recensement de la forme, 

                               
1

( , x ; ) 0.
N

j jj
u y


   (3.6) 

Dans le cas du mle, ( , x ; ) ( / )log (y | x ;j j p j ju y f   
 

),  le ej  score. En pratique, les données ne sont dispo-
nibles que pour un échantillon s U  et les équations (3.6) 
sont remplacées par leur estimateur de Horvitz-Thompson 
sans biais sous randomisation, 

                              ( , x ; ) 0,i i ii s
w u y


   (3.7) 

où les iw  sont les poids d’échantillonnage.  
Remarque 7. Quand les équations d’estimation sous re-
censement (3.6) sont les équations de vraisemblance, les 
estimateurs obtenus en résolvant (3.7) sont appelés dans 
la littérature sur l’échantillonnage « estimateur du pseudo-
maximum de vraisemblance » (pmle). Voir Binder (1983), 
Skinner et coll. (1989), Pfeffermann (1993, 1996), et 
Godambe et Thompson (2009) pour une discussion assortie 
de nombreux exemples. Cette approche est implémentée 
dans de nombreux progiciels, tels que SAS, STATA ou 
SUDAAN. 
 

Exemple 5. Dans le cas du modèle de régression linéaire 
classique, le pmle ou l’estimateur à pondération probabiliste 
(PW, pour probability weighting) du vecteur de coefficients 
β  résout les équations pw

ˆ( x β )x 0 ;i s i i i iw y    

                
1

pw
ˆ x x x .i i i i i ii s i s

w w y


 
       (3.8) 

L’estimateur PW de la variance résiduelle est 2
pw̂   

2
pw

ˆ( x β ) / ( ),i s i si i i iw y w k     où dim(β).k   
Dans le cas de la régression logistique, les équations de 

pseudo-vraisemblance (sans aucune solution explicite) sont, 

[ (x )] x 0 ; (x )

Pr ( 1 | x )

exp(x β) [1 exp(x β)].

i i i i i i ii s

p i i

i i

w y p p

y

/ +


 

 

 

  

 

(3.9)

 

Exemple 6. Soit ( ; ) [ ( ) ( )],j j pu y y F        où 
( )pF   est la fonction de répartition de la population à ,  et 

( ) 1(0)a   quand 0 ( 0).a a   L’estimateur PW de 
( )pF   est , pw

ˆ ( ) ( ) / ,i s ip i i iF w y w        l’estima-
teur bien connu de Hàjek (1971).  

La propriété des estimateurs PW qui mérite d’être men-
tionnée est qu’ils sont généralement convergents sous .r p  
(Voir la section 2.2 pour la définition de la distribution 

).r p  On peut le voir en décomposant pw pw
ˆ ˆ( ) (       

cen cen
ˆ ˆ) ( ),      où cen̂  est la solution (hypothétique) 
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des équations sous recensement (3.6). Sous des conditions 
générales, 0,5

pw cen
ˆ ˆ( ) ( )pO n    et 0,5

cen
ˆ( ) ( ),pO N     

ce qui établit la convergence sous la distribution r p  de 

cen̂  dans ces conditions. La variance r p  de pw̂  peut 
être décomposée comme 

    pw pw pw
ˆ ˆ ˆVar ( ) [Var ( )] Var [ ( )].r p p r p rE E       (3.10) 

Pour l’échantillonnage à un seul degré, si n  est beaucoup 
plus petit que ,N  comme cela est habituellement le cas, le 
deuxième terme du deuxième membre de (3.10) est négli-
geable comparativement au premier terme, et pw

ˆVar ( )r p   
peut être estimé par l’estimateur de variance sous randomi-
sation pw

ˆˆVar ( ).r   Ce résultat n’est pas nécessairement 
vérifié pour l’échantillonnage par grappes, puisque, dans ce 
cas, pw

ˆVar ( )r   est habituellement d’ordre (1 / ),O m  où m  
est le nombre de grappes échantillonnées, et sous un modèle 
approprié, pw

ˆVar [ ( )]p rE   est d’ordre (1 / ),O M  où M  est 
le nombre de grappes dans la population. Pour que 

pw
ˆˆVar ( )r   soit un estimateur adéquat de pw

ˆVar ( )r p   dans 
ce cas, m  doit être beaucoup plus petit que .M   
Remarque 8. La convergence des estimateurs PW sous un 
modèle de population correctement spécifié peut aussi être 
établie sous la distribution dans l’échantillon (équation 2.1). 
Considérons l’estimateur pw̂  donné par (3.8). Écrivons 

1
pw

ˆ β [ x x ]i s i i iw 
    x ,i s i i iw   où les i  sont les 

résidus du modèle de la population. Le principal résultat 
menant à la convergence de pw̂  sous la distribution de 
l’échantillon est que si Pr ( 1 | , x ,i i iI y )i i    alors 

( )s i iE w   ( ) ( ) 0,s i p iE w E    (déroulant de (3.14) plus 
loin). En fait, en considérant les covariables comme étant 
aléatoires avec ( , x )i iy  possédant une distribution conjointe, 

2 2

β β
β arg min ( x β) arg min [ ( x β) ],p i i s i i iE y E w y    

 
   

ce qui implique que pw̂  est l’estimateur optimal (au sens 
des moindres carrés pondérés) de β  sous la distribution 
d’échantillon de ( , x ).i iy  Voir aussi (3.24) plus loin. 
Godambe et Thompson (1986, 2009) établissent et discutent 
d’autres propriétés d’optimalité des estimateurs qui ré-
solvent les équations d’estimation de la forme ( ,i s i iw u y  
x ; ) 0.i    L’exemple qui suit montre comment la pondé-
ration probabiliste (PW) peut être utilisée pour modéliser les 
populations en grappes.  
Exemple 7. Considérons le modèle (à ordonnée à l’origine 
aléatoire) à deux niveaux de la population, 

2

Niveau 1 :

~ (t , ), 1,...,i i uu N i M  
 

 (3.11) 

2

Niveau 2 :
x β , ~ (0, ), 1...ij ij i ij ij iy u N j N        

où ij  et iu  sont indépendants pour tous i  et .j  Les 
paramètres inconnus sont les vecteurs des coefficients 

(β , γ )=     et les variances ετ (σ , σ ) .2 2
u=   Supposons que 

la réponse est complète. Sous échantillonnage ignorable des 
unités de premier et de deuxième niveau, le mle de ( , τ)  
est calculé de manière commode par itération entre l’esti-
mation de   pour   « connue » et l’estimation de   pour 
  « connu », les valeurs « connues » étant définies par les 
estimateurs issus de l’itération précédente. Les deux ensem-
bles d’estimateurs sur la er  itération sont les solutions des 
équations linéaires de la forme ( ) ( ) ( ),r r rP q R    ( ),rs  
avec définition appropriée des matrices ( ) ( )( , )r rP R  et des 
vecteurs ( ) ( )( , ),r rq s 1, 2, ...,r   (Goldstein 1986). Si on 
les applique à toutes les valeurs de population, ces équations 
définissent les équations d’estimation sous recensement. 

Supposons, comme auparavant, qu’un échantillon 1s  
d’unités de premier niveau est sélectionné avec les proba-
bilités 1Pr ( ),i i s    et que des sous-échantillons 2is  de 
taille i in N  sont sélectionnés dans chaque unité de 
premier niveau sélectionnée i  avec les probabilités |j i 

 
2 1Pr ( | ).ij s i s   Le pmle pour ce modèle peut être obtenu 

en exprimant d’abord les éléments des matrices ( ) ( )( , )r rP R  
et des vecteurs ( ) ( )( , )r rq s  sous forme de sommes sur les 
unités de premier et de deuxième niveaux, puis en estimant 
chaque somme de population de la forme 1

M
i id  au moyen 

de l’estimateur HT 
1
( / ),i s i id   et chaque somme de 

population de la forme 1
iN

j ijd  au moyen de l’estimateur 
HT 

2 |( / ).
ij s ij j id   Voir Pfeffermann, Skinner, Holmes, 

Goldstein et Rasbash (1998b). Pfeffermann et Sverchkov 
(2009) passent en revue d’autres méthodes de pondération 
probabiliste dans les modèles à deux niveaux. 

La pondération probabiliste est très répandue pour l’esti-
mation des quantités de populations finie, appelée inférence 
descriptive dans la littérature, ainsi que pour l’« inférence 
analytique » sur les modèles de population. Le principal 
attrait de cette méthode est sa simplicité. Elle est générale-
ment considérée comme « exempte de modèle », sauf 
lorsque l’on doit estimer les probabilités de réponse, qui 
sont souvent fondées sur des modèles, et par conséquent 
plus robuste que les autres méthodes, mais lorsqu’on 
l’utilise pour l’inférence analytique, ce point de vue est 
contestable. 

Les estimateurs à pondération probabiliste (PW) sont con-
vergents sous randomisation pour les quantités de popula-
tions descriptives correspondantes (QPDC), définies comme 
étant les solutions (hypothétiques) des équations d’estimation 
sous recensement. Cependant, si le modèle de population est 
mal spécifié, les QPDC cibles ne sont pas convergentes sous 
(le modèle) p pour les paramètres réels du modèle et les 
estimateurs PW ne sont pas convergents sous r p  non 
plus. Donc, la pondération probabiliste n’offre aucune pro-
tection contre l’erreur de spécification du modèle, quoique 
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les QPDC estimées puissent être utiles pour diverses sortes 
d’inférences. Voir Pfeffermann (1993) et Binder et Roberts 
(2009) pour une discussion et des exemples. 

L’estimation de la variance sous randomisation des 
estimateurs à pondération probabiliste est généralement 
simple en utilisant les techniques disponibles en échantil-
lonnage de population finie. Binder (1983) a élaboré une 
approche générale pour estimer la variance sous randomi-
sation des estimateurs obtenus comme solution des équa-
tions d’estimation pondérées par les probabilités ; voir aussi 
Binder et Roberts (2009), et Godambe et Thompson (2009). 
Fuller (1975), Binder (1983), Chambless et Boyle (1985) et 
Francisco et Fuller (1991) ont élaboré des théorèmes de la 
limite centrale applicables aux estimateurs pondérés par les 
probabilités.  

Malgré ces propriétés désirables de la pondération proba-
biliste, la méthode présente certaines limites sérieuses : 

 
1. Elle est limitée principalement à l’estimation 

ponctuelle. L’inférence probabiliste, telle que les 
intervalles de confiance ou les tests d’hypothèse, 
requiert généralement des hypothèses de norma-
lité en grand échantillon. En particulier, la distri-
bution aléatoire ne se prête pas à l’utilisation des 
méthodes d’inférence classiques, telles que l’infé-
rence fondée sur la fonction de vraisemblance ou 
l’inférence bayésienne. 

2. Les variances des estimateurs à pondération pro-
babiliste sont calculées par rapport à la distri-
bution aléatoire et l’emploi de cette approche ne 
permet pas le conditionnement sur l’échantillon 
sélectionné, par exemple, le conditionnement sur 
les covariables observées ou sur les grappes sélec-
tionnées dans un modèle multiniveaux. 

3. Comme il est souvent illustré dans la littérature, 
les estimateurs à pondération probabiliste ont 
généralement une plus grande variance que les 
estimateurs fondés sur un modèle, surtout dans le 
cas de petits échantillons et d’une forte variation 
des poids d’échantillonnage. 

4. La distribution aléatoire ne permet pas de ré-
soudre les problèmes de prédiction, tels que la 
valeur au résultat pour les unités non échantil-
lonnées dont les covariables sont connues sous  
un modèle de régression, ou la prédiction des 
moyennes de petits domaines pour les domaines 
sans échantillon dans un problème d’estimation 
sur petits domaines.  

3.5 Modifications des poids d’échantillonnage  
Lorsqu’on estime des quantités de population finie, les 

poids d’échantillonnage sont souvent modifiés en imposant 
des équations de calage, qui font concorder les estimateurs 

PW des covariables pour lesquels les totaux de population 
sont connus avec les totaux réels. Le recours au calage est 
particulièrement utile dans le cas de la non-réponse ; voir 
Kott (2009) pour une discussion récente assortie de 
références. L’utilisation de la vraisemblance empirique dans 
l’inférence analytique sur des modèles de population, qui 
tente aussi d’intégrer les équations de calage, quoique d’une 
façon différente, est discutée plus loin. Ci-après, nous 
passons en revue deux modifications des poids d’échantil-
lonnage destinées à réduire les variances des estimateurs 
pondérés des paramètres du modèle sous la distribution 
d’échantillon (2.1). Nous examinons aussi une combinaison 
des deux modifications. 

Magee (1998) examine un modèle de régression linéaire, 
mais les résultats peuvent être étendus à d’autres modèles 
de population. L’auteur montre que, sous certaines hypo-
thèses concernant les moments, tout estimateur mgβ̂ ( )a 

 1[ ( )x x ] ( )xi s i si i i i i i i iw a w a y
     ayant des poids posi-

tifs ( ) (x , )i ia a    est convergent pour β  sous la dis-
tribution d’échantillon. Les poids (x , )ia   appartiennent à 
une famille paramétrisée de fonctions dont le paramètre 
vectoriel   est choisi pour minimiser un critère de variance 
scalaire tel que le déterminant ou la trace de l’estimateur de 
variance asymptotique, 

       

mg

1 2 2 2

1

ˆˆvar[β ( )]

ˆ( )x x ( ) x x

( )x x ,

i i i i i i i i ii s i s

i i i ii s

A a

w a w a

w a



 





       

   

 



 

(3.12)

 

où pw
ˆˆ ( x β ).i i iy     Le choix de la fonction i(x , )a   est 

laissé à l’analyste, mais la notion évidente est de choisir une 
fonction que l’on pense être approximativement inverse-
ment proportionnelle à la variance résiduelle sous le modèle 
d’échantillon. L’auteur montre que l’estimateur « quasi de 
Aitken » résultant possède asymptotiquement une variance 
plus faible sous la distribution d’échantillon que l’estimateur 
à pondération probabiliste pwβ̂ .  Rappelons que, en vertu de 
la remarque 8, pwβ̂  est convergent pour β  sous la distri-
bution d’échantillon, ce qui justifie de comparer les va-
riances asymptotiques de deux estimateurs sous cette distri-
bution. 

Pfeffermann et Sverchkov (1999) proposent une autre 
modification. Considérons le modèle de population, 

2 2(x ; ) ε , (ε x ) 0, (ε x ) ,j j j p j j p j jy = m + E | = E | =   (3.13) 

où (x ; )jm   possède une forme connue. Soit iq =  
/ ( x ).i s i iw E w |  Les auteurs montrent que, si Pr ( iI   

1 | , , x ) ,i i i iy    

             ( | x ) ( x ) / ( | x ).p i i s i i i s i iE y E w y E w  (3.14) 
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Donc, pour les vecteurs   dans l’espace des paramètres 
plausibles ,  

2

θ

2

θ

1
θ argmin {[ (x ; )] | x }

1
argmin { [ (x ; )] | x }.

p i i ii s

s i i i ii s

= E y m
n

= E q y m
n





 

 












 

Le vecteur   peut donc être estimé en résolvant le problème 
de minimisation, 

                

2
1

1ˆ ˆθ arg min [ (x ; )] ;

ˆˆ / ( x ).

n
q i i ii

i i s i i

q y m
n

q w E w |




  







 

(3.15)

 

L’emploi de cet estimateur requiert l’estimation de 
( | x )s i iE w  mais sous des conditions de régularité faibles, 

θ̂q  est convergent pour θ  même si l’espérance ( |x )s i iE w  
est spécifiée incorrectement. Voir Pfeffermann et Sverchkov 
(2009) et la section 4.1 du présent article pour des exemples 
de spécification et d’estimation de ( | x ).s i iE w   
Exemple 8. Sous le modèle de régression linéaire de la 
population avec variance constante, 

                         
1ˆ ˆ ˆβ x x x .q i i i i i i

i s i s

= q q y


 

 
  
   (3.16) 

Comme on peut le vérifier facilement, β̂q  est convergent 
sous randomisation pour les coefficients de régression sous 
recensement 1

1 1[ x x / ( |x )] x y /N N
j jj j s j j j jB E w 
  

 
( | x ),s j jE w  et donc convergent sous p r  pour ,  même 

quand ( | x )s i iE w  est mal spécifiée. 
La différence évidente entre l’estimateur PW pw̂  et 

l’estimateur ˆ
q  est que le second utilise les poids corrigés 

ˆ/ ( x ).i i s i iq w E w |  Lorsque la sélection de l’échantillon 
dépend seulement des covariables, le processus d’échan-
tillonnage est ignorable. Donc, pour se protéger contre 
l’échantillonnage informatif, il suffit uniquement de tenir 
compte des effets nets d’échantillonnage sur la fdp condi-
tionnelle cible de | x .i iy  Cela se fait en utilisant les poids 

.iq  En revanche, les poids d’échantillonnage iw  rendent 
compte des effets de l’échantillonnage sur la distribution 
conjointe de ( , x ).i iy  Par conséquent, ils ont tendance à être 
plus variables et l’estimateur pw̂  possède une plus grande 
variance. 

Une combinaison des deux dernières modifications est 
également possible et est examinée à la section 4. L’idée 
simple proposée par Moshe Feder (communication privée) 
est d’appliquer la modification de Magee (1998) à l’estima-
teur β̂q  au lieu de l’estimateur pwβ̂ ,  c’est-à-dire d’utiliser 
l’estimateur 

        

mg

1

, ,

β̂ ( )

ˆ ˆ( )x x ( )x ,

q

i i q i i i i q i ii s i s

a

q a q a y





 



       (3.17)

 

où le paramètre vectoriel   est maintenant choisi pour 
minimiser un critère de variance scalaire de l’estimateur de 
variance asymptotique, mg

ˆˆvar[β ( )],qA a  calculé de la 
même façon que (3.12).  
3.6 Méthodes fondées sur la fonction de 

vraisemblance 
 
3.6.1 Utilisation du modèle d’échantillon pour 

l’estimation du maximum de vraisemblance  
Un moyen naturel d’estimer les paramètres du modèle de 

population consiste à maximiser la fonction de vraisem-
blance de l’échantillon. Supposons d’abord que la réponse 
est complète et que les observations sur l’échantillon sont 
indépendantes sous la distribution dans l’échantillon. La 
fonction de vraisemblance prend alors la forme 

( , ; , x )

Pr ( 1 | x , ; ) ( | x ; )
.

Pr ( 1 | x ; , )

s s s

i i i p i i

i s
i i

L y

I y f y

I

 

  


  
 

(3.18)
 

Comme auparavant, nous supposons que Pr ( 1 | ,i iI    
, x ) ,i i iy    ce qui implique que Pr ( 1 | x , )i i iI y   
( | x , ).p i i iE y  En vertu de (3.14), la fonction de vrai-

semblance dans l’échantillon peut donc s’écrire 

( x ; , ) ( | x ; )
( , ; , x ) .

( | , x ; )
s i i p i i

s s s i s
s i i i

E w f y
L y

E w y

  
  

  (3.19) 

Les espérances dans le deuxième membre de (3.19) sont 
calculées par rapport à la fdp des poids d’échantillonnage 
dans l’échantillon. Donc, quand on connaît les poids pour 
les unités échantillonnées, comme cela est généralement le 
cas sous réponse complète, les espérances peuvent être 
modélisées et estimées par la régression de iw  en fonction 
de ( , x ),i iy  en utilisant les procédures classiques d’ajuste-
ment du modèle. Supposons pour commencer que les poids 
sont continus, comme dans l’échantillonnage avec proba-
bilité proportionnelle à la taille (PPT) avec une variable de 
taille continue. Pour une forme donnée du modèle de popu-
lation, les espérances ( | , x ; )s i i iE w y   et ( | x ;s i iE w , )   
peuvent être obtenues en deux étapes : 

1. identifier et estimer ˆ ( | , x ; ) ( | ,s i i i s i iE w y E w y   
ˆx ; ),i   en utilisant les données d’échantillon. 

2. intégrer ˆ[1/ ( | , x ; )] ( | x ; )s i i p iE w y f y dy    pour 
obtenir ˆ( | x ; ; ).p i iE     Calculer, ˆ ( | x ; ,s i iE w   
ˆ ˆ) 1/ ( | x ; , )p i iE      (découle de 3.14). 
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Estimer le paramètre vectoriel   en dehors de la fonction de 
vraisemblance, puis introduire l’estimation dans (3.19) et 
maximiser la vraisemblance comme une fonction du 
paramètre vectoriel   seulement produit habituellement des 
résultats plus stables que maximiser la vraisemblance sur 
( , )   simultanément. 

L’estimation des espérances ( | , x ; )s i i iE w y   et 
( |x ;s i iE w , )   dans le cas de probabilités d’inclusion 

discrètes est similaire.  
Exemple 9. Considérons le cas d’une régression logistique 
multinomiale avec une covariable discrète x  et M valeurs 
possibles du résultat .y  Si l’on suppose que ( |s i iE w y 

 
, )im x k  n’est pas une fonction des paramètres du 

modèle, elle peut être estimée par ,mkw  la moyenne des 
poids dans la cellule ( , ),m k  d’où ˆˆ Pr ( |mk p ii s y   

 
, )im x k  (1 / ).mkw  Nous obtenons : 

     
*

*

*

1

Pr ( | ; )

[Pr ( | ; ) / ]
.

[Pr ( | ; ) / ]

s i i

p i i mk

M

p i i m k
m

y m x k

y m x k w

y m x k w


  

  

  
  (3.20) 

Les poids d’échantillonnage figurent dans le modèle de 
l’échantillon, mais il ne s’agit pas d’une application de la 
pondération probabiliste classique. Notons qu’avec cette 
approximation, les paramètres du modèle de population et 
ceux du modèle d’échantillon sont les mêmes. Dans notre 
étude empirique, nous utilisons une approximation similaire 
pour la distribution dans l’échantillon en catégorisant les 
valeurs d’une variable résultat continue. Voir Pfeffermann 
et Sverchkov (1999) pour d’autres exemples. 

Ensuite, considérons l’estimation du paramètre vectoriel 
  régissant le modèle de population. Sous des conditions 
faibles,   est la solution unique des équations 

  
, 0 , 1 ,

( | x ) 0 ;

( , , ..., ) log ( | x ; ) / .

U p j jj U

j j j j k p j j

W E

f y


   

        


 
(3.21)

 

Pfeffermann et Sverchkov (2003) considèrent trois ap-
proches distinctes pour estimer .  La caractéristique 
commune de ces approches est que les seules données 
utilisées pour l’estimation sont les observations {( , x ,i iy  

), },iw i s  comme dans le cas des estimateurs PW et de 
leurs modifications considérées à la section 3.5. À la 
section 3.6.2, nous examinons l’utilisation de la fonction de 
« vraisemblance complète », qui suppose que l’on connaît 
les covariables {x , }j j U  et, éventuellement, des rensei-
gnements supplémentaires sur le plan d’échantillonnage 
également. 

La première approche consiste à redéfinir les équations 
des paramètres par rapport au modèle de l’échantillon. Si 
l’on suppose dans (3.19) que ( | x ;s i iE w , )   est différen-
ciable par rapport à ,  les équations des paramètres du 

modèle d’échantillon sont 1 ( ) i ss sW E  {[ log ( |s if y  
x ; , ) / ] | x } {[ log ( |x ; , ) /i si i s i s i iE E w          

] | x } 0.i   Le vecteur   est estimé sous cette approche 
en résolvant les équations 

  
1 , ( ) [ log ( | x ; , ) / ] 0.s e i s i i

i s

W E w


          (3.22) 

La deuxième approche consiste à appliquer la relation (3.14) 
aux équations des paramètres (3.21). Pour un échantillon 
aléatoire tiré du modèle d’échantillon, les équations sont 
maintenant 2 ( ) ( | x ) 0,i ss s i i iW E q     où /i iq w  

( | x ).s i iE w  Le vecteur   est estimé sous cette approche en 
résolvant les équations 

                             2 , ( ) 0.s e i i
i s

W q


     (3.23) 

La troisième approche consiste à utiliser la propriété      
selon laquelle, si   est la solution de (3.21), il est alors   
aussi la solution des équations ( )UW  ( )j U p jE    

x[ ( | x )] 0,j U p j jE E  
 
 où x ( )E   est l’espérance de x  

(qui est considéré comme étant aléatoire) par rapport à la 
distribution dans la population. Donc, en vertu de (3.14), 
pour un échantillon aléatoire provenant du modèle de 
l’échantillon, les équations des paramètres sont 3 ( )sW    

( ) 0,i s s i iE w    avec les équations d’estimation 

                              3 , ( ) 0.s e i i
i s

W w


     (3.24) 

Notons que les équations (3.24) sont les équations de la 
pseudo-vraisemblance (remarque 7).  
Remarque 9. L’utilisation des poids / ( | x )i i s i iq w E w  
pour estimer les paramètres du modèle de la population a été 
justifiée à la section 3.5 en faisant référence à l’estimation 
par les moindres carrés. Voir la discussion présentée dans 
cette section concernant la différence entre l’utilisation des 
poids iq  et des poids .iw  Pfeffermann et Sverchkov (1999, 
2003) montrent que l’estimation de   en résolvant les 
équations (3.23) donne des estimateurs dont la variance sous 
randomisation est plus faible que l’estimation de   en 
résolvant les équations (3.24). Notons que, sous l’hypothèse 
d’un modèle de régression linéaire appliqué à la population, 
la solution de (3.24) donne l’estimateur PW (3.8), et la 
solution de (3.23) donne l’estimateur q-pondéré (3.16).   
Remarque 10. L’utilisation du modèle d’échantillon pour 
l’estimation des modèles de la population multiniveaux est 
examinée dans Pfeffermann, Moura et Nascimento-Silva 
(2006) en utilisant l’approche bayésienne. Pfeffermann et 
Sverchkov (2007) ajustent des modèles multiniveaux pour 
l’estimation sur petits domaines sous échantillonnage 
informatif des domaines et à l’intérieur des domaines en 
suivant l’approche fréquentiste. 
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Jusqu’à présent, nous avons supposé que la réponse était 
complète. Considérons maintenant le cas d’une non-réponse 
de type NMAR. Dans ces conditions, le processus de ré-
ponse doit être modélisé également. En vertu de (2.2) et 
avec une notation supplémentaire des paramètres, la 
fonction de vraisemblance des « répondants » prend la 
forme 

    

* *

1

* *

* *
1

( | x , 1, 1; , )

Pr ( 1 , x , 1; ) ( ; )
,

Pr ( 1 x , 1; , )

r

o i i i i
i

r
i i i i s i i

i i i i

L f y I R

R y I f y x

R I





    

   


   




 

(3.25)

 

où * ( , )     représente les paramètres de la distribution 
dans l’échantillon sous réponse complète (équation 3.19), et 

*  représente les paramètres du processus de réponse. 
Notons que, contrairement aux probabilités d’échantil-
lonnage Pr ( ),i i s    qui sont généralement connues et 
peuvent être utilisées pour estimer les probabilités Pr ( iI   
1 | , x ; )i iy   comme nous l’avons expliqué plus haut, les 
probabilités de réponse sont généralement inconnues. 

Chang et Kott (2008) proposent une méthode d’esti-
mation des probabilités de réponse dans laquelle ils utilisent 
les totaux connus des variables de calage. Les auteurs 
émettent l’hypothèse d’un modèle paramétrique pour les 
probabilités de réponse qui peut dépendre de la valeur 
observée du résultat, et estiment les paramètres inconnus de 
ce modèle en effectuant la régression des totaux des 
variables de calage en fonction des estimateurs HT. Les 
poids utilisés pour les estimateurs HT sont égaux au produit 
des poids d’échantillonnage et de l’inverse des probabilités 
de réponse sous le modèle. Soit ic  définit les valeurs des 
variables de calage pour l’unité i  et dénote *( , x ; )i ip y  

 *Pr ( 1 , x , 1 ; ).i i i iR y I    Chang et Kott (2008) estiment 
les paramètres inconnus en établissant les équations de 
régression non linéaires 

*
*

1

,
( , x ; )

r
U i

i
i i i

c
C w

p y

  
  

où 1
U N

j jC c  et *  est un vecteur des erreurs. Les para-
mètres *  sont estimés au moyen de l’algorithme itératif 

  1( 1) ( ) ( ) 1 ( ) ( )

( ) 1 ( )
( )

1

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )

ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ,
ˆ( , ; )

j j j T j j

r
j T j U i

i j
i i i

H V H

c
H V C w

y v

 





      

 
     


 

(3.26)
 

où  

1( ) ( )( , ; )ˆ ˆ ˆ( )

r
i

i
i i ij j

c
w

y v
H 

 
        




 et 1 ( )ˆ( )jV    

est l’inverse de la variance estimée sous quasi-randomi-
sation de  

1

,
( , ; )

r
i

i
i i i

c
w

y v    

calculé pour ( )ˆ .j     
Chang et Kott (2008) n’émettent pas l’hypothèse d’un 

modèle pour le résultat et leur approche est par conséquent 
limitée à l’estimation du modèle pour les probabilités de 
réponse. Pfeffermann et Sikov (2011) utilisent la fonction de 
vraisemblance (3.25) pour estimer les modèles de la popu-
lation en supposant que l’échantillonnage n’est pas infor-
matif. La maximisation de la fonction de vraisemblance est 
effectuée par itération entre la maximisation de la vrai-
semblance par rapport à *  quand *  est donné et la 
solution des équations de calage par rapport à *  quand *  
est donné, en utilisant les totaux connus des variables de 
calage, comme dans Chang et Kott (2008). Les paramètres 
« donnés » sont les estimations issues de l’itération précé-
dente. Les auteurs montrent comment estimer les co-
variables et la variable résultat manquante pour une unité 
non-répondante et utiliser cette distribution pour imputer les 
résultats manquants, donc prédire le total de population finie 
de la variable résultat. 

L’estimation du modèle de population en ajustant le 
modèle d’échantillon présente des avantages que n’offrent 
pas les autres approches considérées dans le présent article. 

1.  Une fois que le modèle d’échantillon est spécifié, 
il permet de procéder à une inférence classique 
fondée sur un modèle tel que les méthodes fon-
dées sur la fonction de vraisemblance, l’inférence 
bayésienne ou la modélisation semi-paramétrique. 
Il est important d’insister à cet égard sur le fait 
que l’adéquation de l’ajustement du modèle de la 
population postulé peut être évaluée en testant 
l’adéquation de l’ajustement du modèle d’échan-
tillon ajusté sur les résultats observés, en utilisant 
les techniques classiques de diagnostic de modèle. 
Voir Krieger et Pfeffermann (1997) et Pfeffermann et 
Sikov (2011) pour des statistiques de test ap-
propriées et des exemples. 

2.  La fonction de vraisemblance de l’échantillon donne 
un moyen cohérent de traiter la non-réponse NMAR 
quand on estime des modèles de population. Les 
méthodes fondées sur la pondération probabiliste 
requièrent la connaissance des probabilités de ré-
ponse ou de bons estimateurs de celles-ci. L’utilisa-
tion de la fonction de vraisemblance complète (voir 
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plus bas) requiert la connaissance des covariables 
des unités non échantillonnées. 

3.  L’application de cette approche permet d’utiliser 
l’inférence conditionnelle, sachant l’échantillon 
d’unités répondantes, par exemple, en condition-
nant sur les covariables observées. 

4.  Les modèles vérifiés pour les résultats observés et 
les probabilités de réponse définissent le modèle à 
vérifier pour les résultats manquants des unités non 
échantillonnées ou des non-répondants, qui peut être 
utilisé pour l’imputation de ces résultats. Les mé-
thodes fondées sur la pondération probabiliste et 
leurs variantes permettent d’estimer le modèle de la 
population, mais sous échantillonnage informatif et 
non-réponse NMAR, le modèle de la population ne 
peut être utilisé pour la prédiction ni pour l’impu-
tation des résultats manquants. Voir Sverchkov et 
Pfeffermann (2004) et Pfeffermann et Sikov (2011) 
pour des illustrations. 

5.  L’utilisation du modèle d’échantillon permet de 
vérifier si le processus d’échantillonnage peut être 
ignoré. Pfeffermann et Sverchkov (2009) passent 
en revue plusieurs statistiques de test proposées dans 
la littérature pour vérifier si l’on peut ignorer la 
sélection de l’échantillon.  

3.6.2 La fonction de vraisemblance complète  
Théoriquement, un moyen plus efficace d’estimer les 

paramètres inconnus du modèle de la population consiste à 
fonder la fonction de vraisemblance sur la distribution 
conjointe des données d’échantillon et des indicateurs 
d’appartenance à l’échantillon. Sous réponse complète, la 
fonction de vraisemblance complète est alors 

        s

( , ; , y , x , x )

Pr ( 1 | ,x ; ) ( x ; )

[1 Pr ( 1 | x ; , )],

f U s s s

i i i p i i
i s

j j
j

L

I y f y |

I





   

  

   







 

(3.27)

 

où 1{ , ..., }U NI I   est le vecteur des indicateurs d’inclu-
sion dans l’échantillon et Pr ( 1 | x ; , )j jI     Pr ( jI 

 
1 | , x ,j jy ) ( | x , )p j j jf y dy   est le score de propension à 
répondre de l’unité j. La fonction de vraisemblance (3.27) 
suppose que kPr ( |y , x ) Pr ( | , x )k UU U U k kI y   (échan-
tillonnage de Poisson), mais elle peut être généralisée à 
d’autres plans d’échantillonnage. La fonction de vraisem-
blance complète a l’avantage de tenir compte des probabi-
lités d’échantillonnage des unités non comprises dans 
l’échantillon, donc d’utiliser plus d’information, mais elle 
requiert que l’on connaisse les covariables de toutes les 
unités de la population. Voir, par exemple, Gelman, Carlin, 
Stern et Rubin (2003) et Little (2004). La modélisation de la 

distribution conjointe des covariables pour les unités non 
comprises dans l’échantillon et l’élimination de ces co-
variables de la fonction de vraisemblance par intégration 
peut être très compliquée en pratique et constituer un vrai 
tour de force quand elles sont nombreuses. Pfeffermann 
et coll. (2006) comparent empiriquement l’utilisation de la 
fonction de vraisemblance de l’échantillon avec celle de la 
fonction de vraisemblance complète pour des modèles 
multiniveaux dans un contexte bayésien. Les deux ap-
proches produisent des résultats comparables, mais naturel-
lement, cela pourrait ne pas être le cas dans d’autres ap-
plications. 

Un autre moyen de définir la fonction de vraisemblance 
complète consiste à appliquer le principe de l’information 
manquante (Orchard et Woodbury 1972). L’idée fondamen-
tale est d’exprimer la fonction de score dans l’échantillon 
comme étant l’espérance conditionnelle de la fonction de 
score dans la population, sachant les données d’échantillon. 
À l’instar de Chambers et Skinner (2003, chapitre 2), défi-
nissons la fonction de vraisemblance complète de l’échan-
tillon par ( ) ( ; , x , , ),fs s s U UL f y I z    où comme aupara-
vant, Uz  est une matrice connue des valeurs de population 
qui sous-tend la sélection de l’échantillon et   définit les 
paramètres inconnus du modèle. La fonction de vraisem-
blance complète de la population correspondante est 

( ) ( ; y , x , , z ),fU U U U UL f I    où yU  (y , y )s s  et 
x (x , x ).U s s   Le principe de l’information manquante 
énonce que 

      

( ) ( / )log[ ( )]

[( / )log ( ) ,x , ,z ].

s fs

p fU s s U U

sc L

E L y I

    

    |
 
(3.28)

 

Une autre identité définit la relation entre la matrice 
d’information pour la fonction de vraisemblance de la 
population et la matrice d’information pour la fonction de 
vraisemblance de l’échantillon. 

Breckling, Chambers, Dorfman, Tam et Welsh (1994) et 
Chambers et coll. (1998) considèrent les applications du 
principe de l’information manquante aux données d’en-
quêtes complexes. En particulier, Chambers et coll. (1998) 
étudient l’utilisation de ce principe lorsqu’on ne dispose que 
de renseignements limités sur le plan d’échantillonnage au 
lieu de l’information complète comprise dans z .U  Les 
auteurs donnent des exemples où l’utilisation du principe de 
l’information manquante est plus efficace que celle de la 
fonction de vraisemblance de l’échantillon ( , ; , x )s s sL y   
défini par (3.19), qui n’emploie que les poids { , }.iw i s  
La vraisemblance (3.28) peut être étendue afin de tenir 
compte de la non-réponse NMAR, mais l’application de 
cette approche requiert que l’on connaisse alors les valeurs 
de population des variables qui expliquent la réponse. Le 
calcul de l’espérance dans le deuxième membre de (3.29) 
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n’est pas nécessairement simple non plus selon le modèle de 
population.  
Remarque 11. L’utilisation de la méthode du principe de 
l’information manquante dans les conditions de simulation 
de la section (3.1) requiert que l’on connaisse les co-
variables et l’appartenance aux strates des unités non 
comprises dans l’échantillon. Nous n’avons pas trouvé de 
moyen d’appliquer la méthode dans ce cas sans formuler 
des hypothèses supplémentaires concernant la distribution 
conjointe des covariables et des variables du plan d’échan-
tillonnage. 

 
3.6.3 Fonction de vraisemblance empirique 
 

Ces dernières années, on a assisté à un gain d’intérêt pour 
les méthodes fondées sur la fonction de vraisemblance 
empirique (EL, pour empirical likelihood) pour analyser les 
données d’enquêtes complexes. La méthode EL proposée 
originalement par Hartley et Rao (1968) dans le contexte 
des sondages et par Owen (1988, 2001) combine la ro-
bustesse des méthodes non paramétriques avec l’efficacité 
de l’approche fondée sur la fonction de vraisemblance. 
Deux autres avantages importants de cette méthode tiennent 
au fait qu’elle se prête très naturellement à l’utilisation des 
équations de calage et qu’elle permet de construire des 
intervalles de confiance sans qu’il soit nécessaire d’estimer 
la variance. 

Considérons le modèle défini par (3.13) où, pour le 
moment, nous considérons les covariables comme étant 
aléatoires, et notons g ( , x ) .i i iy    Sous certaines conditions 
de régularité, le paramètre vectoriel   est la solution unique 
de l’équation 

 (x ; )
[ (x ; )] 0.p

m
E y m

 
  


 

Soit 1, ..., np p  un ensemble de probabilités correspondant 
aux observations 1(g , ..., g ),n  tel que ip  est le « saut » 
(masse de probabilité) de la fonction de répartition de la 
population (g )p iF  à g .i  L’hypothèse est que pF  s’appuie 
sur les valeurs observées de sorte que 

                 
1

(x ; )
[ (x ; )] 0.

n i
i i ii

m
p y m



 
  

  (3.29) 

En supposant que les observations sont indépendantes, la 
vraisemblance empirique de pF  est 1( ) .n

ip iL F p  
Notons que, si ip  est une fonction connue de certains 
paramètres inconnus, ( )pL F  coïncide avec la fonction de 
vraisemblance paramétrique classique. Les estimateurs EL 
(non paramétrique) des probabilités ip  sont la solution 

( )p
ip  du problème de maximisation 

              
1

11,...,
max s.c. 0, 1,

n

n n
i i iiip p

p p p


   (3.30) 

donnant ( ) 1 / , 1, ..., .p
ip n i n   Dans le cas de la ré-

gression linéaire, (x ; ) x βi im    et, en substituant ( )p
ip  à 

ip  dans (3.29) et en résolvant les équations, nous obtenons 
l’estimateur EL de β  comme étant el OLS

ˆ ˆβ β .  Si les 
moyennes de population finie CU  des variables C  
mesurées dans l’échantillon sont connues, elles peuvent être 
ajoutées au problème de maximisation (3.30) en ajoutant les 
contraintes de calage 1 c C .Un

i i ip   Cette information 
supplémentaire devrait améliorer l’estimation des ip  et 
donc l’estimation des paramètres inconnus du modèle. Voir 
aussi la remarque 12 qui suit. 

Supposons maintenant que les unités sont tirées de 
l’échantillon (ou qu’elles répondent) avec des probabilités 
de sélection inégale .i  Dans ce cas, il est fréquent de 
remplacer la fonction de vraisemblance empirique objectif 

1( ) n
ip iL F p  par la fonction de vraisemblance pseudo-

empirique 1pl ( ) ,iwn
ip iL F p  où, comme auparavant, 

1 / .i iw    Notons que 1pllog ( ) log( )n
ip i iL F w p  est 

l’estimateur HT de 1poplog ( ) log .N
ip iL F p  Les estima-

teurs de la pseudo-vraisemblance empirique des ip  ré-
solvent le problème de maximisation, 

           
1

1,...,
max i

n

n w
iip p

p


  1
s.c. 0, 1.

n
i ii

p p


   (3.31) 

Voir, par exemple, Chen et Sitter (1999). Il est facile de 
vérifier qu’en l’absence de contraintes d’étalonnage, la 
solution de (3.31) est (pel)

1/ ,n
ii i ip w w  et en substituant 

(pel)
ip  à ip  dans (3.29), que pel pw

ˆ ˆβ ,   l’estimateur PW 
(3.8). 

Les fonctions de vraisemblance empirique (3.30) et 
(3.31) sont établies par rapport à la distribution de la 
population. On peut aussi tenir l’estimateur de la vrai-
semblance empirique en définissant la vraisemblance par 
rapport à la distribution de l’échantillon (g )s if   
Pr ( 1 | g )i iI  (g ) / Pr ( 1),p i if I   où, en notant i   
Pr ( 1 | g ),i iI  1Pr ( 1) .n

ii i iI p    En s’inspirant de 
Kim (2009) et de Chaudhuri, Handcock et Rendall (2010), 
on obtient les estimateurs de vraisemblance empirique EL 
des probabilités ip  comme la solution du problème de 
maximisation 

       1
1 1,...,

1

max log( ) log

s.c. 0, 1.

n

n n
i i i ii ip p

n
i ii

p n p

p p

 



    

 

 


 

(3.32)
 

La solution de (3.32) est sel 1 1
1/ n

ji i jp  
    et en l’intro-

duisant par substitution dans (3.29),  
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1

1 1
sel 1 1
β̂ x x x y .

n n
i i i i i ii i


 

 
       (3.33) 

L’estimateur selβ̂  a la même forme que l’estimateur PW 

pw̂  dans (3.8), mais avec les poids 1 1 / Pr ( | ,i ii s y    
x )i  au lieu des poids d’échantillonnage .iw  En pratique, on 
doit remplacer les probabilités i  par les estimations sur 
l’échantillon ˆ .i  Voir la section 4.  
Remarque 12. L’amélioration possible qui suit de l’esti-
mation des probabilités ip  m’a été proposée par Jae Kim 
dans une communication privée. Si l’on suppose comme 
auparavant que Pr ( | , , x ) ,i i i ii s y     il s’ensuit que 

i  Pr ( 1 | , x ) ( | , x ),i i i p i i iI y E y    donc que [(p iE    
) | , x ] 0.i i iy   Cela suggère d’ajouter les contraintes de 

calage de la forme 

                       
1

ˆ( ) ( , x ) 0
n

j j j j jj
p k y


     (3.34) 

pour améliorer l’estimation des probabilités { }ip  dans 
(3.31), où ( , x ) ( )j j jk y k g  est une fonction du résultat 
observé et des covariables. Des exemples de fonctions 
plausibles pour le cas d’une covariable unique x  sont 

( ) ,j j jk g y x ( ) / ,j j jk g y x  etc. La caractéristique im-
portante des contraintes (3.34) est qu’elle ne nécessite pas la 
connaissance des quantités de population telles que les 
moyennes des variables de calage, comme il est souvent 
supposé lorsque l’on recommande l’approche de la vrai-
semblance empirique pour l’estimation d’après des données 
d’enquête. Clairement, quand les moyennes UC  des varia-
bles de calage sont connues, des contraintes de la forme 

1 c CUn
i i ip   peuvent être ajoutées également. (Voir aussi 

la remarque 14). 

 
4. Étude empirique  

Dans la présente section, nous présentons les résultats 
d’une étude en simulation destinée à évaluer et à comparer 
les propriétés des méthodes discutées à la section 3. Les 
conditions de simulation sont décrites à la section 3.1 et 
nous utilisons 5H   strates. Les paramètres cibles sont les 
coefficients de régression   0 1(β , β ) (2,1)  de l’espé-
rance de population (3.1). L’étude en simulation consiste à 
générer 2 000 populations et échantillons (un échantillon 
pour chaque population) et à calculer les estimateurs, les 
estimateurs de variance et les intervalles de confiance 
énumérés plus bas pour chaque échantillon. La taille de la 
population est de 5 000 avec des tailles approximatives de 
strates de 363,  554,  842,hN  1278,  1963.  (Les tailles 
de strates sont aléatoires.) La taille d’échantillon est n   
300  avec 60hn   unités échantillonnées dans chaque 
strate. Les fractions d’échantillonnage varient par consé-
quent fortement d’une strate à l’autre. 

Nous avons généré les valeurs de population d’une 
covariable discrète unique x  en commençant par générer 
les observations jx  au moyen d’une loi gamma de moyenne 
2 et de variance 4, puis nous avons défini jx  comme étant 
l’entier le plus proche de jx  si 5jx   et 5jx   autrement. 
Les covariables sont par conséquent x (1, ) ,j jx   avec jx   
0,1, ..., 5.  Les covariables de population ont été générées 
une fois et maintenues fixes pour toutes les populations. 

La figure 1 montre les fdp de la population et de l’échan-
tillon de la variable résultat y  pour 2, 3, 4, 5.x   

On peut voir que les fdp de la population et de l’échan-
tillon diffèrent, ce qui indique que le processus d’échantil-
lonnage est informatif. Notons aussi que la fdp de la popu-
lation n’est pas normale parce que les coefficients aléatoires 

j  ne sont pas normaux. 
Nous étudions la performance des diverses méthodes en 

examinant le biais, la variance, l’estimation de la variance 
et la couverture des intervalles de confiance. Nous sup-
posons pour toutes les méthodes que les seules informations 
disponibles sont les résultats observés et les covariables 
(y , x )hs hs  pour chaque strate ,h  les probabilités de sé-
lection dans l’échantillon et les tailles réelles de states 
{ }.hN  Selon nous, cela correspond à la pratique dans la 
plupart des applications réelles.  
4.1 Estimateurs examinés  
4.1.1 L’estimateur par les moindres carrés ordinaires olsβ̂ .  
L’utilisation de cet estimateur ne tient pas compte du 
processus d’échantillonnage.  
4.1.2 L’estimateur proposé par Feder (2011, voir la sec-
tion 3.2). L’application de cette approche se fait en quatre 
étapes : i) ajuster un modèle linéaire avec une variance 
résiduelle constante dans chaque strate, ii) imputer les 
valeurs manquantes des covariables pour les unités non 
échantillonnées en échantillonnant avec remise ( )h hN n  
valeurs parmi les hn  valeurs observées dans la strate h  avec 
les probabilités 1( 1) / ( 1)hn

khi hi hkp w w  
 à chaque 

tirage, où les hiw  sont les poids d’échantillonnage quand on 
échantillonne la strate ,h  iii) imputer les valeurs man-
quantes de y  dans chaque strate en générant des observa-
tions au hasard à partir du modèle ajusté à l’étape i), 
iv) ajuster le modèle de régression linéaire de y  sur x  en 
utilisant les données de population avec les valeurs man-
quantes pour les unités non échantillonnées remplacées par 
les valeurs imputées. Nous désignons l’estimateur résultant 
par β̂ .f   
4.1.3 L’estimateur PW (pondéré par les probabilités) pwβ̂  
(équation 3.8).  
4.1.4 L’estimateur mgβ̂  proposé par Magee (1998, voir la 
section 3.5). Dans notre application, nous définissons 

( ) (i ia x   0,1)  et recherchons la puissance optimale 
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  dans l’intervalle [ 2, 2]  qui minimise le déterminant de 
l’estimateur de variance asymptotique (3.12).  
4.1.5 L’estimateur β̂q  est défini par (3.16). Dans la pré-
sente étude, nous n’émettons l’hypothèse d’aucun modèle 
paramétrique pour l’espérance ( | x )s i iE w  dans le dénomi-
nateur de iq  et estimons ˆ ( | x )s i iE w  (x ),s iw  la moyenne 
des poids d’échantillonnage observés pour les unités avec 
x x .i   
4.1.6 L’estimateur q-pondéré modifié mgβ̂ q  est défini par 
(3.17). Les poids ˆiq  sont obtenus comme dans 4.1.5 et les 
fonctions , ( ),i qa   comme dans 4.1.4.   
4.1.7 Les estimateurs dérivés par maximisation de la 
fonction de vraisemblance dans l’échantillon (3.19). L’uti-
lisation de cette approche requiert que l’on spécifie la fdp de 
la population et l’espérance ( | , x ).s i i iE w y  Les paramètres 
inconnus du modèle de la population sont 2(β , )     et 
nous supposons que 2( | x ; ) (x β, ),p i i if y N     ce qui, 
comme il est noté plus haut et illustré à la figure 1, n’est pas 
la fdp correcte puisque les coefficients aléatoires j  ne sont      
pas normaux (voir la section 3.1). Nous avons estimé 

( | , x ; )s i i iE w y   non paramétriquement et établi la fonc-
tion de vraisemblance comme il suit : 

Soit xi
s  l’échantillon des unités avec x x i  de taille 

x .
i

m  Nous commençons par diviser l’échantillon en (x )ic  
grappes homogènes en nous fondant sur les valeurs crois-
santes de la variable résultat y  en utilisant la fonction 
« hclust » du logiciel R. Les valeurs de (x )ic  sont com-
prises entre 1 et 7, selon la taille xi

m  de l’échantillon (une 
grappe si x 10,

i
m   2 grappes si x 20, ...,

i
m  7 grappes si 

x 70).
i

m   Soit x ,i kb  le point médian entre la valeur de y la 
plus élevée dans la grappe k  et la valeur la plus faible de y 
dans la grappe ( 1),k  1, ..., (x ) 1,ik c   et définissons 

x ,0 x , (x ), .
i i icb b     Pour x , 1 x , ,

i ik kb y b    nous 
avons estimé ( | , x )s i i iE w y  par la moyenne ( ,sw y  
x ) (x )i k iw  des poids d’échantillonnage des unités dont 
les valeurs de y sont comprises dans le même intervalle. La 
substitution de ( | , x ) ( , x )s i i i s i iE w y w y  dans (3.19) 
définit la fonction de vraisemblance d’échantillon utilisée 
pour la présente étude en simulation comme étant  

  

(x )
,x 1, x1

( ; ,x )

( | x ; ) / ( ,x )
,

[ ( ) ( )] / (x )i

i i

s s s

p i i s i i

ci s
p k p k k ik

L y

f y w y

F b F b w











 (4.1) 

où , x( ) ( | x ; )k

i

b
p k p iF b f y dy   (la fonction de cumula-

tive de la fdp supposée normale). 
L’approximation (4.1) est semblable à l’approximation 

(3.20) proposée pour le cas où x  ainsi que y  sont des 
variables discrètes.  
Remarque 13. Afin de faciliter les optimisations numériques 
utilisées pour le calcul des estimateurs mg mg

ˆ ˆβ , β q  et les 

estimateurs du maximum de vraisemblance dans (4.1),   
nous avons transformé le problème de minimisation 
min{ ( ) : ( , )}f a b    en min{ [ ( )]: ( , )}f g       
avec la fonction ( )g   définie par ( ) [(g b    1) tan ( )] / 0,5( ).a a b      Soulignons que chaque 

( , )a b   possède une image ; ( )R g      et que 

0arg min{ ( ) : ( , )} ( ),f a b g      où 0 arg min [ ( )].f g     
Nous avons utilisé la fonction nlm de R pour l’opti-

misation numérique, en prenant les estimations PW comme 
valeurs de départ. Pour empêcher les débordements numé-
riques (numerical overflows) de la fonction optimisée par 
l’évaluation des exponentielles de grands nombres, la 
maximisation a été limitée aux intervalles pw

ˆ{min[0,5 ,
 

pw̂  pw pw pw pw
ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ3se( )], max[1,5 , +3se( )]}     pour ,  et 

pwˆ[0,5 , pwˆ1,5 ]  pour .    
4.1.8 L’estimateur de la vraisemblance empirique selβ̂  
défini par (3.33). Le calcul de cet estimateur requiert 
l’estimation des probabilités Pr ( 1 | y , x ) 1/i i i i sI E     
( | y , x ),i i iw  et nous utilisons l’estimateur ˆ ( | , x )s i i iE w y   

, ( , x )s k iw y  employé pour définir la fonction de vraisem-
blance (4.1), telle que ˆ 1 / ( , x ).i k iw y    
4.2 Estimation de la variance  

Nous avons appliqué trois approches d’estimation de la 
variance. La première consiste à estimer la variance sous 
randomisation, la deuxième, à estimer la variance sous le 
modèle d’échantillon, et la troisième, à utiliser la méthode 
du bootstrap non paramétrique qui, de la même façon estime 
la variance sous le modèle d’échantillon. 

Considérons d’abord les estimateurs définis par 4.1.1, 
4.1.3 à 4.1.6 et 4.1.8 à la section 4.1. Tous ces estimateurs 
peuvent s’écrire sous la forme générique. 

                   

1

1 1

1
1

β̂ x x x y

[ ] x y ,

n n
t i i i i i i i ii i

n
s s s s i i i ii

w t w t

X W T X w t



 




   



 


 

(4.2)

 

où 1[x , ..., x ],s nX   1diag[ , ..., ]s nW w w  est la matrice 
diagonale ayant le poids d’échantillonnage sur la diagonale 
principale et 1diag[ , ..., ],s nT t t  avec les it  définis par les 
estimateurs. Pour olsβ̂ , 1 / ,i it w  pour selβ̂ , 1 1ˆi i it w    et 
ainsi de suite. La variance sous randomisation de ces 
estimateurs et estimée par 

  
1 1

1

ˆˆVar (β )

ˆ[ ] Var x [ ] ,

r t

n
s s s s r i i i it s s s si

X W T X w t e X W T X 


    
 
(4.3)

 

où ( x )it i ie y B   et B  est l’estimateur sous recense-
ment. En utilisant le double indice ( )hj  pour définir la ej  
unité dans l’échantillon hs  de taille hn  tiré de la strate ,h  
nous estimons  
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 
1

5
,1 1

5
, , , ,1 1

ˆVar x

ˆVar

(  )(  ) ,
( 1)

h

h

n
r i i i iti

n
hj hj th j

nh
hj hj t h t hj hj t h th j=

h

w t e

w e

n
w e e w e e

n



 



 
 



  




 

 



 

 

(4.4)

 

où ,
ˆx ( x β )hj t hj hj hj hj te t y    et 

, ,1

1
,hn

h t hj hj tj
h

e w e
n 

    

en supposant que l’échantillonnage est fait avec remise dans 
la strate. 

 

Un estimateur de variance sous le modèle de l’échan-
tillon qui tient compte de l’hétéroscédasticité possible est 
donné par 

sm

1 2 2 2 1

ˆˆVar (β )

ˆ[ ] x x [ ] ,

t

s s s s i i it i i s s s si s
X W T X w t e X W T X 


     

 
(4.5)

 

où ˆˆ ( x β ).it i i te y    Les estimateurs de variance sous ran-
domisation et sous le modèle d’échantillon pour l’estimateur 
en 4.1.2 sont élaborés par Feder (2011). Dans le cas de 
l’estimateur du maximum de vraisemblance sous le modèle 
d’échantillon avec la fonction de vraisemblance définie par 
(4.1), nous estimons seulement la variance sous le modèle 
d’échantillon en nous servant de l’inverse de la matrice 
d’information. 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 1 fdp de y|x dans la population (trait plein) et l’échantillon (trait pointillé)   
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Enfin, les estimateurs de la variance par le bootstrap pour 
tous les estimateurs sont obtenus en échantillonnant avec 
remise n  unités de l’échantillon original et en réestimant 
chacun des estimateurs en utilisant les mêmes calculs que 
pour l’échantillon original. Après répétition du même 
processus indépendamment B  fois, l’estimateur de la 
variance par le bootstrap est 

            

( ) ( )
1

( )
1

1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆVar ( ) ( )( ) ;

1 ˆ ,

B b b
BS b

B b
b

B

B





        

 




 

(4.6)

 

où ̂  représente n’importe lequel des estimateurs définis par 
4.1.1 à 4.1.8 et ( )ˆ b  est l’estimateur correspondant calculé 
pour l’échantillon bootstrap , 1, ..., .b b B   
4.3 Calcul des intervalles de confiance  

Nous considérons deux approches du calcul des inter-
valles de confiance (IC) de niveau (1 ).   La première 
approche est celle de l’IC classique,  

1
2

ˆ ˆˆβ . (β ), 0, 1,k kZ s e k


   

où β̂k  représente n’importe lequel des estimateurs consi-
dérés et ˆ.̂ (β )ks e  est l’estimateur correspondant de l’erreur-
type obtenu par l’une de méthodes énumérées plus haut. La 
deuxième approche, du « bootstrap ordinaire », consiste à 
utiliser les quantiles ( , )bs k   des estimateurs bootstrap 

( )β̂ b
k  pour calculer l’IC 

ˆ ˆ2β , 1 , 2β , , 1, 2.
2 2k kbs k bs k k

                 
 

Nous avons également essayé d’utiliser la « méthode du 
bootstrap studentisé », mais les taux de couverture n’étaient 
meilleurs pour aucun des estimateurs β̂ .k  Voir la remarque 
14 plus loin.  
4.4 Résultats des simulations  

Le tableau 1 donne les moyennes empiriques des esti-
mations énumérées à la section 4.1 sur les 2 000 popula-
tions et échantillons, et les erreurs-types (E.-T.) empi-
riques correspondantes. Sont également présentées les 
racines carrées des moyennes des estimations de variance 
obtenues en estimant la variance sous randomisation 
(« Ran. ») et en estimant la variance sous le modèle 
d’échantillon (« M.E. »). En raison de contraintes de 
temps de calcul, les résultats des estimateurs bootstrap de 
la variance (« BS ») sont fondés sur 300 échantillons 
bootstrap tirés de chacun des 500 échantillons originaux. 
Ces nombres d’échantillons originaux et d’échantillons 
bootstrap ont produit des estimateurs de variance stables. 

Comme prévu, étant donné l’utilisation d’un scénario 
d’échantillonnage informatif, l’estimateur par les moindres 
carrés ordinaires présente un biais relativement important de 
12 % (5 %) quand on estime l’ordonnée à l’origine (la 
pente). Tous les autres estimateurs sont pratiquement sans 
biais, excepté l’estimateur du maximum de vraisemblance 

mleβ̂  dont les biais sont de 2 % et de 1,5 %. La quasi-
absence de biais de l’estimateur de la vraisemblance em-
pirique selβ̂  est particulièrement encourageante, étant donné 
l’estimation non paramétrique un peu grossière des proba-
bilités Pr ( | , x ).i i ii s y    Notons aussi que les E.-T. 
empiriques de cet estimateur sont semblables à celles de 
l’estimateur PW à pondération probabiliste. Le biais faible, 
mais statistiquement significatif, de mleβ̂  s’explique par le 
fait que nous supposons que la distribution sous le 
modèle de population est normale, ce qui est incorrect, 
comme nous l’avons mentionné et illustré plus haut. 

En ce qui concerne la précision, l’estimateur par les 
moindres carrés ordinaires est celui dont les erreurs-types 
sont les plus faibles, mais β̂ f  donne presque les mêmes 
erreurs-types (et est sans biais). Cela tient au fait que cet 
estimateur utilise l’information additionnelle sur la stratifi-
cation qui n’est pas employée dans les autres estimateurs. 
Notons que mgβ̂ , mgβ̂ -q  et particulièrement β̂q  donnent de 
meilleurs résultats que pwβ̂ ,  mais que mgβ̂ -q  n’offre pas 
d’améliorations par rapport à β̂ .q   
 
Remarque 14. À la suite de la présentation de l’article au 
Symposium de Statistique Canada en 2011, Jean-François 
Beaumont a suggéré de remplacer les poids 1ˆ i

  utilisés 
pour le calcul de selβ̂  par les poids 1 1ˆ ˆ/ ( )i s iE    de manière 
à tenir compte des effets nets de l'échantillonnage sur les 
fdp. Conditionnelles ( | x),f y  et de la même manière 
d’utiliser les poids q dans ˆ .q  Remarquons que tandis que 
les poids d’échantillonnage iw  peuvent dépendre de y, x  et 
possiblement de d’autres variables, les poids 1ˆ i

  dépendent 
seulement de y et x. La mise en application de cette idée 
n’affecte pas le biais mais les E.-T. empiriques des 
estimateurs modifiés sont 0,151 et 0,053, plus petits que les 
E.-T. de selβ̂  mais semblables à ceux de β̂ .q  

Si l’on examine les propriétés des estimateurs de 
variance, le premier résultat remarquable est que les esti-
mateurs de variance sous randomisation et sous le modèle 
d’échantillon (équations 4.4 et 4.5) sont fort semblables 
pour chaque estimateur des coefficients de régression, même 
s’ils sont calculés fort différemment. Pour olsβ̂ , pwβ̂  et β̂ ,q  
les estimateurs de variance sont presque sans biais, mais 
pour les autres estimateurs, les estimateurs de variance sous-
estiment la variance réelle. Cela tient au fait que ces 
estimateurs de variance ne tiennent pas compte de certaines 
opérations intervenant dans le calcul des coefficients de 
régression estimés. Donc, dans le cas des estimateurs mgβ̂  et 

mg-β̂ ,q  les estimateurs de variance ne tiennent pas compte 
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du choix des poids optimaux ( ),ia   dans le cas de β̂ ,f  
l’estimateur de variance ne tient pas compte de l’imputation 
aléatoire des vecteurs ( , x )i iy  pour ,i U s   et dans le 
cas de mleβ̂  et selβ̂ ,  les estimateurs de variance ne tiennent 
pas compte de l’estimation des probabilités Pr ( | , x ).i ii s y  
Cette sous-estimation de la variance est corrigée dans 
presque tous les cas par l’utilisation de la méthode du 
bootstrap, voir, en particulier, l’estimation des variances de 
β̂ ,f mleβ̂  et selβ̂ .  

La figure 2 donne les taux de couverture empiriques pour 
les intervalles de confiance (I.C.) de niveau (1 )   pour 
  0,10, 0,05, 0,01 tel qu’obtenus avec la méthode 
standard des I.C. en utilisant les E.-T. estimées par la 
méthode du bootstrap et en utilisant directement la méthode 
du bootstrap. Les données sur l’axe horizontal sont les 
niveaux nominaux. 

           
 
 
Tableau 1  
Moyennes, erreurs-types (e.-t.) et racines carrées des moyennes des estimations de variance. Modèle de population : 

( )p jE y = ,2 + 1 j× x  2
jVar ( ) (1 + 0,2 ) V + 1p j jy x  

 

Méthode Ordonnée à l’origine- ˆ
0β  Pente- ˆ

1β  

 Moyenne 
est. 

E.-T. 
emp. 

Rac. car. [moyenne (est. var.)] Moyenne 
est. 

E.-T. 
emp. 

Rac. car. [moyenne (est. var.)] 

 Ran. M.E. BS Ran. M.E. BS 

olsβ̂  2,251 0,133 0,135 0,139 0,140 1,046 0,048 0,048 0,049 0,049 

β̂ f  2,006 0,133 0,126 0,126 0,135 0,999 0,051 0,041 0,041 0,052 

pwβ̂  2,008 0,166 0,167 0,169 0,157 0,998 0,059 0,055 0,055 0,056 

mgβ̂  2,017 0,158 0,154 0,156 0,154 0,995 0,056 0,050 0,050 0,055 

β̂q  2,011 0,153 0,157 0,159 0,147 0,999 0,054 0,051 0,051 0,052 

mg-β̂ q  2,020 0,156 0,152 0,154 0,153 0,996 0,055 0,049 0,050 0,054 

mleβ̂  1,960 0,159 ----- 0,143 0,152 1,026 0,054 ----- 0,046 0,053 

selβ̂  2,031 0,164 0,143 0,143 0,159 0,995 0,058 0,049 0,049 0,057 
  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 2 Taux de couverture des intervalles de confiance classiques (à gauche, BS ordinaire) et BS (à droite)  
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Les taux de couverture sont presque systématiquement 
inférieurs aux niveaux nominaux, mais, dans le cas des IC 
classiques, la sous-couverture est généralement inférieure à 
4 %. Les deux exceptions s’observent dans le cas où les 
intervalles de confiance sont fondés sur les estimateurs par 
les moindres carrés (OLS) (forte sous-couverture) et sur 
l’estimateur du maximum de vraisemblance (MLE) de la 
pente (sous-couverture de 7 % au niveau nominal de 90 %), 
résultats qui expliquent le biais de ces estimateurs. Les 
pourcentages de sous-couverture lorsque l’on utilise la 
méthode bootstrap ordinaire sont généralement un peu plus 
importants, sauf dans le cas de l’IC pour l’ordonnée à 
l’origine fondé sur sel

ˆ ,  dont la sous-couverture est plus 
prononcée.  
Remarque 15. Nous avons également calculé l’IC classique 
d’après les erreurs-types estimées sous la distribution 
aléatoire (équation 4.4) et sous le modèle d’échantillon 
(équation 4.5), mais sauf dans le cas des estimateurs pw̂  et 
ˆ ,q  la sous-couverture de ces intervalles était un peu plus 
importante que les taux de couverture dans la Figure 2, à 
cause de la sous-estimation des erreurs-types réelles par ces 
estimateurs de l’erreur-type comme il a été discuté plus 
haut. Le même phénomène a été observé en utilisant la 
« méthode du bootstrap studentisé » avec ces estimateurs de 
l’erreur-type, ce qui peut de nouveau être expliqué par la 
sous-estimation des erreurs-types réelles. L’utilisation d’un 
IC fondé sur une méthode du bootstrap plus avancée, telle 
que le bootstrap double, pourrait corriger cette sous 
couverture. 

 
5. Conclusion  

Dans le présent article, je discute de l’utilisation de 
diverses procédures proposées dans la littérature pour tenir 
compte de l’échantillonnage informatif et de la non-réponse 
de type NMAR sous modélisation des données d’enquête. 
L’étude empirique est limitée jusqu’à présent au cas de la 
régression linéaire et de l’échantillonnage à un degré, et une 
extension évidente consisterait à considérer d’autres mo-
dèles et l’échantillonnage par grappes. La présente étude 
illustre l’absence de biais ou la quasi-absence de biais de 
tous les estimateurs ponctuels pris en considération, mais les 
estimateurs de variance classiques sous-estiment les va-
riances réelles dans la plupart des cas, puisqu’ils ne tiennent 
pas compte des opérations supplémentaires nécessaires pour 
calculer les estimateurs ponctuels correspondants. Les 
estimateurs bootstrap de la variance sont de nettement 
meilleurs estimateurs de variance dans ces conditions. Les 
intervalles de confiance appliqués dans la présente étude 
produisent une faible sous-couverture dans la plupart des 
cas, mais ils devraient être améliorés, éventuellement en 

utilisant des techniques bootstrap plus avancées. Une autre 
extension importante mentionnée dans l’article, qui n’a pas 
été étudiée empiriquement jusqu’à présent, consisterait à 
intégrer des contraintes de calage s’appuyant sur l’échan-
tillon dans les méthodes fondées sur la fonction de vrai-
semblance empirique sous la distribution d’échantillon. 

Nous prévoyons appliquer les diverses méthodes à 
plusieurs ensembles de données réelles. Cela nécessitera 
l’élaboration de procédures diagnostiques permettant de 
comparer la performance des méthodes, puisque contraire-
ment à une étude en simulation, dans les applications 
réelles, les distributions et les paramètres des modèles réels 
sont rarement connus.  
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