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Utilisation des équations estimantes  
pour réaliser un calage sur des paramètres complexes 
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Résumé 
Dans la méthode du calage de Deville et Särndal (1992), les équations de calage ne prennent en compte que les 
estimations exactes de totaux des variables auxiliaires. L’objectif de cet article est de s’intéresser à d’autres 
paramètres que le total pour caler. Ces paramètres que l’on qualifie de complexes sont par exemple le ratio, la 
médiane ou la variance de variables auxiliaires. 
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1. Introduction  
En statistique d’enquête, à la phase d’estimation, deux 

grandes approches d’estimateurs sont utilisées : d’une part 
les estimateurs dits « assistés par un modèle » (comme l’esti-
mateur par la régression ou l’estimateur par le ratio) et 
d’autre part les estimateurs par calage (comme le raking 
ratio) de Deville et Särndal (1992). Ces deux approches ont 
d’ailleurs une certaine proximité comme le montre l’estima-
teur par la régression qui correspond à l’estimateur par 
calage avec la distance du 2χ  (méthode de calage dite 
« linéaire »).  

L’objet de cet article est d’étendre la famille des esti-
mateurs par calage. Actuellement la méthode du calage 
permet de caler sur des totaux. L’idée est de pouvoir prendre 
en compte dans les contraintes de calage des statistiques ou 
paramètres complexes, comme un ratio, une médiane ou une 
moyenne géométrique. Ce qui motive cette démarche c’est 
qu’il est possible qu’on dispose d’une information auxiliaire 
sous la forme d’une statistique complexe et non sous la 
forme de totaux. Par exemple, on connaîtrait un ratio sur la 
population totale mais pas le total du numérateur ou du 
dénominateur.  

D’autres auteurs ont déjà abordé la question des para-
mètres complexes dans le cadre du calage. Särndal (2007) 
passe en revue un certain nombre d’entre eux. Il cite notam-
ment les travaux de Harms et Duchesne (2006) sur l’estima-
tion de quantiles par calage, et ceux de Plikusas (2006) et 
Krapavickaite et Plikusas (2005) sur les estimateurs par 
calage de certaines fonctions de totaux.  

L’originalité de l’approche de cet article est de ramener 
le calage sur un paramètre complexe à un calage sur un total 
pour une nouvelle variable auxiliaire ad hoc. L’avantage de 
cette approche est qu’elle permet d’utiliser les outils actuels 
de calage et de ne pas avoir à résoudre un programme 
d’optimisation complexe.  

Dans la deuxième partie de cet article, nous rappellerons 
le fonctionnement de la méthode du calage, définirons le 
calage sur paramètres complexes et présenterons des cas 
simples où le calage sur un paramètre complexe peut se ra-
mener à un calage sur un total. Dans la troisième partie, 
nous nous intéresserons aux paramètres qui peuvent se 
définir comme solution d’une équation estimante (Godambe 
et Thompson 1986). Nous introduirons la notion de calage 
sur paramètre complexe défini par une équation estimante et 
montrerons que l’équation de calage résultante peut être 
remplacée par une équation de calage sur un total.  

2. Paramètre complexe défini  
      comme une fonction de totaux  

2.1 Rappels sur le calage sur des totaux  
Soit U, une population finie de taille N. Les unités 

statistiques de cette population sont indexées par une 
étiquette k où {1, , }.k N∈ …  Un échantillon s est tiré 
suivant un plan de sondage ( ).p s  Sa taille est notée n, elle 
peut être aléatoire. On note kπ  la probabilité d’inclusion de 
k dans l’échantillon s et 1 /k kd = π  son poids d’échan-
tillonnage.  

Pour n’importe quelle variable z qui prend les valeurs kz  
pour les unités de U  indexées par k, on appelle total de z 
sur U  la somme .k Uz kt z∈∑=  

Soient (1) ( ), , ,Qy y Q…  variables d’intérêt, dont les 
valeurs sont connues uniquement sur l’échantillon s et ,θy  
le paramètre d’intérêt qui est une fonction des totaux 

(1) ( ), , :Qy yt t…  
(1) ( )( , , ).Qy yf t tθ =y …  

L’estimateur de θy  est : 

(1) ( ), , ,
ˆ ˆ ˆ( , , ).Qy yf t tπ π π
θ =y …  
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Il s’agit simplement de la fonction ( , ..., )f ⋅ ⋅  dans la-
quelle les totaux ( )qyt  ont été remplacés par leur estimateur 
Horvitz-Thompson ( )

( )
,

ˆ q
q

k s k kyt d y∈π ∑=  (Särndal, Swensson 
and Wretman 1992). On peut qualifier cet estimateur d’esti-
mateur par substitution.  

Soient (1) ( ), ..., ,Px x P  variables auxiliaires, connues sur 
s et (1) ( ), ..., Px xt t  les totaux sur U de ces variables auxiliaires 
qui sont également connus. Pour un individu k, on note 

(1) ( )= ( , ..., )P
k k kx x′x  le vecteur des valeurs prises par les 

variables auxiliaires sur k.  
L’estimateur par calage de θy  est : 

(1) ( ),CAL ,CAL , CAL
ˆ ˆ ˆ( , , )Qy yf t tθ =y …  

avec ( )
( )

, CAL
ˆ ,q

q
k s k kyt w y∈∑=  et une série de poids ( ){ } ,k k sw ∈  

dits poids de calage (que l’on devrait noter ( ),kw s  puisque 
ces poids dépendent de l’échantillonnage), obtenus par 
résolution du programme d’optimisation suivant :  

{ }( )

( , )min k k
w k sk k s

d w d
∈∈
∑  

sous contraintes : 

(1) (1)

( ) ( )

,CAL

,CAL

ˆ =

ˆ =P P

x x

x x

t t

t t

⎧
⎪⎪
⎨
⎪
⎪⎩

…  

( , )d ⋅ ⋅  est une pseudo-distance, i.e., une fonction qui mesure 
l’écart du poids de calage au poids d’échantillonnage (à la 
différence d’une distance, la pseudo-distance n’est pas 
nécessairement symétrique sur ses deux arguments). Le 
programme se résout à l’aide d’un Lagrangien. Dans le cas 
où la distance utilisée est la distance du 2χ  (i.e., ( ,kd w  

2) (1 /2) ( ) / ),k k k kd w d d= −  on trouve comme solution : 
kw = (1 )k kd ′+ λx  (où λ  est le vecteur de taille P des 

multiplicateurs de Lagrange).  
2.2 Calage sur un paramètre complexe xη    
Définition 1 : Soient (1) ( ), , ,Px x P…  variables auxiliaires, 
connues sur s et (1) ( )= ( , ..., )Px xg t tηx  un paramètre com-
plexe, fonction des totaux de ces variables auxiliaires, 
également connu. 

Dans le cas du calage sur le paramètre complexe ,ηx  les 
poids de calage sont obtenus par résolution du programme 
d’optimisation suivant :  

{ }( )

( , )min k k
w k sk k s

d w d
∈∈
∑  

sous contraintes : 
(1) ( ),CAL ,CAL , CAL

ˆ ˆˆ ( , , ) .Px xg t tη = = ηx x…  

Les totaux ( )qxt  n’ont pas besoin d’être connus, seul le 
paramètre complexe ηx  doit l’être.  

Prenons l’exemple du ratio  

(1)

(2)

(1)

(2) .kx k U

kx k U

xt
R

t x
∈

∈

= = ∑
∑x  

L’estimateur par calage de Rx  est de la forme : 
(1)

,CAL (2)
ˆ .k kk s

k kk s

w x
R

w x
∈

∈

= ∑
∑x  

 

L’équation de calage dans le cas d’un calage sur le ratio 
s’écrit : 

(1)

,CAL (2)
ˆ k kk s

k kk s

w x
R R

w x
∈

∈

= =∑
∑x x  

Rx  est une information auxiliaire connue, comme l’est habi-
tuellement le total des variables auxiliaires. Ce cas de figure 
peut se produire lorsqu’on a des proportions bien connues et 
qui par exemple sont stables dans le temps, mais qu’on ne 
connaît pas bien les totaux du dénominateur et du numé-
rateur.  

On a présenté le cas du calage sur un seul paramètre 
complexe, mais on voit qu’il est facile de caler sur plusieurs 
paramètres complexes. Il y a alors autant de contraintes que 
de paramètres de calage.   
2.3 Cas simples où le calage sur paramètre complexe 

peut se ramener au calage sur un total  
Il n’est pas évident de savoir d’emblée si l’équation de 

calage sur un paramètre complexe va pouvoir s’écrire sous 
la forme d’une équation de calage sur un total. En d’autres 
termes, il n’est pas toujours trivial de trouver une « nou-
velle » variable auxiliaire z, associée au paramètre com-
plexe, sur le total de laquelle on va caler.  

Par exemple, cela est assez immédiat pour tous les 
moments d’une variable auxiliaire x (on suppose ici que le 
plan de sondage permet d’estimer parfaitement la taille de la 
population ).N  Si 1

m
m

k U kx N x−
∈∑μ =  est une information 

auxiliaire, alors il suffit de prendre /m
k kz x N=  et de caler 

sur : / .m m
m

k s k kx xw x N∈∑μ = μ  
Si on veut caler sur la variance et la moyenne de la 

variable x en ayant xμ  et 2
xσ  comme information auxiliaire, 

alors on peut utiliser les deux nouvelles variables auxi-
liaires :  

(1) k
k

x
z

N
=  

et 
2

(2) ( )
.k x

k
x

z
N
− μ

=  

En revanche, si on ne connaît pas ,xμ  mais qu’on a 2
xσ  

dans l’information auxiliaire et qu’on veut caler sur cette 
variance, alors les choses se compliquent. Pour s’en con-
vaincre, il faut écrire l’estimateur par substitution de 2

xσ  
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(dans le cas où le plan de sondage permet d’estimer par-
faitement la taille de la population ) :N  

2

2
,CAL

1ˆ .l ll s
x k k

k s

w x
w x

N N
∈

∈

⎛ ⎞⎛ ⎞
σ = −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

∑∑  

Trouver une nouvelle variable auxiliaire z n’est pas 
immédiat, dans la mesure où l’équation de calage initiale 
n’est pas linéaire par rapport au vecteur des poids. Nous 
reviendrons sur le cas de la variance à la section 3.3 de cet 
article.   
Exemple du Ratio  
Proposition 1 : Le calage sur un ratio est équivalent au 
calage sur le total de la nouvelle variable auxiliaire : kz =  

(1) (2) .k kx R x− x  
L’équation de calage s’écrit :  

,CALˆ = = 0.z zt t  

Démonstration : 

(1) ( 2) (1) (2)

(1)

( 2)

,CAL

(1) (2) (1) (2)

, CAL , CAL , CAL , CAL

, CAL

, CAL

ˆ =

( ) = ( )

ˆ ˆ = = 0

ˆ
=

ˆ

z z

k k k k k
k s k U

x x x x

x

x

t t

w x R x x R x

t R t t R t

t
R

t

∈ ∈

⇔ − −

⇔ − −

⇔

∑ ∑x x

x x

x

 

i.e., ,CAL
ˆ .R R=x x   

Fonction d’un ratio de combinaisons linéaires de totaux  
Soit ηx  un paramètre complexe qui est une fonction 

bijective d’un ratio de combinaisons linéaires de totaux :  

= h
′⎛ ⎞α ⋅

η ⎜ ⎟′β ⋅⎝ ⎠
x

x
x

t
t

 (1) 

avec 1= ( , ..., )P′α α α  et 1= ( , ..., )P′β β β  des vecteurs de 
coefficients réels de taille P, et (1) ( )( , , ).Px xt t′ =xt …    
Proposition 2 : Réaliser un calage sur le paramètre 
complexe xη  défini par la fonction (1) est équivalent à 
caler sur le total de la nouvelle variable auxiliaire :  

1= ( ( ) )kz h−′ ′α − η β ⋅x kx  

avec l’équation de calage :  

,CALˆ = = 0.z k k z
k s

t w z t
∈

=∑  

 

 

Démonstration : 

,CAL

1

1

1

ˆ
ˆ = =ˆ

ˆ
= ( )ˆ

ˆ( ( ) ) = 0

( ( ) ) = 0.k
k s

h

h

h

w h

−

−

−

∈

′⎛ ⎞α ⋅
η η ⇔ η⎜ ⎟⎜ ⎟′β ⋅⎝ ⎠

′α ⋅
⇔ η

′β ⋅

′ ′⇔ α − η β ⋅

′ ′⇔ α − η β ⋅∑

x,CAL
x x x

x,CAL

x,CAL
x

x,CAL

x x,CAL

x k

t
t

t
t

t

x

 

On peut prendre la moyenne géométrique comme exemple :  
1/

Geo, = .
N

k
k U

x
∈

⎛ ⎞
μ ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∏x  

On peut réécrire cette expression :  

Geo,

ln( )
= exp .

1
kk U

k U

x
∈

∈

⎛ ⎞
μ ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

∑
∑x  

On note : (1) (2)= ( , ) = (ln( ),1), = (1, 0), (0,1)k k k kx x x′ ′ ′α β =x  
et 11( ) = ( ) = ln( ).exph u u u−−  

On a alors comme nouvelle variable auxiliaire :  

Geo,= ln( ) ln( ) 1.k kz x − μ ⋅x  

Nous allons voir dans la suite de cet article que la mé-
thode des équations estimantes offre une autre approche 
pour exhiber la (les) nouvelle(s) variable(s) auxiliaire(s) z.  

3. Paramètre défini par une équation estimante  
3.1 Principe d’estimation par équation estimante  

Certains paramètres θy  se définissent, ou peuvent se 
définir, comme solution d’une fonction implicite appelée 
équation estimante sur U (Godambe et Thompson 1986), 
i.e. :  

( , ) = 0k
k U∈

Φ θ∑ y y  

avec (1) ( )= ( ,..., )Q
k k ky y′y  le vecteur des valeurs prises par 

les variables d’intérêt pour l’individu k.  
Dans ce contexte, on définit un estimateur de θy  à partir 

de l’échantillon s, noté , ,
ˆ ,ee πθy  qui est la solution de l’équa-

tion estimante sur s (voir, entre autres, Hidiroglou, Rao et 
Yung 2002) : 

, ,
ˆ( , ) = 0.k ee k

k s
d π

∈

Φ θ∑ y y  
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Tableau 1 
Exemples de paramètres définis par des équations estimantes sur U 
 

Paramètres y( ,y )Φ θ k  Équations estimantes sur U 

moyenne μ  ( )k − μy  ( ) 0kk U y∈ − μ =∑  

ratio 1 2/R = μ μ  (1) (2)( )k ky R y−  (1) (2)( ) 0k U k ky Ry∈ − =∑  

médiane m (1 1 / 2)
ky m≤ −  (1 1 / 2) 0

ky mk U ≤∈ − =∑   
On peut donner également l’exemple du coefficient 

d’une régression logistique. Soient (1)y  une variable dicho-
tomique qui prend les valeurs 0 et 1 sur U, et (2)y  une 
variable quantitative. On suppose que la valeur (1)

ky  prises 
par (1)y  pour l’unité k est une réalisation de la variable aléa-
toire (1)

kY  qui suit une loi de Bernoulli 

(2)
0

11, = .
1 exp( )k

k

p
y

⎛ ⎞
⎜ ⎟

+ −β⎝ ⎠
B  

Nous avons limité le nombre de paramètres à un, mais il 
serait aussi simple de considérer le cas multidimensionnel. 
Toutefois, il faudrait donner une définition des équations 
estimantes qui prennent en compte le cas des paramètres 
vectoriels.  

Le paramètre qui nous intéresse est l’estimateur de 0,β  
noté ,β  calculé sur la population finie par la méthode du 
maximum de vraisemblance. L’équation estimante de β  sur 
U sera l’équation du maximum de vraisemblance. La log 
vraisemblance dans le cas de variables de Bernoulli vaut :  

(1) (1)( ) = ln( ) (1 ) ln(1 ).k k k k
k U k U

y p y p
∈ ∈

β + − −∑ ∑L  

On obtient facilement l’équation estimante de β  sur U :  

(2) (1)
(2)

1 = 0.
1 exp( )k k

k U k

y y
y∈

⎛ ⎞
−⎜ ⎟

+ −β⎝ ⎠
∑  

L’équation estimante sur s qui définit l’estimateur ,
ˆ

ee πβ  à 
partir des poids d’échantillonnage est :  

(2) (1)
(2)

,

1 = 0.ˆ1 exp( )k k k
k s ee k

d y y
y∈ π

⎛ ⎞
−⎜ ⎟⎜ ⎟+ −β⎝ ⎠

∑  

L’équation estimante n’est pas linéaire dans le para-
mètre ; ,

ˆ
ee πβ  ne peut pas être exprimé comme une fonction 

simple des observations. 
L’exemple de la régression logistique est très intéressant 

car il met en évidence qu’on n’a pas besoin de connaître 
l’expression de ,

ˆ
ee πβ  pour faire le calage. On verra dans la 

sous-section suivante qu’il suffit d’avoir le terme générique 
de l’équation estimante sur  

(2) (1)
(2)

1, ( , ) = ,
1 exp( )k k k

k

U y y
y

⎛ ⎞
Φ β −⎜ ⎟

+ −β⎝ ⎠
y  

pour tout les .k s∈  

3.2 Calage dans le cas de paramètres définis par des 
équations estimantes  

Soient (1) ( )= ( ,..., ),P
k x x′x  le vecteur des P variables 

auxiliaires connues sur s et ηx  un paramètre complexe, 
également connu, défini par l’équation estimante :  

( , ) = 0.k
k U∈

Ψ η∑ x x  

Définition 2 : Dans le cas du calage sur le paramètre com-
plexe ,ηx  les poids de calage sont obtenus par résolution du 
programme d’optimisation suivant : 

{ }( )

( , )min k k
w k sk k s

d w d
∈∈
∑  

sous contraintes : 
( , ) = 0.k k

k s
w

∈

Ψ η∑ x x  

Proposition 3 : Le calage sur un paramètre complexe ,ηx  
défini par une équation estimante, est équivalent à un ca-
lage sur le total de la nouvelle variable auxiliaire : kz =  

( , ),kΨ ηx x  avec la contrainte de calage 0.k s k kw z∈∑ =   
Définition 3 : Un estimateur par calage du paramètre d’in-
térêt ,θy  noté , ,CAL

ˆ ,eeθy  est solution de l’équation estimante 
sur s pondérée par les poids de calage ( ){ } :k k sw ∈  

, ,CAL
ˆ( , ) = 0.k ee k

k s
w

∈

Φ θ∑ y y  

Dans la plupart des cas la solution de l’équation esti-
mante est unique. La médiane est un exemple de paramètre 
qui peut offrir plusieurs solutions. On prend alors souvent 
l’infimum comme estimateur.   
Proposition 4 : S’il y a unicité de la solution de l’équation : 

, ,CALˆ( , ) 0,k s k ee kw∈∑ Ψ η =x x  alors  

, ,CALˆ = .eeη ηx x  

Démonstration : ηx  est solution de l’équation estimante qui 
définit , ,CALˆ .eeηx  Puisqu’il y a une solution unique, on a 

, ,CALˆ .eeη = ηx x   
3.3 Calage sur une variance  

L’objet de cette section est d’étudier le calage sur la 
variance 2

xσ  qui est un paramètre complexe plus compliqué 
que ceux vus précédemment. On montrera que lorsqu’on a 
uniquement ce paramètre comme information auxiliaire, on 
peut procéder à un calage approché qui fournit des poids de 
calage qui ont de meilleures propriétés que les poids d’échan-
tillonnage. 

Revenons donc sur le cas de la variance. La moyenne xμ  
et la variance 2

xσ  sur U de la variable auxiliaire x  peuvent 
être définies par deux équations estimantes sur U : 
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2 2

( ) 0 (2)

(( ) ) 0. (3)

k x
k U

k x x
k U

x

x

∈

∈

⎧ − μ =
⎪⎪
⎨
⎪ − μ − σ =
⎪⎩

∑

∑
 

Si on connaît ces deux paramètres, le calage sur ceux-ci 
est facile, puisqu’il suffit de caler sur les totaux des deux 
nouvelles variables auxiliaires (1)

xz x= − μ  et (2)z =  
2 2( ) .x xx − μ − σ  

Par contre, si on considère le cas d’école où la moyenne 
xμ  n’est pas connue, alors le paramètre 2

xσ  ne peut pas être 
défini par une équation estimante unique. En effet, si on 
remplace xμ  par sa définition explicite  

=
1
ll U

x
j U

x
∈

∈

μ ∑
∑

 

dans l’équation (3), on obtient l’équation 
2

2 = 0,
1
ll U

k x
k U j U

x
x ∈

∈ ∈

⎛ ⎞⎛ ⎞⎜ ⎟⎜ ⎟− − σ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

∑∑ ∑
 

qui ne peut pas s’écrire sous la forme d’une équation esti-
mante : 2( , ) 0.k U x kx∈∑ Ψ σ =  

xμ  apparaît donc comme un paramètre de nuisance 
(Binder 1991). Pour contourner cette difficulté, on peut le 
remplacer dans l’équation (3) par son estimateur par 
substitution : , ,

ˆˆˆ / ,x xt Nπ π πμ =  avec ˆ 1k s kN d∈π ∑=  l’esti-
mateur Horvitz-Thompson de la taille de la population U. 
On obtient alors comme équation de calage « approchée » :  

 
2

, 2
ˆ

= 0.ˆ
x

k k x
k s

t
w x

N
π

∈ π

⎛ ⎞⎛ ⎞⎜ ⎟− − σ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
∑  (4) 

Proposition 5 : Avec l’équation estimante (4), le calage sur 
la variance n’est pas parfait et nous avons :  

  
2

, ,CAL2 2
, ,CAL

CAL

ˆ ˆ
ˆ = .ˆ ˆ

x x
x ee x

t t
N N

π

π

⎛ ⎞
σ σ − −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (5) 

Démonstration : 
 

• L’équation de calage « approchée » est l’équation (4).  
• La définition des estimateurs par calage des para-

mètres :  
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Ce qui peut se réécrire :  
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• Si on fait la différence terme à terme de l’équation de 
calage approchée et de la deuxième équation estimante, 
on obtient :  
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En utilisant l’identité : 2 2 ( )( ),a b a b a b− = − +  on a :  
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Ce qui correspond bien à l’expression de 2
, ,CALˆ x eeσ  

donné par l’équation (5). 
 
Ce résultat est intéressant car, à défaut d’un calage exact, 

on a un estimateur par calage de 2
xσ  qui est asymptotique-

ment plus précis que l’estimateur par substitution 2
,ˆ .x πσ  En 

effet, si on se place dans le cadre asymptotique habituelle-
ment utilisé en sondage et qu’on utilise la linéarisation des 
estimateurs complexes (Deville 1999), on a :  
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et  

, ,CAL2 2 1/2
, ,CAL

CAL

ˆ ˆ 1ˆ( ) = = .ˆ ˆ
x x

x ee x p
t t

O
nN N

π

π

⎛ ⎞ ⎛ ⎞σ − σ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠
 

Ce qui donne :  
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2 2
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4. Conclusion  

Cet article a présenté une méthode simple pour réaliser 
un calage dans le cas où l’information auxiliaire prend la 
forme d’un paramètre complexe. Cette méthode s’appuie 
sur la notion d’équation estimante. Son gros avantage est 
qu’elle peut être mise en oeuvre avec les logiciels actuels de 
calage. 

Une piste de recherche intéressante serait d’étudier dans 
quels cas pratiques l’utilisation de paramètres complexes 
dans le calage améliore la précision des paramètres 
d’intérêt.   
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