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A propos de I’efficacité de I’échantillonnage
a probabilitée proportionnelle a la taille aléatoire

Paul Knottnerus !

Résumé

Dans le présent document, on examine I’efficacité de I’estimateur Horvitz-Thompson au moyen d’un échantillon systéma-
tique de probabilité proportionnelle a la taille (PPT) tiré d’une liste en ordre aléatoire. Plus précisément, I’efficacité est
comparée avec celle d’un estimateur par quotient ordinaire. Les résultats théoriques sont confirmés d’une maniere empirique
a I’aide d’une étude de simulation basée sur des données hollandaises de I’Indice des prix a la production.

Mots clés :
d’autocorrélation d’échantillonnage.

1. Introduction

Lorsque la variable y a I’étude dans une population de
N unités est plus ou moins proportionnelle a une variable
de taille x, on peut s’appuyer sur I’estimateur par quotient
d’un échantillon aléatoire simple (EAS) de taille n sans
remplacement. Un estimateur de rechange en pareil cas est
I’estimateur Horvitz-Thompson (HT), associé a un échan-
tillon systématique a probabilité proportionnelle a la taille
tiré d’une liste en ordre aléatoire, ci-aprés appelé I’échan-
tillon PPT aléatoire.

Ces dernieres années, plusieurs auteurs ont étudié les
procédures d’estimation de la variance pour I’estimateur HT
a partir d’'un échantillon PPT aléatoire. Voir, entre autres,
Brewer et Donadio (2003), Cumberland et Royall (1981),
Deville (1999), Knottnerus (2003), Kott (1988 et 2005),
Rosén (1997) et Stehman et Overton (1994). Pour une com-
paraison entre I’efficacité de I’estimateur par quotient et
celle de I’estimateur PPT aléatoire, le lecteur est invité a
consulter le rapport de Foreman et Brewer (1971), Cochran
(1977) et les références fournies dans le présent document.
L’un des inconvénients de ces comparaisons est que la
correction pour population finie n’est pas prise en compte.
Hartley et Rao (1962) tiennent compte de la correction pour
population finie, mais sans formule explicite pour I’effi-
cacité. En examinant de plus pres les résultats de Gabler
(1984), Qualité (2008) démontre que I’estimateur HT con-
nexe d’un échantillonnage réjectif de Poisson de taille n est
plus efficace que I’estimateur de Hansen-Hurwitz pour un
plan d’échantillonnage avec remplacement. Aucune formule
pour I’efficacité accrue n’est toutefois donnée.

Le principal objectif du présent document est d’établir
des formules pour I’efficacité de I’estimateur PPT aléatoire
par rapport & I’estimateur par quotient. A cette fin, nous
présentons une formule simple pour la variation de la taille
de I’échantillon requise pour maintenir la méme variance
lorsqu’un estimateur PPT aléatoire est remplacé par un

Estimateur de Horvitz-Thompson ; Indice des prix a la production; estimateur par quotient; coefficient

estimateur par quotient. De la perspective du plan de son-
dage, ces formules sont valides lorsque n = o(N), pour
N — oo, Cette condition suggére que la correction pour
population finie peut étre omise pour ce genre de plan
d’échantillonnage. Fait étonnant, comme nous le verrons
dans un exemple a la section 4, I’échantillonnage PPT aléa-
toire peut réduire la variance de plus de 30 % compara-
tivement a I’échantillonnage PPT avec remplacement,
méme lorsque la fraction d’échantillonnage n/N est beau-
coup plus petite que 30 % ; voir aussi Kott (2005, page
436). De plus, les formules demeurent appropriées d’une
perspective basée sur un modéle lorsque n et N sont du
méme ordre, a condition que N soit grand et que le modéle
hypothétique pour les observations Y, (i =1,..., N) satis-
fasse a des conditions peu contraignantes.

Les grandes lignes du document sont décrites ci-aprés. La
section 2 décrit une expression de rechange pour la variance
de I’estimateur HT en fonction du coefficient d’autocorre-
lation de I’échantillonnage. L’estimateur de variance corres-
pondant pour I’échantillonnage PPT aléatoire est prouvé
comme non négatif avec une probabilité 1. La section 3
présente les formules pour I’efficacité de I’estimateur PPT
aléatoire par rapport a I’estimateur par quotient pour divers
modeles de données souvent rencontrés dans la pratique. La
section 4 montre un exemple de données sur I’indice des
prix a la production aux Pays-Bas, qui illustre les gains
d’efficacité considérables qui peuvent étre obtenus en
pratique. Un contre-exemple démontre que I’échantillon-
nage PPT aléatoire n’est pas toujours avantageux. Le docu-
ment se termine par un sommaire.

2. Une autre expression de la variance
pour I’échantillonnage PPT aléatoire

Si I’on suppose une population U = {1, ..., N}, et que
s est un échantillon de taille fixe n tiré de U sans
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remplacement en fonction d’un plan d’échantillonnage
donné, avec des probabilités d’inclusion du premier ordre de
m; et des probabilites d’inclusion du deuxiéme ordre de
m (i, j=1..N). Lestimateur HT de la population
totale, Y = X,Y;, est defini par Y, =Z.Y/m.
Supposons qu’il y a une mesure de la taille relative X;
(Cest-a-dire X = X, X, =1), de maniére a ce que
X, <1/n. En fait, on présume ici que les unités ou
X, >1/n sont regroupées dans une strate de certitude
distincte. Lorsque les =; sont proportionnels a ces mesures
de lataille, m; = nX;. En définissant que Z; =Y;/X;, nous
pouvons écrire Y comme moyenne pondérée de Z;, c’est-
a-direque Y =p, = %, X;Z;,. De méme, nous pouvons
écrire I’estimateur HT de Y dans I’échantillonnage PPT
aléatoire comme Y, = Yo, = Z,, ou Z, est la moyenne
de I’échantillon de Z,.

La variance de I"estimateur PPT aléatoire Yo, est

S

var(Yopr) = n—lzZZ (m —mm)) ZiZ; @)

ieU jeU

Z > (5 —

2
2n ieU jeU

Tclnj)(zi - Zj)2 2

ou m; = m,. Lapremiére équation est attribuée a Horvitz et
Thompson (1952), et la deuxieme, a Sen (1953) et a Yates
et Grundy (1953). L’expression de rechange suivante pour
la variance est mieux adaptée a nos besoins :

2

Var(Veer) = Var(z) = {L+ (\=Dp, 3= @)
ol 67 = Yy X (Z; — )% et

i Zi_“z Zj_ul
;;n(n_l)[ . j( . j @

Pour une preuve de (3), voir Knottnerus (2003, page 103).
Soulignons que o2/n aurait été la variance si I’échantillon
avait été tiré avec remplacement, avec des probabilités de
tirage de X.

Le coefficient d’autocorrélation de I’échantillonnage p,
dans (4) est une généralisation du coefficient de corrélation
interclasse plus courant p dans I’échantillonnage systé-
matique avec probabilités égales ; voir, par exemple, Cochran
(1977, pages 209 et 240) et Sérndal, Swensson et Wretman
(1992, page 79). Soulignons que p, est un paramétre de
population fixe. L’expression autocorrélation d’échantillon-
nage est employée parce que p, désigne I’autocorrélation
entre deux observations sélectionnées au hasard, disons z,
et z,,, a partir de s. Par conséquent, la valeur de p, dé-
pend du plan d’échantillonnage. Plus précisément, dans le
cas d’un échantillonnage avec remplacement, p, = 0, tan-
dis que selon ’'EAS, p,= -1/(N-1).
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Bien que les expressions exactes pour m; selon I’échan-

tillonnage PPT aléatoire soient disponibles, elles peuvent

étre lourdes lorsque N est grand. Pour une expression

exacte, voir Connor (1966) et pour une modification, voir

Hidiroglou et Gray (1980). Nous utilisons ici une approxi-

mation proposée par Knottnerus (2003, page 197) :
XX =X = X))

ik :n(n_l)y(l—ZXi)(l—ZXj) ©

X
==+=) . —,
=3 22'€U1—2xi

Il a été démontré que ces
deuxieme ordre pour m;; :

Zi,jeU(j#i)nij =n(n-1),

ji satisfont aux restrictions de

et

Zjeu(jﬂ)nij =(-Ym.

En outre, (5) est correct pour I’'EAS lorsque n < N, tandis
que m;, coincide avec m;g, en fonction des plans spéciaux
proposés par Brewer (1963a) et Durbin (1967) pour les
echantillons PPT, ot n = 2. De plus, I’élément m;, dans
(5) peut étre écrit sous forme factorisée, comme proposé par
Brewer et Donadio (2003). Autrement dit,

T = o (¢ +¢;) /2, (6)

et
¢, =(n-1/ny-2X,).

Une implication de [I’approximation (5) est que
T /n(n=1) ne dépend pas de n. Par conséquent, I’ap-
proximation correspondante de p, ne dépend pas de n
(rappelons que nous avons présumé que X; <1/n).

Cette non-dépendance a n serait également survenue si
nous avions utilisé I’approximation proposée par Hartley et
Rao (1962) pour I’échantillonnage PPT aléatoire :

Tjr = n(n —1)Xin

2 2
L+ X+ X = py+ 2(X7+ X5+ X, X)

= 3p, (X + xj_l"lx_ zzieuxi3)}l (M
ol u, =%, X7 (rappelons que p, = =, X; Z;). Mani-
festement, ., /n(n — 1) ne dépend pas de n. A I’époque,
Hartley et Rao ont supposé que n =0(1) lorsque N —oo0.
De plus, en se reportant & une conversation privée avec
J.N.K. Rao, Thompson et Wu (2008) déclarent que I’ap-
proximation (7) est valide lorsque n=0o(N) lorsque
N —co. Pour un exemple ou (5) et (7) ne peuvent pas étre
utilisés pour toutes valeurs de n et N, voir I’'annexe A.
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Etant donné que (5) et (7) entrainent des approximations
pour p, dans I’échantillonnage PPT aléatoire qui sont
p,{1+0(1)} lorsque N — oo, avec n = o(N), (5) peut étre
utilisé pour calculer p, dans la pratique lorsque n << N et
que N est grand. Pour faciliter I’exposé, on présume ici
qu’il y a une constante positive ¢, de sorte que p, < —c/N.
Voir aussi Kott (2005, page 436), qui explique I’estimation
de la variance sous I’échantillonnage PPT lorsque n =
O(N 2/3).

Supposons que y = 1+ p, + O(L/N?) et que p, =
O (/N) (qui suit selon les conditions du théoréme 1 ci-
apres). Il n’est pas difficile de voir que, aprés élimination
des termes O(1/nN), ¢; dans (6) est identique a Cs=
(n-1) /{n@+ pn,—2X,)}. Cette derniére expression est
I’équation (11) de Brewer et Donadio, qui est basée sur
Tijr €N (7).

L’approche proposée ici est un peu différente de
Knottnerus (2003). D’abord, réécrivez (5) comme suit

X X
my = n(n -9 2 M2 A2 g
Y \1-2X,  1-2X,

En remplagant (8) dans (4), nous obtenons une nouvelle
approximation simple pour p, :

Y XiX;[ 12 12 \(zZ-Y\Z~Y
pz ieU jeU Y 1—2Xi Il—2Xj o o
j#i

z z

e
=0-— Z

x2 (z-vY o
Sy(-2x)\ o, ) ©

A la deuxiéme ligne, nous avons utilisé I'égalite ; ; myv; =
Y jm;v; lorsque m; =m;. A la derniere ligne, nous
avons utilise Xy X;(Z; - Yl =0.

Ensuite, supposons que X indique la moyenne de la
population de X, ..., X, et définissons o2 et V> par

Gi = ZiEU Xi(xi - “’x)za

et

X

V7i= (X = X)?IN,

respectivement. Dans le théoreme suivant, (9) est encore
plus simplifié.

Théoréme 1. On suppose que (Z;-Y)/c,= O(1), lorsque
N — o et qu’il y a des constantes positives ¢ et C, de
sorte que V,/X<c o,/pu,<c et 0<X; <C<1/2.
Ainsi, pour de grandes valeurs de N et n << N,
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_ ZieU X (Z-YYy 1 1
T X @YY {“ O(Wj} +O(WJ' (10

Preuve. Comme X = 1/N, on conclut des suppositions qui
précédent que la moyenne pondérée p [=ZX’=N(Vz2+
X?)] est de I’ordre de 1/N et donc, o,= O(1/N). Comme
(L-2X,)"=1+2X,;+O(X/) pour 0<X,<C<1/2, p,,
de (9) peut étre écrit lorsque N — oo, comme

b, = _zﬁ(zi i ]2 " %o(z xfj,

ieu Y GZ ieU

ol Yy X' =2+ pui=0O(N?), et

y - %Jr LS X+ 2%, + 0(x2)}

ieU

1 1
:l+ “’X +O(Wj:1+o(ﬁj,

dont suit (10). Voila qui conclut la preuve.
En substituant (10) dans (3), nous obtenons
2

- o, n-1
var (Yopr) = . —= Y XHZ; - YY)

ieU

== XfL- (0 -)X;}Z, -Y)% (12)

ieU

1
n
une équation qui est également proposée par Hartley et Rao
(1962). Il convient de souligner que I’approximation (10)
découle également directement de la substitution de I’ap-
proximation simple m;,, =n(n—1)X;X; dans (4). De
méme, I'utilisation de m;,, donne lieu a une expression
semblable a (9), et donc, a (10). De plus, I'utilisation directe
de m;,e a (1) ou (2) pour le cas ’EAS, ol X;=X;=1/N
pourrait entrainer des erreurs de plus de 100 % pour les
populations ol Y = Vy2 ; voir Knottnerus (2003, pages 274-
6). Donc, (1) et (2) sont plus sensibles aux petites erreurs
dans m; que (3) et (4). Qui plus est, soulignons que lorsque
n est petit & un point tel que Inp,| << 1, nous pouvons
établir que p, = 0, ce qui donne la formule de variance
avec remplacement de Hansen et Hurwitz (1943).

Pour estimer (3) au moyen de p,, comme précédem-
ment, dénotons par z,, une observation choisie au hasard de
S. Nous obtenons alors

o? = var(z,) = var{E(z, |s)} + E{var(z, |s)}

= var(z,) + E(n—_lsfj
n
ol
-1 -7.)?
z n—lzies( i s)
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Maintenant, & partir de (3), on constate que s> /(L - p,) est
un estimateur sans biais pour 2. Lorsque p, est trés petit,
le terme (1—p,) peut étre omis. Lorsque n est assez grand,
le ratio p, de (9) peut étre estimé comme suit

A ziesxi (Zi_z-s)zl”};(l_zxi)
P = Zies (Zi _2-5)2
1 1 1

y==+— > :
175 o0 &is1 x|

ou

Comme 7 >1 et X, <1/n, nous obtenons p,,>-1/(n—-2).
Pour le biais d’un ratio estimatif lorsque n est petit, voir
Cochran (1977, page 160).

De méme, I’élément p, dans (10) peut étre estimé
comme suit

XX @) a4
Zies(zi_z-s)z - n

n-1
Donc, en remplagant o> et p, dans (3) par s2/(1—p,,,) et
P,100 FESPECtivement, on obtient un estimateur de variance
non négatif avec une probabilité de 1. On peut en dire autant
pour p,o, lorsque X; <1/(n+1). L’estimateur pour
var(\fPPT) ainsi obtenu devient

{L+(n-1)p,}s’
n(l - ﬁz9)

En outre, pour les valeurs modérées de N, I’estimateur p,,
a probablement de meilleures propriétés que p,,, parce que
les éléments m;, sous-jacents a (9) satisfont exactement
aux restrictions de deuxiéme ordre sans égard aux valeurs de
n etde N.

Pzo0 = —

var, (Yepr) =

3. Efficacité de Y,,, pour grandsn et N

3.1 Formules d’efficacité
Comme X =1, I’estimateur par quotient pour Y devient
> XZ;
— (IS .
> X
les
Lorsque n est assez grand, I’approximation souvent utilisée
pour sa variance est la suivante
7 N (N 2
var = X Z, =Y 12
(Yr) = (N 1) ZU‘, ( ) (12
A partir de (3) et (12), on peut constater que I’efficacité de
Yepr Parrapporta Y, peut étre écrite comme suit
vty (N-mT XY
PIR T var (Yopr ) {a+(n-0ps>

Yr =

| |;<|

%1
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en supposant que N / (N —1) ~ 1. Lorsque I’on combine

(10) et (13), on obtient

_(N - n) P

1+(n-1p,
Supposons maintenant que les observations Y, satisfont

au modele :

EﬁP/R = (14)

Yi = uX; + g, (15)
ot E(g) =0, E(g])=c"X?, et E(ge;) =0 (i # j). Par
conséquent, pour Z;, nous obtenons Z,=p+u;, oOU
E(u)=0, E(u)=0"X"? et E(uu;) =0(i=j). D’aprés
Kott (1988), 6 se trouve souvent entre 1 et 2. Voir aussi
Brewer (1963b). Brewer et Donadio (2003) ont démontré
gu’en supposant un modeéle comme (15), (7) et donc (10) et
(14) se maintiennent lorsque n et N sont du méme ordre
lorsque N — oo, De plus, lorsque N est suffisamment
grand, nous pouvons remplacer Y, ainsi que le numérateur
et le dénominateur dans (10) par les valeurs attendues du
modéle, ce qui donne

— __“ieu ‘i ) (16)

Dans les prochaines sous-sections, nous examinons de plus
prés la relation entre & et I’efficacité de Yppr.

3.2 Efficacité de Yppr Si 8 = 2

Comme § =2, (16) donne p, = -%, , X7 = —p,, ce
qui peut également étre écrit comme suit
1
P, = _W(l +CV), (17)

parce que

VZ+ X2 = X1+ CVY),

_sz
ieU

ol X =1/N et CV, =V, /X est le coefficient de variation
de X;. Lorsque I’on remplace (17) dans (14), on obtient

(N —n)(L+CV?)
N—-(n-1)@+CV?)

Par conséquent, si 6 = 2, I’efficacité de I’échantillon PPT
aleatoire est elevée lorsque la variabilité de X; est élevee.
Lorsque CV, = 0, I’échantillonnage PPT aléatoire équivaut
a I’échantillonnage EAS et manifestement, Eff,,; =1, en
supposant que (N —n+1) ~ (N —n); soulignons que
cette hypothése se maintient lorsque N est suffisamment
grandetque n/N < f; < 1.

Soulignons qu’en remplagant n = n.,; (L + CV?) dans
(12), on obtient a peu pres le méme résultat qu’en (3) et (10)
en remplagant n par ngp. Ainsi, lorsque CV,= 15,
I’échantillonnage PPT aléatoire dont la taille de I’échantillon
Nepr = 100 est aussi efficace que I’estimateur par quotient
d’un EAS de taille ng,g=325. D’une maniére plus

Effo/r =
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générale, en supposant que (n—1)/n ~1, on constate a
partir de (3), (10) et (12) qu’un estimateur par quotient d’un
EAS de taille ng,g est aussi efficace qu’un échantillon PPT
de taille n.,; lorsque

Neas = —Nppr P, N. (18)

3.3 Efficacité de \fPPT pour & < 1 par rapport a
6>1

Un autre cas spécial est & = 1. A partir de (16), p, =
—1/N lorsque & =1. Ensuite, on constate d’apres (14)
qu’en vertu du modgle (15), Eff,,, =1+ O(N™), acondi-
tion que n/N < f, <1, lorsque N — oo sans égard a la
valeur de CV,. De plus, on peut demontrer que Eff,; est
une fonction croissante de 5. Cette théorie est prouvée ci-
aprés au Lemme 1. Par conséquent, pour 8 <1, I’estima-
teur PPT aléatoire est moins efficace que I’estimateur par
quotient, alors que pour & > 1, I’estimateur PPT aléatoire
est plus efficace que I’estimateur par quotient.

Lemme 1. Supposons que Eff, ; etque p, sont définis par
(14) et (16), respectivement. Si V.2 > 0, alors Eff,, est
une fonction croissante monotone de 6.

Preuve. Ecrivez p, a partir de (16) comme une moyenne
pondérée de X; (négatif).
P, = —u(®) = —ZWiXi,

ieU
ou

X
W, = —— [Notons que p, = u(2)].

I ZieU Xibil

Supposons que X; > X (i= j), et définissons h(3) comme
w/w; = (X;/X;)°%. Etant donné que h(5) augmente en
fonction de &, le poids du grand X; augmente
comparativement a celui de X; lorsque & augmente. Par
consequent, u(d) augmente et p, décroit en fonction de 3.
II suffit donc de démontrer que Eff,,; diminue en fonction
de p,. En écrivant (14) comme

—(N-n)
EffP/R = T3 T U
p, + (n _1)

on constate que Eff,,; diminue effectivement en fonction
de p,. Voila qui conclut la preuve.

3.4 Une structure de rechange parmi les
perturbations

Enfin, supposons que la variance des perturbations a (15)
est de la forme suivante :

107

var(g;) = ¢ X; + C, X/ (0<c,c, <1).

Voir Kott (1988). Pour ce cas, nous obtenons par analogie
avec (16)
P, = _Z o; Xj,
ieU
ou
ZieU (1 + (I)x')

lorsque ¢ =0, p,=—-1/N. Ainsi, lorsque c, = 0, I’effi-
cacité de I’échantillonnage PPT est seulement équivalente a
I’estimateur par quotient ordinaire de I’EAS. Dans la méme
veine que la preuve du Lemme 1, on peut démontrer que p,
diminue en fonction de ¢, tandis que Eff, ; augmente en
fonction de ¢. Par conséquent, dans ce cas-ci, I’estimateur
PPT aléatoire est toujours plus efficace que I’estimateur par
quotient lorsque c, est positif.

et p=c,/c

4. Une application de I’Indice des
prix a la production

L’Indice des prix a la production (IPP) des Pays-Bas est
basé sur environ 2500 indices de prix de marchandises,
organisés par type de produit. L indice de prix pour un pro-
duit précis peut étre écrit comme suit

V=2 Xidi

ou Z, est la variation des prix pour ce produit de I’éta-
blissement i par rapport & la période de base, tandis que X;
représente les ventes relatives de ce produit par I’établis-
sement i pendant la période de base (rappelons que
X =1).

Dans I’exemple donné ici, nous examinons les variations
de prix de 70 établissements pour le produit Métal de base
en décembre 2005 par rapport a décembre 2004 ; voir le
tableau 1. Nous comparons la variance de I’estimateur par
quotient d’un échantillon EAS a la variance de I’estimateur
HT d’un échantillon PPT aléatoire lorsque n=9. En
appliquant (12) a ces données, on obtient var(\fR) =101. Si
I’échantillon avait été tiré avec remplacement, la variance
aurait été de 116. En appliquant (3) et (9) pour un
échantillon PPT aléatoire, on obtient Vaf(\?ppw) =29,9. Ce
résultat tient compte de vy et est proche du résultat
VM =292 d’une expérience de simulation comprenant
80 000 échantillons PPT aléatoires de taille n =9 a partir
de I’ensemble de 70 établissements. Ainsi, Eff,; =3,5.
Etant donné que la formule (12) pour var(\fR) est seulement
asymptotiquement sans biais, nous avons également effec-
tué des simulations pour évaluer I’erreur quadratique
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moyenne (EQM) et le biais de Y, pour obtenir EQM§™=
108 et un biais relativement petit de 0,7. Voila qui confirme
la conjecture que (12) donne une sous-estimation importante
de la variance réelle ; voir Cochran (1977). Par conséquent,
pour des échantillons moderés, la véritable valeur de Eff; g
pourrait étre quelque peu plus élevée que (14) le suggere.

De plus, il convient de souligner que la formule sim-
plifiée (10) pour p, combinée a (3) donne presque le méme
résultat var(Yoo;) = 30,7, méme si N = 70 n’est pas trés
grand. La variance PPT avec remplacement aurait été de
43,8. Par conséquent, la réduction de la variance pour
I’échantillonnage PPT aléatoire est supérieure a 30 %,
méme si la fraction d’échantillonnage n/N est bien plus
petite. Selon (18), la formule (12) ou ng,s =26 donne & peu
prés le méme résultat que (3) ou n,,; =9; nota: p,=
—0,042. Par conséquent, la taille des échantillons diverge

d’un facteur 2,9, ce qui correspond plus ou moins au facteur
(L +CV?) = 3,1 de la sous-section 3.2. Il ne faut pas s’en
étonner, parce que les fluctuations de prix et leur variabilité
ne dépendent guere de la taille des entreprises. L’ajustement
d’une régression bilogarithmique

In(Z, -Y)* =a +BInX; +v, (19)

donne lieu a I’estimation B = 0,07 pour les données dans le
tableau 1 ; les unités ol Z, =Y devraient étre omises dans
la régression. L’estimation B = 0,07 correspond a § =2,07
pour les perturbations dans (15), ce qui explique la supé-
riorité de I’échantillonnage PPT aléatoire pour ce type de
données. De plus, pour d’autres marchandises, § se situait
souvent autour de 2 ; voir Enthoven (2007).

Tableau 1
Variations des prix (Z;) et tailles (X;) de 70 établissements

i variation des prix taille i variation des prix taille
1 -18,4 % 0,0608 36 34,8 % 0,0427
2 -16,0 % 0,0784 37 131 % 0,0121
3 33% 0,0762 38 31,7% 0,0351
4 125 % 0,0100 39 -24,8 % 0,0074
5 0,0 % 0,0029 40 55,3 % 0,0009
6 8,3% 0,0006 41 40,5 % 0,0066
7 -39,0 % 0,0182 42 34,6 % 0,0022
8 -25,1% 0,0020 43 1,7% 0,0001
9 11% 0,0040 44 0,0 % 0,0039
10 4,4 % 0,0066 45 39% 0,0304
11 -4,9 % 0,0039 46 25,4 % 0,0209
12 -8,9 % 0,0070 47 25,6 % 0,0062
13 -7,0% 0,0148 48 0,0 % 0,0033
14 -15,0 % 0,0108 49 -0,3% 0,0019
15 -10,7 % 0,0087 50 66,6 % 0,0346
16 -9,0 % 0,1079 51 0,0% 0,0039
17 -11,3% 0,0247 52 -2,9% 0,0007
18 10,6 % 0,0024 53 15,8 % 0,0011
19 -23,2% 0,0001 54 0,0 % 0,0026
20 -25,4 % 0,0001 55 0,0 % 0,0018
21 -80,7 % 0,0002 56 116 % 0,0057
22 13,4 % 0,0005 57 0,0 % 0,0042
23 -42,5 % 0,0010 58 0,0 % 0,0236
24 -34,8 % 0,0014 59 -1.5% 0,0015
25 -30,0 % 0,0126 60 0,0 % 0,0003
26 8,0 % 0,0530 61 11,7% 0,0067
27 0,0 % 0,0208 62 0,0 % 0,0012
28 2,1% 0,0119 63 0,8 % 0,0040
29 113% 0,0208 64 2,0% 0,0009
30 0,7 % 0,0322 65 2,3% 0,0018
31 9,5% 0,0447 66 4,7 % 0,0026
32 115% 0,0018 67 0,9 % 0,0064
33 5,8 % 0,0174 68 -1,0 % 0,0309
34 -6,9 % 0,0197 69 -0,5% 0,0005
35 0,0 % 0,0124 70 0,0 % 0,0006
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Nous concluons cette section par un exemple succinct
démontrant que la PPT n’est pas toujours meilleure que
I’estimateur par quotient. Bien que les données dans le
tableau 2 pour une population de cing unités soient arti-
ficielles, un modele de données de ce genre pourrait sur-
venir dans les succursales financieres ou de tres petites
entreprises financiéres peuvent grandir trés vite a I’égard de
certaines variables financiéres. Cette forte variabilité des
taux de croissance des petites entreprises entraine une faible
valeur pour 8. Pour un échantillon EAS ol n = 2 pour les
cing unités au tableau 2, la variance de I’estimateur par
quotient est de 211 selon (12); les simulations donnent
EQME™ = 323, C’est beaucoup moins que la variance de
557 déterminée dans une simulation comportant 80 000
échantillons PPT aléatoires de taille n = 2. La formule (3)
agencée a (9) donne le méme résultat: 557. Ce serait
également la bonne variance si I’échantillon avait été tiré
selon Brewer (1963a) ou Durbin (1967). La formule (11),
basée sur (10), donne une valeur légérement différente :
556.

La régression (19) avec les données du tableau 2 donne
B=-3,0, etdonc & =—1,0. Conformément aux résultats de
la sous-section 3.3, cette faible valeur S = -1,0 explique
pourquoi Yy, est moins efficace que Y, dans cet exemple.
De plus, I"estimateur direct ordinaire Ny, d’un échantillon
EAS a une variance de 356, qui est encore plus petite ici que
la variance dans I’échantillonnage PPT aléatoire, sachant
que Y, est la moyenne de I’échantillon de ;. Par consé-
quent, pour ce type de données, I’estimateur par quotient est
la meilleure solution. Rappelons que I’estimateur par quo-
tient a une plus petite variance que Ny, lorsque b>Y /2X,
ou b est la pente de la droite de régression de Y; sur X, et
une constante (i =1,..., N); voir Knottnerus (2003, page
117). Ainsi, les données Y; (= X;Z;) dans le tableau 2 ne
présentent certainement pas une tendance stable.

Tableau 2
Taux de croissance des biens (Z;) et taille (X;) de cing
établissements

i Taux de croissance Taille
1 200 % 0,0455
2 33% 0,1364
3 75 % 0,1818
4 33% 0,2727
5 62 % 0,3636

5. Sommaire

Le présent document compare la variance de I’estimateur
HT Y. a partir d’'un échantillon PPT aléatoire avec la
variance de I’estimateur classique par quotient Y, & partir
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d’un échantillon EAS de la méme taille. Dans cette com-
paraison, le coefficient d’autocorrélation de I’échantil-
lonnage p, joue un role capital.

Lorsque les tendances des données des variables x et
z (= y/x) sont telles que p, <-1/(N —1), on peut
démontrer dans certaines conditions peu contraignantes que
Yooy est plus efficace que Y, lorsque n et N sont assez
grands, & condition que X, et Z; soient sans corrélation. En
vertu du modgle (15) ol E(e?) = 6°X;’, on constate que
p, <-1/(N —1) lorsque & > 1. Par conséquent, pour ce
type de données, il faut préconiser VPPT. De plus, il ressort
de (14) et (16) que pour & = 2, Iefficacité relative de
I’échantillonnage PPT comparativement & celle de I’estima-
teur par quotient augmente parallélement au CV,. En outre,
il faut privilégier \?R lorsque les données correspondent & un
modéle ol & < 1. Ces résultats sont confirmés de facon
empirique avec une étude de simulation axée sur deux
différents ensembles de données. Lorsque le modéle (15) ne
s’applique pas, I’efficacité relative de VPPT est donnée par
(14), a condition que n soit grand et que N soit relative-
ment plus grand. En pratique, le p, inconnu dans (14) est
remplacé par p,,. Le fait que n << N ne signifie pas
nécessairement que le facteur (n —1)p, dans (3) est tou-
jours négligeable.
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Annexe A

Contre-exemple

Les équations (5) et (7) ne peuvent pas toujours étre
utilisées pour I’échantillonnage PPT aléatoire lorsque n et
N sont du méme ordre, tandis que X; et Z; sont corréles.
Pour le constater, supposons une population U composée
de deux groupes, U, et U,, avec des moyennes de V, et
Y,, respectivement. Les deux tailles de strates sont N /2.
Supposons que s est un échantillon PPT aléatoire de taille
n = 3N /4 tiré de I’ensemble de la population U. Sup-
posons que X; est tel que

1 si
T =nX; = .
0,5 si

De toute évidence, le groupe 1 ne contribue pas a la va-
riance. Les unités sélectionnées en s de U, constituent un

ieU;

ieU,.
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échantillon EAS ordinaire de taille N /4. Par conséquent,
pour I’échantillonnage PPT aléatoire, la bonne formule de
variance dans cet exemple est la suivante

. NY/(, 1)S:, Ns?
wartion) = (5] (13 7 =2

et
s2, -2 v,)?
2 = N =g e, ( ~Y2)"

Cependant, I’approximation (11) donne un résultat complé-
tement différent et plus grand, a moins que Y, = 2V,.
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