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Estimation de la variance par  
répliques sous échantillonnage à deux phases 

Jae Kwang Kim et Cindy Long Yu 1 

Résumé 
Dans l’échantillonnage à deux phases pour la stratification, l’échantillon de deuxième phase est sélectionné selon un plan 
stratifié basé sur l’information observée sur l’échantillon de première phase. Nous élaborons un estimateur de variance 
corrigé du biais fondé sur une méthode de répliques qui étend la méthode de Kim, Navarro et Fuller (2006). La méthode 
proposée est également applicable quand la fraction d’échantillonnage de première phase n’est pas négligeable et que le 
tirage de l’échantillon de deuxième phase se fait par échantillonnage de Poisson avec probabilités inégales dans chaque 
strate. La méthode proposée peut être étendue à l’estimation de la variance pour les estimateurs par la régression à 
deux phases. Les résultats d’une étude par simulation limitée sont présentés. 
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1. Introduction  
L’échantillonnage à deux phases, introduit pour la 

première fois par Neyman (1938) et parfois appelé échan-
tillonnage double, est une méthode d’échantillonnage ren-
table. On y recourt habituellement quand la collecte des 
données sur les variables d’intérêt coûte très cher, mais qu’il 
est relativement peu coûteux de recueillir des données sur 
des variables corrélées aux variables d’intérêt. L’échantil-
lonnage à deux phases a des applications sous diverses 
formes (par exemple, Rao 1973 ; Cochran 1977 ; Breidt et 
Fuller 1993 ; Rao et Sitter 1995 ; Hidiroglou et Särndal 1998 ; 
Fuller 1998 ; Hidiroglou 2001 ; Fuller 2003). L’échantillon-
nage à deux phases pour la stratification fait référence à la 
situation où l’observation provenant de l’échantillon de 
première phase est utilisée pour procéder à une stratification 
pour l’échantillonnage de deuxième phase. Si l’on sélectionne 
l’échantillon de première phase pour les besoins de la 
stratification, l’échantillonnage de deuxième phase repré-
sente un outil utile lorsqu’il n’existe pas au départ de base 
de sondage pour la stratification. Par exemple, dans le cas 
des enquêtes sur les forêts, il est très difficile et coûteux de 
se rendre dans les régions éloignées pour faire des détermi-
nations sur place. Par contre, les photographies aériennes 
sont relativement peu coûteuses, et les déterminations ayant 
trait, par exemple, au type de forêt d’après les photos 
aériennes sont fortement corrélées à celles faites au sol et 
peuvent être utilisées pour stratifier l’échantillon de 
première phase.  

L’estimation de la variance par répliques est très répan-
due dans le cas des enquêtes complexes. Rust et Rao (1996) 
et Wolter (2007) donnent deux aperçus complets de ce sujet. 
La méthode de répliques ne requiert pas le calcul de la 

dérivée partielle du développement en série de Taylor et 
l’utilisateur peut facilement produire des estimations de 
variance sans connaître le plan d’échantillonnage qui a été 
utilisé pour recueillir les données. De surcroît, la tendance a 
recourir à cette méthode s’accentue à cause des questions de 
confidentialité (Lu et Sitter 2006). Une fois que les poids de 
rééchantillonnage sont fournis, il n’est pas nécessaire que 
l’utilisateur dispose d’informations sur le plan de sondage, 
telles que les identificateurs de strate, pour analyser les 
données.  

Deux estimateurs de la moyenne de population sous 
échantillonnage à deux phases sont utilisés fréquemment, à 
savoir l’estimateur à facteur d’extension double (DEE pour 
double expansion estimator) et l’estimateur à facteur 
d’extension repondéré (REE pour reweighted expansion 
estimator) qui doivent leur nom à Kott et Stukel (1997). En 
général le REE est plus efficace que le DEE dans la situa-
tion d’échantillonnage à deux phases pour la stratification 
quand les y  à l’intérieur d’une strate sont homogènes. 
L’estimation de la variance pour l’échantillonnage à deux 
phases est un problème compliqué en pratique et les 
praticiens s’intéressent aux méthodes de répliques pour 
l’estimation de la variance. Rao et Shao (1992) ont proposé 
un estimateur de variance par le jackknife convergent pour 
le REE dans le contexte de l’imputation hot deck en traitant 
les répondants comme un échantillon de deuxième phase. 
Kott et Stukel (1997) ont examiné le même problème et 
concluent que les estimateurs de variance jackknife donnent 
de bons résultats pour le REE si la fraction d’échantil-
lonnage de première phase est négligeable. La fraction 
d’échantillonnage, 1

1 ,f nN −=  est dite négligeable si 1f  
converge vers zéro sous les conditions asymptotiques 
décrites à la section 2. Binder, Babyak, Brodeur, Hidiroglou 
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et Jocelyn (2000) ont étudié l’estimation de la variance pour 
un plan d’échantillonnage à deux phases similaire en 
utilisant la méthode de linéarisation de Taylor. Kim et coll. 
(2006, KNF) offrent une étude rigoureuse de la méthode de 
répliques et l’envisagent pour d’autres types d’estimateurs. 
La méthode KNF a été élaborée principalement dans les 
conditions où la fraction d’échantillonnage de première 
phase est négligeable et l’échantillonnage de deuxième 
phase est un échantillonnage aléatoire stratifié. Si la fraction 
d’échantillonnage de première phase n’est pas négligeable, 
des répliques supplémentaires sont nécessaires pour obtenir 
des estimations de variance convergentes.  

Dans le présent article, nous proposons une nouvelle 
méthode de répliques pour l’estimation de la variance sous 
échantillonnage à deux phases. La méthode proposée est 
une extension de la méthode KNF qui englobe la situation 
où la fraction d’échantillonnage de première phase n’est pas 
nécessairement négligeable. Contrairement à la méthode 
KNF, la méthode proposée ne requiert pas de répliques 
supplémentaires pour la correction du biais dans l’estima-
tion de la variance, mais nécessite des corrections des poids 
de rééchantillonnage. En outre, la méthode proposée est 
applicable à l’échantillonnage de Poisson avec probabilités 
inégales dans les strates de deuxième phase, lequel n’a pas 
été discuté dans KNF. La méthode fondée sur des répliques 
est très facile à mettre en œuvre et peut être appliquée à 
divers types d’estimateurs.  

Le plan de l’article est le suivant. À la section 2, nous 
présentons les conditions de base et à la section 3, nous 
décrivons la méthode proposée. À la section 4, nous éten-
dons la méthode proposée à d’autres estimateurs sous 
échantillonnage à deux phases. À la section 5, nous pré-
sentons les résultats d’une étude par simulation limitée. 
Enfin, à la section 6, nous présentons nos conclusions.   

2. Conditions de base  
Pour mieux exposer la motivation de l’étude, à la 

présente section, nous supposons simplement que l’échantil-
lonnage de première phase correspond au tirage d’un échan-
tillon aléatoire simple de taille n  d’une population finie de 
taille N  et que l’échantillon de deuxième phase est un 
échantillon aléatoire stratifié. À la section 3, nous étendons 
les conditions afin d’inclure tout échantillonnage arbitraire-
ment mesurable à la première phase et l’échantillonnage de 
Poisson avec probabilités inégales dans chaque strate à la 
deuxième phase. Au moyen de l’information obtenue auprès 
de l’échantillon de première phase, ce dernier est stratifié en 
H  strates pour l’échantillonnage de deuxième phase. Dans 
la strate ,h  nous avons hn  éléments de l’échantillon de 
première phase et soit 1hA  l’ensemble d’indices pour les 
éléments de l’échantillon de première phase dans la strate 

.h  À la deuxième phase, un échantillon aléatoire stratifié de 
taille r  est sélectionné en tirant un échantillon de taille 

( )h hr n≤  dans la strate ,h  où r =  1
H
h hr=∑  et la fraction 

d’échantillonnage h hr n/  est fixe pour chaque strate. Pour 
discuter formellement de la théorie asymptotique, nous 
supposons que nous avons une suite de populations finies, 
une suite d’échantillons de première phase et une suite 
d’échantillons de deuxième phase, comme il est décrit dans 
KNF. Dans ces conditions asymptotiques, nous permettons 
que la taille de l’échantillon de deuxième phase r  tende 
vers l’infini à la même vitesse que la taille de l’échantillon 
de première phase ,n  c’est-à-dire ( )r O n=  et 1r− =  

1( ),O n−  et H  est fixe. Donc, dans les conditions où H est 
fixe, 1 1( ).hr O n− −=   

Quand la variable étudiée iy est observée dans l’échan-
tillon de deuxième phase, la moyenne de population de y est 
estimée par  

21

1

h

H
h

tp i
h i A h

n
y y

n r= ∈

= ,∑ ∑  

où 2hA  est l’ensemble d’indices pour les éléments de 
l’échantillon de deuxième phase qui appartiennent à la strate 

.h  La variance de tpy  peut s’écrire  
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où 1
h hw n n−=  et �  indique une approximation en ignorant 

les termes d’ordre 1( ),o n−  le terme de variance (1) est 
approximé par  
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où 1
1 .f nN −=  

Un estimateur convergent de la variance de tpy  peut être 
dérivé de (2) en remplaçant 1hy  et 2

1hs  par leurs estimations 
2

1
2 hi Ah h iy r y−

∈∑=  et 
2

22 1
2 2( 1) ( ) ,

hi Ah h i hs r y y−
∈∑= − −  

respectivement. Autrement dit, un estimateur de variance 
convergent est donné par  
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où 12 2.H
h h hy w y=∑=  L’estimateur de variance (3) est un 

estimateur de variance linéarisé. 
Kott et Stukel (1997) et KNF ont élaboré un estimateur 

de variance jackknife en supprimant successivement des 
unités de l’échantillon complet de première phase, puis en 
ajustant les poids. Les répliques jackknife complètes sont  

( )( ) ( )
21

1

1 ˆ
H

kk k
tp hh

h
y yN

N =

= ∑  (4) 

où k  est l’indice de l’unité supprimée dans la réplique 
jackknife,  
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L’estimateur de variance jackknife complet de la forme  
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tpy est défini dans (4), est asymptotiquement équivalent 
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Donc, si nous comparons (7) à (2), le biais de l’estimateur 
de variance jackknife (6) est  

1 1 2
1 2

1
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H

J h h h
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Par conséquent, si la fraction d’échantillonnage de première 
phase est négligeable au sens où 1 0,f �  le biais est né-
gligeable, c’est-à-dire que le biais =  

1( ).o n−  Sinon, l’esti-
mateur de variance sous-estime la variance.  

Afin d’examiner une méthode du jackknife corrigée du 
biais, au lieu de (5), nous considérons 

1
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où hδ doit être déterminé. In (5), nous avons utilisé 1.hδ =  
L’estimateur de variance jackknife en utilisant (8) au lieu de 
(5) est asymptotiquement équivalent à  

21
1 2 2

1

2
2 2

1 22
1

ˆ (1 ) ( )

( 1)
(1 )

( )

H

J h h
h

H
h h

h h
h h h

V n f w y y

r
f w s

r

−

=

=

− −

− δ
+ − .

− δ

∑

∑

�

 

Donc, le biais asymptotique est donné par  

2
2 2

1 1 22
1

ˆBiais ( )

( 1) 1(1 ) 1
( )

J

H
h h h

h h
h h hh h

V

r r
E f f w s

r nr

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

=⎢ ⎥⎣ ⎦

⎧ ⎫⎛ ⎞− δ⎪ ⎪− − − .⎨ ⎬⎜ ⎟
− δ⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭

∑

�

 

Le biais asymptotique est nul si  

1 ( 1)
h

h
h h h

r
r r d

δ =
+ − /

 

où 1
1 1(1 ) (1 ).h h hd f r n f−= − / −  D’où, avec hδ  détermi-

né de cette façon dans (8), l’estimateur de variance jackknife 
résultant est approximativement sans biais sans émettre 
l’hypothèse que 1 0.f �   

3. Méthode proposée  
Nous étendons maintenant la méthode proposée à la 

section 2 à un plan d’échantillonnage de première phase 
plus général. Pour cela, nous devons émettre l’hypothèse 
que l’estimateur de variance par répliques de la forme  

( ) 2
1

1

ˆ ˆˆ ( )
L

k
k

k
V c

=

= θ − θ ,∑  

où 
1

ˆ ,i A i iw y∈∑θ =  et 
1

( ) ( )ˆ ,k k
i A i iw y∈∑θ =  est convergent 

pour la variance de θ̂  sous le plan d’échantillonnage à un 
seul (de premier) degré. Autrement dit,  

1̂ 1 (1).ˆVar ( ) p
V o− =
θ

 (9) 

Ici L  est le nombre de répliques. Pour la plupart des plans 
de sondage mesurables, c’est-à-dire les plans dont toutes les 
probabilités d’inclusion conjointe sont positives, nous 
pouvons construire l’estimateur de variance par répliques 
qui satisfait (9) même quand la fraction d’échantillonnage 
f n N= /  est grande. Par exemple, voir Fay (1984) et Flyer 

(1987). Brick et Morganstein (1996) décrivent l’algorithme 
de base pour WesVar, un logiciel disponible dans le 
commerce pour l’estimation de la variance par répliques 
dans le cas des sondages.  
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À la présente section, nous envisageons également un cas 
plus intéressant d’échantillonnage stratifié avec probabilités 
inégales pour la deuxième phase. Plus précisément, nous 
considérons que l’échantillon de deuxième phase est un 
échantillon de Poisson avec probabilités inégales dans les 
strates de deuxième phase. Fuller (1998) a également 
examiné l’échantillonnage de Poisson à la deuxième phase 
et soutenu qu’il s’agit d’une bonne approximation. Un 
exemple de cette situation dans le contexte des enquêtes sur 
les forêts est que, en plus des types de forêt, les interprètes 
des photos peuvent aussi déterminer, d’après les photos 
aériennes prises à la première phase, la densité des arbres et 
la hauteur des arbres, qui peuvent être utilisées pour 
construire les probabilités de sélection de deuxième phase 
dans chaque strate (type de forêt).  

À la présente section, nous nous concentrons d’abord sur 
l’estimateur de type REE, puisqu’il est plus efficace que 
celui de type DEE, et nous discutons de l’extension à l’esti-
mateur DEE à la section 4. Soit ,iw  le poids d’échantil-
lonnage de première phase et soit 2 ,iw l’inverse la probabi-
lité conditionnelle à la deuxième phase. C’est-à-dire, 2iw =  

1
2 ,i
−π  où 2 2 1Pr ( ).i h hi A i Aπ = ∈ | ∈  L’estimateur de type 

REE peut s’écrire  

1 2
1

1 ˆ
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tp h h
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y N y
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= ∑  (10) 

où 
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2 2
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2 2 2( )

h hi A i Ah i i i i iy w w y− − −
∈ ∈∑ ∑= π π .  Dans 

KNF, 2iπ  est supposée constante dans la strate de deuxième 
phase.  

Nous considérons une approche fondée sur les répliques 
pour l’estimation de la variance de l’estimateur de type REE 
(10) quand 2iπ  n’est pas nécessairement constante dans la 
strate de deuxième phase. Nous considérons le cas particu-
lier où le plan d’échantillonnage de deuxième phase est un 
échantillonnage de Poisson. En utilisant la méthode de 
répliques satisfaisant (9), l’estimateur de variance de type 
KNF peut être appliqué à l’estimation de la variance de tpy  
dans cette situation. Autrement dit,  

( ) 2
KNF
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ˆ ( ) ,
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k
k tp tp

k
V c y y
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= −∑  (11) 

où  
( ) ( ) ( )

1 2
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2 2
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∈ ∈∑ ∑= π π  et ( )

1
ˆ k
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1

( ),
h

k
i A iw∈∑  et kc  est un facteur associé à la réplique k  

déterminé par la méthode de répliques. Sous échantillon-
nage de Poisson à la deuxième phase, nous avons le biais 
asymptotique suivant :  

1 2
KNF 2 22
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h
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i i i h
h i U

V y Y
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où hU  est l’ensemble d’indices des éléments de population 
dans la strate h  et 1 .

hi Uh h iY N y−
∈∑=  Une esquisse de 

preuve de (13) est présentée à l’annexe A.  
Un estimateur asymptotiquement sans biais du biais (13) 

est donné par 
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Le biais est négligeable si 0.n N/ �  Donc, nous pouvons 
sans risque ignorer le biais de l’estimateur de variance de 
type KNF quand la fraction d’échantillonnage de première 
phase est négligeable. Si cette fraction n N/  n’est pas 
négligeable, le biais peut être arbitrairement grand. KNF 
discutent aussi d’une méthode de rééchantillonnage corrigée 
du biais en utilisant des répliques supplémentaires, ce qui 
peut donner lieu à un grand nombre de répliques. Créer des 
répliques supplémentaires pour corriger le biais est parfois 
fastidieux dans le cas d’enquêtes à grande échelle.  

Nous considérons une autre option d’estimateur de 
variance par répliques corrigé du biais qui ne nécessite pas 
la création de répliques supplémentaires. Pour élaborer un 
estimateur de variance corrigé du biais fondé sur une 
méthode de répliques, définissons une variable aléatoire  

kiδ
indep

∼ Bernoulli ( ),kp  (15) 

où kp  doit être déterminée. Soit  
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avec  
( )
2 1 ( )k

i ki k iM p b= + δ −  (19) 

et ib  doit également être déterminé. Par construction, 
( ) 0,ki kE p∗ δ − =  où E∗  indique que l’espérance est con-

sidérée par rapport au mécanisme précisé dans (15). Donc, 
les répliques (18) créent une variation supplémentaire dans 
les poids de rééchantillonnage, la variation supplémentaire 
dans (18) provenant de la distribution (15). Un choix 
approprié de ip  et ib  peut rendre convergent l’estimateur 
de variance résultant.  
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Sous les conditions de régularité discutées dans KNF, 
nous avons  

2

2 2 2 2 2
KNF KNF 2 2

1

1

ˆ ˆ( ) ( )

( ),

h

H

i i i i h
h i A

p

E V V N w b u y y

o n

∗ − −
∗

= ∈

−

= + π −

+

∑ ∑

 (20)

 

où 1 (1 ).L
k k k ku c p p=∑= −  Une esquisse de preuve de (20) 

est présentée à l’annexe B. Si ib  est déterminé par 
1 1

2(1 )i i ib w u− −= − π ,  (21) 

l’estimateur de variance (16) est convergent, parce que le 
deuxième terme de (20) annule biasV̂  dans (14). Il en est 
ainsi même quand la fraction d’échantillonnage de première 
phase n N/  n’est pas négligeable. Pour garantir que les 
poids de rééchantillonnage soient non négatifs dans (18), 
nous exigeons que ib  dans (19) soit 1.≤  Si nous posons 

kp = 0,5, alors  
1

2

1

4 (1 )i i
i L

kk

w
b

c

−

=

− π
= ,

∑
 

qui est inférieur ou égal à 1 si 1 4.L
k kc=∑ ≥  En fait, les kp  

peuvent être égales à n’importe quel nombre compris entre 
0 et 1, à condition que le ib  résultant dans (21), soit infé-
rieur ou égal à 1.   

4. Extensions  
À la présente section, nous considérons l’extension de la 

méthode de répliques proposée à d’autres types d’estima-
teurs à deux phases que le REE donné en (10).   
4.1 Estimateur à facteur d’extension double   

En échantillonnage à deux phases, on se sert également 
de l’estimateur à facteur d’extension double (double expan-
sion estimator), qui doit son nom à Kott et Stukel (1997). 
L’estimateur à facteur d’extension double (DEE) possède la 
forme simple  

2

1
DEE 2

1

1 .
h

H

i i i
h i A

y w y
N

−

= ∈

= π∑ ∑  (22) 

Quand l’échantillon de deuxième phase est un échantillon 
aléatoire stratifié, 2i h hr nπ = /  et la méthode KNF peut être 
appliquée en utilisant la réplique  

1

22

( ) 1
( ) ( )
DEE ( ) 1

1

1 .h

hh

kH i ii Ak k
i ik

h i Ai ii A

w w
y w y

N w w

−
∈

−
= ∈∈

⎛ ⎞
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑
∑ ∑∑

 

L’estimateur de variance KNF pour l’estimateur DEE est 
convergent quand la fraction d’échantillonnage de première 

phase est négligeable. Si elle ne l’est pas, nous pouvons 
utiliser la méthode de répliques proposée à la section 3. La 
méthode de répliques proposée pour l’estimateur DEE crée 
les répliques  

2

( ) ( ) ( )
DEE 2

1

1 ,
h

H
k k k

i i i
h i A

y w w y
N

∗ ∗

= ∈

= ∑ ∑  (23) 

où  

1

2

( ) 1
( ) ( )
2 2 ( ) 1 ( )

2

,h

h

k
i ii Ak k

i i k k
i i ii A

w w
w M

w w M

−
∈∗

−
∈

=
∑

∑
 

et ( )
2
k

iM  est le facteur de répliques défini en (19). Le biais de 
l’estimateur de variance par répliques en utilisant la réplique 
(23) est négligeable si les répliques sont construites de façon 
à satisfaire (21).  

Si l’échantillon de deuxième phase est obtenu par échan-
tillonnage avec probabilités inégales dans chaque strate, la 
méthode de répliques telle que (23) ne peut pas être ap-
pliquée directement. L’estimateur DEE donné par (22) est 
généralement moins efficace que l’estimateur REE donné 
par (10). Notons que ce dernier peut être exprimé sous la 
forme  

2

REE 2
1

1 ,
h

H

i i i
h i A

y w w y
N

∗

= ∈

= ∑ ∑  (24) 

où  

1

2

1
2 2 1

2
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h
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w
w

w
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−
∈

= π
π

∑
∑

 (25) 

Les répliques (17) peuvent s’écrire  

2

( ) ( ) ( )
REE 2

1

1 ,
h

H
k k k

i i i
h i A

y w w y
N

∗ ∗

= ∈

= ∑ ∑  (26) 

où  

1

2

( )
( ) ( ) 1
2 2 2 ( ) ( ) 1
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i i i k k
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w
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−
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= π
π

∑
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 (27) 

et ( )
2
k

iM  est défini dans (19).   
4.2 Estimateur par la régression  

En échantillonnage à deux phases, les variables auxi-
liaires observées dans l’échantillon de première phase 
peuvent être utilisées à l’étape de l’estimation. L’estimateur 
par la régression à deux phases du total de population peut 
s’écrire sous la forme  

REG 1 2
ˆˆ ˆ

t xY , ,′= T β  (28) 

où 
11

ˆ
i Ax i iw∈, ∑=T x  est le vecteur des totaux de population 

de la variable de contrôle ix  estimés sur l’échantillon de 
première phase, 

2 2

1
2 2 2

ˆ ( )i A i Ai i i i i i i iw w w w y∗ − ∗
∈ ∈∑ ∑′= x x xβ  est 

un vecteur de coefficients de régression estimés sur l’échan-
tillon de deuxième phase et 2iw∗  est donné par (25). Notons 
que l’estimateur par la régression donné par (28) peut 
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intégrer l’échantillonnage stratifié dans la deuxième phase si 
ix  englobe le vecteur des indicateurs de strate.  
En utilisant les arguments de la section 3, nous pouvons 

construire la ek  réplique pour REGt̂Y ,  par  
( ) ( ) ( )
REG 1 2

ˆˆ ˆ ,k k k
t xY ′
, ,= T β  (29) 

où  

( )
1

2 2

( ) ( )
1

1( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2

ˆ

ˆ

k k
x i i

i A

k k k k k
i i i i i i i i

i A i A

w

w w w w y

,
∈

−∗ ∗

∈ ∈

=

′=

∑

∑ ∑

T x

x x xβ
 

et ( )
2

k
iw∗  est défini dans (27).  

La méthode de répliques (29) peut être appliquée directe-
ment à l’estimateur par calage à deux phases dont ont 
discuté Hidiroglou et Särndal (1998). Si 1,H =  alors la 
réplique de 2β̂  donnée par (29) se réduit à  

2 2

1
( ) ( ) ( ) 1 ( ) ( ) 1
2 2 2 2 2

ˆ .k k k k k
i i i i i i i i i i

i A i A
w M w M y

−⎛ ⎞
⎜ ⎟− −
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟∈ ∈⎝ ⎠

′= π π∑ ∑x x xβ  

 
5. Étude par simulation   

Afin d’étudier la performance en échantillon fini des 
estimateurs proposés, nous avons procédé à une étude par 
simulation limitée. Dans la simulation, nous avons com-
mencé par générer une population finie artificielle de taille 
N = 1 000 avec cinq variables ( ),i i i i iz q x y u, , , ,  où les 
éléments de population sont générés indépendamment à 
partir de exp(1) 2 ;iz +∼ 2 (1) 2 ;iq χ +∼ (2, 1) ;ix N∼  

Unif {1 2 3 4},iu , , ,∼  où Unif {1 ..., }G,  désigne une loi 
uniforme discrète avec support {1 ..., } ;G,  et  

0 1 2 3i i i i iy x z q e= β + β + β + β +  

avec 0 1 2 3( ) (0 2 1 1)β , β , β , β = , , ,  et (0 1).ie N ,∼  The 
variables ,i i i iz q x u, , ,  et ie  sont mutuellement indépen-
dantes. Nous avons défini la strate pour l’échantillon de 
deuxième phase en utilisant la variable .iu  Nous nous 
sommes servis de la variable ix  pour calculer l’estimateur 
par la régression à deux phases (28) avec (1 ) ,i ix ′= ,x  de la 
variable iz  comme mesure de taille pour l’échantillonnage 
avec probabilités inégales dans l’échantillonnage de première 
phase, et de la variable iq  comme mesure de taille pour 
l’échantillonnage avec probabilités inégales dans l’échan-
tillonnage de deuxième phase.  

Pour obtenir les échantillons sélectionnés avec probabi-
lités inégales de cette étude par simulation, nous avons 
utilisé l’échantillonnage de Poisson ou l’échantillonnage de 
Rao-Sampford (Rao 1965 et Sampford 1967), avec des 
probabilités de sélection proportionnelles à la mesure de la 
variable de taille. Notons que la taille d’échantillon finale est 

aléatoire sous l’échantillonnage de Poisson, mais est fixe 
sous l’échantillonnage de Rao-Sampford. 

Nous avons employé pour la simulation une structure 
factorielle 2 3 2× ×  avec trois facteurs, qui sont :  

1. Échantillonnage pour l’échantillon de première phase 
(2) : Échantillonnage aléatoire simple de taille n= 200 
contre échantillonnage de Rao-Sampford de taille 
n= 200 en utilisant iz  comme mesure de taille.  

2. Échantillonnage pour l’échantillon de deuxième 
phase (3) : Échantillonnage aléatoire stratifié de taille 

hr = 25, échantillonnage de Poisson stratifié avec 
taille d’échantillon prévue hr = 25 en utilisant iq  
comme mesure de taille pour l’échantillonnage avec 
probabilités inégales, et échantillonnage de Rao-
Sampford stratifié de taille hr = 25 en utilisant iq  
comme mesure de taille pour l’échantillonnage avec 
probabilités inégales.  

3. Méthodes d’estimation de la variance (2) : Estimateur 
KNF (11) sans répliques supplémentaires contre esti-
mateur de variance proposé en utilisant (16), calculé 
en se basant sur la méthode du jackknife.   

À partir de la population finie générée ci-dessus, nous 
avons produit B = 5 000 échantillons Monte Carlo indépen-
dants pour la simulation. Dans le cas des plans de sondage 
avec échantillonnage de Rao-Sampford dans la première 
phase, nous avons utilisé la méthode d’estimation jackknife 
de la variance proposée par Berger (2007), qui donne un 
estimateur convergent de la variance d’échantillonnage de 
première phase. Le paramètre d’intérêt est la moyenne de 
population de la variable .y  Pour chaque échantillon Monte 
Carlo, nous avons calculé deux estimateurs ponctuels, à 
savoir le REE donné par (24) et l’estimateur par la ré-
gression (REG) donné par (28) en utilisant la variable 
auxiliaire (1 ).ix,  Nous avons calculé les biais relatifs des 
estimateurs de variance en divisant le biais Monte Carlo de 
l’estimateur de variance par la variance Monte Carlo de 
l’estimateur ponctuel.  

Le tableau 1 donne la moyenne et la variance des deux 
estimateurs ponctuels. Pour l’estimation ponctuelle, l’esti-
mateur par la régression est significativement plus efficace 
que l’estimateur REE pour cette population, car la variable 
auxiliaire x  est corrélée avec la variable étudiée .y  La 
variance asymptotique théorique de l’estimateur par la 
régression sous échantillonnage aléatoire simple à la première 
phase et sous échantillonnage aléatoire stratifié à la deuxième 
phase est approximativement égale à  

1 1 1 18 4 0,052
200 1 000 100 200

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− + − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

 

et la variance asymptotique théorique de l’estimateur REE 
pour le même plan d’échantillonnage est, approximative-
ment, (1 100 1 1 000) 8/ − / = 0,072, qui concorde avec les 
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résultats numériques du tableau 1. L’échantillonnage de 
Rao-Sampford à la deuxième phase est légèrement plus 
efficace que l’échantillonnage de Poisson en raison de la 
taille d’échantillon fixe dans le premier cas.  

Le tableau 2 donne le biais relatif (BR) et le coefficient 
de variation (CV) des deux estimateurs de variance. Nous 
avons calculé les biais relatifs des estimateurs de variance en 
divisant le biais Monte Carlo de l’estimateur de variance par 
la variance Monte Carlo de l’estimateur ponctuel. Pour 
calculer le coefficient de variation de l’estimateur de 
variance, nous avons divisé l’erreur-type Monte Carlo de 
l’estimateur de variance par la moyenne Monte Carlo de 
l’estimateur de variance.  

Dans cette simulation, comme la fraction d’échantillon-
nage de première phase n’est pas négligeable (n N/ = 0,2), 
l’estimateur de variance KNF sans répliques supplémentaires 
sous-estime la variance réelle et l’estimateur de variance 
proposé estime la variance avec un biais plus petit, inférieur à 
3 % en valeur absolue dans tous les cas, ce qui est en harmo-
nie avec la théorie des sections 3 et 4. La valeur absolue du 
biais relatif dans l’estimateur de variance KNF est grande car, 
même si la variance due à 1

ˆ
x,T  est estimée avec convergence 

dans (29), la variance due à 2β̂  est sous-estimée sans les 
répliques supplémentaires. Le biais relatif dans notre estimeur 
proposé est réduit parce que les répliques (18) créent une 
variation supplémentaire dans les poids de rééchantillonnage 
par l’ajout d’une perturbation kδ  tirée d’une loi choisie 
convenablement. Le CV de l’estimateur de variance proposé 
est un peu plus grand que celui de l’estimateur KNF, parce 
que le premier comporte un caractère aléatoire supplémen-
taire dû à la génération de kiδ  d’après (15).   
Tableau 1 
Moyenne et variance des estimateurs ponctuels (5 000 
échantillons) 
 

Estimateur Échantillon-
nage de 
première  
phase 

Échantillon-
nage de 
deuxième 
phase  

Moyen-
ne 

Variance 

REE  EAS EAS Str. 10,0 0,0749  
Pois. Str. 10,0  0,0784   
RS Str. 10,0  0,0754   

RS  EAS Str. 10,0  0,0768   
Pois. Str. 10,0  0,0827  
RS Str. 10,0  0,0781   

REG  EAS  EAS Str. 10,0  0,0540  
Pois. Str. 10,0  0,0510   
RS Str. 10,0  0,0495   

RS  EAS Str. 10,0  0,0551   
Pois. Str. 10,0  0,0531   
RS Str. 10,0  0,0515   

 

REE :  Estimateur à facteur d’extension repondéré (23) 
REG :  Estimateur par la régression (27) 
EAS :  Échantillonnage aléatoire simple 
RS :  Échantillonnage de Rao-Sampford  
EAS Str. :  Échantillonnage aléatoire simple stratifié 
Pois. Str. :  Échantillon de Poisson stratifié 
RS Str. :  Échantillonnage de Rao-Sampford stratifié. 

Tableau 2 
Biais relatif (BR) et coefficient de variation (CV) pour les 
estimateurs de variance (5 000 échantillons) 
 

Méthode Estima-
teur 

Échantion-
nage de 
première 
phase 

Échantillon-
nage de 
deuxième 
phase 

BR (%) CV(%) 

KNF  REE  EAS EAS Str. -11,25 18,22 
Pois. Str. -9,56 18,67 
RS Str. -7,75 15,35 

RS  EAS Str. -8,05 18,61 
Pois. Str. -9,03 20,84 
RS Str. -5,73 17,27 

REG  EAS  EAS Str. -6,76 22,32 
Pois. Str. -6,06 15,81 
RS Str. -3,26 12,82 

RS  EAS Str. -4,17 21,74 
Pois. Str. -3,64 16,92 
RS Str. -3,20 13,78 

Nouveau REE  EAS 
EAS Str. 0,09 18,23 
Pois. Str. -1,23 19,70 
RS Str. -0,04 16,06 

RS  EAS Str. 0,78 19,78 
Pois. Str. -2,07 21,26 
RS Str. 1,00 17,67 

REG  EAS  EAS Str. -0,61 22,00 
Pois. Str. -0,57 16,55 
RS Str. -0,08 13,36 

RS  EAS Str. 0,67 22,86 
Pois. Str. -0,01 16,97 
RS Str. 0,59 14,02 

 

KNF : Estimateur de variance de Kim et coll. (2006) sans 
répliques supplémentaires pour la correction du biais  

Nouveau :  Estimateur de variance proposé (16)  
REE : Estimateur à facteur d’extension repondéré (23) 
REG : Estimateur par la régression (27)  
SRS : Échantillonnage aléatoire simple  
RS : Échantillonnage de Rao-Sampford  
EAS Str. : Échantillonnage aléatoire simple stratifié  
Pois. Str. : Échantillonnage de Poisson stratifié  
RS Str. :  Échantillonnage de Rao-Sampford stratifié.   

6. Conclusion  
L’estimation de la variance par répliques sous échantil-

lonnage à deux phases représente un problème pratique 
important dans les sondages et la méthode KNF est un outil 
utile à cet égard. Dans le présent article, nous proposons un 
méthode qui est une extension de la méthode KNF en ce 
sens qu’elle s’applique directement quand la fraction 
d’échantillonnage n’est pas négligeable, sans accroître le 
nombre de répliques. La méthode proposée s’applique aussi 
à l’échantillonnage de Poisson avec probabilités inégales 
dans chaque strate à l’étape de l’échantillonnage de deuxième 
phase. La théorie a été élaborée uniquement sous échantil-
lonnage de Poisson à la deuxième phase, mais les résultats 
de simulation présentés à la section 5 indiquent que la 
méthode proposée donne des résultats raisonnablement bons 
pour d’autres plans d’échantillonnage avec probabilités 
inégales, tels que l’échantillonnage de Rao-Sampford. 
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Puisque la méthode de répliques proposée fournit des 
estimateurs de variance convergents pour les moyennes de 
population, elle peut être appliquée facilement à d’autres 
paramètres de population finie qui sont des fonctions lisses 
des moyennes de population.  

Dans le cas de certaines grandes enquêtes, le nombre de 
répliques peut être assez élevé, parce que la méthode utilise 
le même nombre de répliques pour l’échantillon de première 
phase. Si l’on souhaite réduire le nombre de répliques, la 
méthode de Fuller (1998) ou celle de Kim et Sitter (2003) 
est une option. Un examen plus approfondi suivant cette 
piste sera le sujet d’une prochaine étude.  
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Annexe  

A. Preuve de (13)  
Soit 1( ..., )Na a= ,a  où ia  est la version étendue de 

l’indicateur d’échantillonnage de deuxième phase discutée 
dans Kim et coll. (2006). C’est-à-dire, 1,ia =  si l’unité i  
est sélectionnée dans l’échantillon de deuxième phase après 
avoir été sélectionnée dans l’échantillon de première phase 
et 0ia =  autrement. 

En vertu de l’hypothèse (9), conditionnellement à ,a  
nous avons 
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Donc, le biais de l’estimateur de variance KNF est de la 
forme (13) sous l’hypothèse d’échantillonnage de Poisson 
de .ia   
B. Preuve de (20)  

Pour chaque ,k  
( ) ( ) ( ) ( ) ,k k k k

tp tp tp tp tp tpy y y y y y∗ ∗− = − + −  

où ( )k
tpy est défini par (12). Donc,  
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En vertu de la construction de ( ),k
tpy∗ nous avons  

( ) ( ) 1( ) ( ).k k
tp tp pE y y o n∗ −

∗ = +  (B.2) 

En outre, en écrivant ( )
2 1,k

ki iq M= −  nous avons kiq =  
1 2( )pO n− /  et nous pouvons appliquer un développement en 

série de Taylor pour obtenir  
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En outre, comme  
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pour toute variable z  dont les quatrièmes moments sont 
bornés, nous pouvons montrer que (B.3) se réduit à  
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D’où, nous pouvons écrire  
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En insérant (B.2) et (B.4) dans (B.1), nous avons 

2
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k i ki i i h
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p

E V V

c w E q y y
N
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∗
∗

−
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−
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+ π −

+

∑ ∑ ∑  

et, comme 2 2( ) (1 ) ,ki k k iE q p p b∗ = −  nous avons (20).  
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