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Une propriété intéressante de
I’entropie de certains plans d’échantillonnage

Yves Tillé et David Haziza '

Résumé

Dans cette note bréve, nous montrons que 1’échantillonnage aléatoire sans remise et I’échantillonnage de Bernoulli ont a peu
prés la méme entropie quand la taille de la population est grande. Nous donnons un exemple empirique en guise

d’illustration.

Mots clés :  Echantillonnage de Poisson conditionnel ; entropie ; échantillonnage aléatoire simple ; échantillonnage de

Poisson.

1. Introduction

Considérons une population finie de taille N et soit U =
{1, ..., k, ..., N} I’ensemble des étiquettes de cette popula-
tion. Un échantillon s est un sous-ensemble de U et un
plan d’échantillonnage est une loi de probabilité p(.) sur les
sous-ensembles de U telle que p(s)=>0 pour tout
scU, et

> pls)=1.

scU

Soit mt, = P(k € s) la probabilité d’inclusion de premier
ordre de I'unité £ dans I’échantillon :

Ty = z p(s).

scU
s3k

De méme, soit m,, =P(kes et fes) la probabilité
d’inclusion de deuxiéme ordre des unités k& et ¢ dans
I’échantillon :

T = Z p(s).

scU
REY 4

L’entropie d’un plan d’échantillonnage p(.), désignée
par I(p), estdéfinie comme étant

I(p) == p(s)log p(s), (1)

seQ

ou O={s|p(s)>0} est le support du plan d’échantil-
lonnage p(.). Un plan d’échantillonnage posseéde une
entropie élevée quand le degré d’incertitude ou de surprise
est grand en ce qui concerne I’échantillon qui sera
sélectionné. Autrement dit, quand un plan d’échantillonnage
posséde une entropie élevée, il est trés difficile de prédire le
type d’échantillon que I’on obtiendra. De nombreux plans

d’échantillonnage utilisés en pratique sont des plans a
entropie élevée. L’échantillonnage systématique, dont
I’entropie est trés faible, est une exception notable. Le
concept d’entropie est utile dans le contexte de 1’estimation
de la variance. Lorsque I’entropie d’un plan d’échantillon-
nage est élevée, il est possible d’obtenir une approximation
des probabilités d’inclusion de deuxiéme ordre, =,,, en
fonction des probabilités d’inclusion de premier ordre, ce
qui simplifie considérablement le probléme d’estimation de
la variance dans le contexte de 1’échantillonnage avec
probabilités inégales ; voir, par exemple, Brewer et Donadio
(2003), Matei et Tillé (2005), Henderson (2006) et Haziza,
Mecatti et Rao (2008).

11 est bien connu que le plan d’échantillonnage a entropie
maximale est 1’échantillonnage de Poisson :

ppoiss(s):[nnk][n (l_nk)j (2)

kes keUl\s

pour tout s€ Q ; voir par exemple, Tillé (2006). Un cas
particulier de I’échantillonnage de Poisson est 1’échantillon-
nage de Bernoulli, que 1’on obtient a partir de (2) en posant
que n, =me (0, 1), ce qui méne a

N=m - pour tout s < U,

pbcrn (S) = Tl:ns (1 - Tl:)
ou n, est la taille aléatoire de s. En utilisant (1) et en notant
que X, on,p(s)=Nm, Ientropiec de I’échantillonnage de
Bernoulli est donnée par

I(Pyern) = =N -m)log(1-m) - Nmlogm,  (3)

qui est maximale quand ©=1/2. Dans ce cas, nous avons
I(Ppm) = Nlog2.

Si nous nous limitons a la classe des plans d’échan-
tillonnage avec taille fixe et probabilités d’inclusion de pre-
mier ordre =,, k €U, le plan dont I’entropie est maximale
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est celui connu sous le nom d’échantillonnage de Poisson
conditionnel (EPC); (voir Chen, Dempster et Liu 1994 ;
Deville 2000 ; Tillé 2006). Le plan EPC peut étre mis en
ceuvre en sélectionnant des échantillons a plusieurs reprises
conformément a 1’échantillonnage de Poisson jusqu’a
I’obtention de la taille d’échantillon souhaitée, disons #.
Quand m, =n/N pour tout k €U, le plan EPC se réduit a
I’échantillonnage aléatoire simple sans remise :

N -1
peas(S){ ]
n

pour tout se@. Il découle de (1) que I’entropie de
I’échantillonnage aléatoire simple est donnée par

I(peas):logN!_IOgl’l!—IOg(N—n)!_ (4)

Autrement dit, I’échantillonnage aléatoire simple sans
remise est le plan & entropie maximale dans la classe des
plans d’échantillonnage équiprobable avec taille fixe.

Les plans d’échantillonnage n’ont pas tous une entropie
¢élevée. Par exemple, le plan d’échantillonnage systématique
1 sur G posséde une trés faible entropie. Ici, on suppose
que le nombre d’échantillons, G = N/n, est un entier.
Puisque p,(s)=1/G pour tout se(, lentropic de
I’échantillonnage systématique est donnée par

1(psyst) =log N —logn,

qui est beaucoup plus faible que (4), surtout pour les
grandes valeurs de N.

2. Résultat principal

A la présente section, nous comparons I’entropie de
I’échantillonnage de Bernoulli & celle de 1’échantillonnage
aléatoire simple sans remise. Puisque le support des plans
d’échantillonnage de Bernoulli est beaucoup plus grand que
celui des plans d’échantillonnage aléatoire simple sans
remise, nous nous attendons a ce que I’entropie de I’échan-
tillonnage de Bernoulli soit beaucoup plus élevée que celle
de D’échantillonnage aléatoire simple sans remise. Le
tableau 1 donne I’entropie de I’échantillonnage aléatoire
simple et de I’échantillonnage de Bernoulli pour diverses
valeurs de N et den. Etonnamment, nous constatons que
I’entropie des deux plans d’échantillonnage pour les mémes
probabilités d’inclusion et la méme taille d’échantillon est a
peu pres la méme. L’examen du tableau 1 montre claire-
ment que les deux plans d’échantillonnage ont des entropies
similaires, méme pour des tailles de population modestes
(par exemple, N =100), indépendamment de la valeur de
7. Ce résultat est un peu curieux, étant donné la réduction
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importante du nombre d’échantillons possibles lorsque 1’on
fixe la taille de 1’échantillon. En effet, rappelons que la taille
du support est () pour I’échantillonnage aléatoire simple
sans remise, tandis qu’elle est égale a 2" pour I’échantil-
lonnage de Bernoulli. Par exemple, pour N =100 et
n =20, la taille du support pour I’échantillonnage aléatoire
simple sans remise est égale a ('%) ~ 5,36 x 10%, tan-
dis qu’elle est égale & 2'~1,26x10* pour 1’échantillon-
nage de Bernoulli. Autrement dit, la taille du support de
1’échantillonnage de Bernoulli est environ 2,36x10° fois
plus grande que celle du support de I’échantillonnage
aléatoire simple sans remise.

Résultat 1. Soit I(p,.,) et I(p,,) les entropies de
l’échantillonnage de Bernoulli et de [’échantillonnage

aléatoire simple sans remise, respectivement, données par
(3) et (4). Alors,

1(Pous)

N=eo 1(pbem )

Preuve. En partant de la formule de Stirling (voir
Abramowitz et Stegun 1964, page 257)

lim nlogn—n 1
n>o  logn!

nous obtenons

lim NlogN —nlogn— (N —n)log(N —n) _

1,

N-ow [ NJ
Nooseo log
n
d’ou nous obtenons
1 N
o
& N7

lim = =1.
Nowo  —N(1-7)log(l1-n)— Nrlogn

3. Conclusion

Dans la présente note, nous avons montré que 1’échan-
tillonnage de Bernoulli et I’échantillonnage aléatoire simple
sans remise ont des entropies fort semblables, méme pour
des tailles de population modestes. Nous conjecturons que
nous ferions la méme constatation en comparant le plan
d’échantillonnage de Poisson et le plan d’échantillonnage de
Poisson conditionnel pour un ensemble donné de proba-
bilités d’inclusion de premier ordre. Toutefois, la preuve de
ce résultat semble étre considérablement plus complexe.
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Tableau 1
Entropie des plans (échantillonnage de Bernoulli ; échantillonnage aléatoire simple)
N n=0,1 n=0,2 =103 n=04 =105
10 (3.3;23) (553.8) (6,1;4.8) (6,7;5,3) (6,95.5)
100 (32,5;30,5) (50;47,7) (61,1 ; 58,6) (67,3, 64.,8) (69,3 ; 66,8)
1 000 (325,1;321,9) (500,4 ; 496,9) (610,9 ; 607,3) (673, 669,4) (693,1 ; 689,5)
10 000 (3 250,8 ; 3 246,5) (5004 ;4 999,4) (6 108,6 ;6 103,9) (6 730,1; 6725,3) (6 931,5;6926,6)
100000 (32508,3;32502,8) (50040,2;50034,5) (61086,4;61080,5) (67301,2;672952) (69314,7;69 308,7)
1 000 000 (325 083 ;325 076) (500 402 ; 500 396) (610 864 ; 610 857) (673 012 ; 673 005) (693 147 ; 693 140)
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