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Résumé 
Dans le cas de nombreux plans de sondage, la probabilité de sélectionner un échantillon qui produira de mauvaises 
estimations pour des quantités connues n’est pas nulle. L’échantillonnage aléatoire stratifié permet de réduire l’ensemble de 
ces échantillons éventuels en fixant la taille de l’échantillon dans chaque strate. Cependant, l’obtention d’échantillons 
indésirables demeure possible après la stratification. L’échantillonnage réjectif permet d’éliminer les échantillons donnant 
de mauvais résultats en ne retenant un échantillon que si des fonctions spécifiées des estimations sont comprises entre des 
limites de tolérance par rapport aux valeurs connues. Les échantillons résultant sont souvent dits équilibrés sur la fonction 
des variables utilisées dans la méthode de rejet. Nous présentons des modifications de la méthode de rejet de Fuller (2009a) 
qui donnent plus de souplesse aux règles de rejet. Au moyen de simulations, nous comparons les propriétés des estimations 
obtenues en suivant une méthode d’échantillonnage réjectif, d’une part, et une procédure d’échantillonnage par la méthode 
du cube, d’autre part. 
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1. Introduction  
En échantillonnage, une pratique courante consiste à 

utiliser l’information de population connue au sujet des 
variables auxiliaires pour améliorer les estimateurs des 
moyennes et des totaux des caractéristiques d’intérêt. Lors-
que l’on dispose de moyennes ou de totaux de population de 
contrôle pour une variable auxiliaire, on se sert souvent 
d’estimateurs par la régression et d’autres estimateurs par 
calage. Soit ( )i i iy p, , ,x 1i = , 2 ,N, ...,  une suite de 
vecteurs réels, où chaque ix  est un vecteur de dimension 
,k  et un échantillon ,A  tiré de 1 1 1[( )NF y p= , , , ...,x  

( )]N N Ny p, ,x  en utilisant un plan de sondage avec proba-
bilités d’inclusion ip  et probabilités d’inclusion conjointe 

.ijp  Supposons que la moyenne de population de ,ix ,Nx  
est connue. Considérons l’estimateur par la régression de la 
moyenne de population de la forme  

reg
ˆ ,Ny ′= z ββββ  (1) 

où iz  contient les variables du plan de sondage et ,ix Nz  
est la moyenne de population de iz  et β̂βββ  est un estimateur 
des coefficients de régression. Pour de nombreux plans de 
sondage, l’estimateur β̂βββ  de la forme 

1

2 2ˆ
i i i i i i i i

i A i A

p p y

− 
 − −
 
 
∈ ∈ 

′= φ φ ,∑ ∑ββββ z z z  (2) 

où les valeurs de iφ  sont des constantes déterminées par le 
plan, sera asymptotiquement efficace. Certains exemples de 
choix de iφ  sont (1 )i ipφ = −  sous échantillonnage de 
Poisson et 1( 1) ( )hi h h hN N n−φ = − −  pour l’élément i  dans 

la strate h  sous échantillonnage aléatoire stratifié. Si nous 
supposons qu’il existe un vecteur d  tel que 

2 1
i i i ip p− −′φ =z d  (3) 

pour tout ,i  l’estimateur (1) est convergent sous le plan 
(Fuller 2002). L’estimateur des coefficients de régression 
(2) converge avec 

1

1 1

1 1

N N

N i i i i i i i i
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Pour illustrer l’application de l’équation (3), supposons que 
nous prévoyons sélectionner un échantillon de Poisson et 
que nous voulons calculer la régression sur une seule co-
variable 1ix  passant par l’origine. Si nous ajoutons (1−  

1)i ip p−  dans iz  pour faire 
1

1( [1 ] ),i i i ix p p−′ = , −z  l’estima-
teur (1) sera convergent sous le plan pour Ny  puisque 
l’expression (3) est satisfaite en prenant ′ =d (0 1).,  Si nous 
supposons en outre qu’une colonne de valeurs 1 se trouve 
dans l’espace colonnes des variables de régression ,iz  alors 
pour ces valeurs de ,iφ  l’estimateur (1) atteint presque la 
variance asymptotique minimale pour des estimateurs par 
la régression convergents sous le plan sous certaines 
conditions de régularité (Rao 1994). Une alternative à la 
construction d’un estimateur par la régression consiste à 
partir d’un estimateur convergent sous le plan, tel que 
l’estimateur par la régression généralisée de Särndal (1980) 
et à déterminer le meilleur coefficient sachant cette forme de 
l’estimateur. En débutant avec une forme convergente sous 
le plan, il n’est plus nécessaire de satisfaire l’expression (3). 
La condition (3) permet d’exprimer l’estimateur (1) sous la 
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forme d’un estimateur par la régression généralisée (Fuller 
2009b, pages 116-117).  

Si l’on dispose d’information auxiliaire au niveau de 
l’unité, on peut également l’intégrer dans le plan d’échan-
tillonnage. Par exemple, dans un cas classique, on suppose 
que le modèle donné par 

0 1i i i iy x x= β + β + ε ,  (4) 

2ind(0 )iε , σ∼  et cov( ) 0i ixε , =  s’applique à la popula-
tion .NF  Selon Isaki et Fuller (1982), les probabilités 
d’inclusion optimales pour l’estimateur par la régression 
sont celles qui sont proportionnelles à la racine carrée des 
variances sous le plan, c’est-à-dire i ip x∝  dans le cas qui 
nous occupe. Une méthode d’échantillonnage possible est 
l’échantillonnage de Poisson avec les probabilités 
d’inclusion 

1

1

N

i i N i

i

p x n x

− 
 
 
 
= 

= ,∑  (5) 

où 1
N
iN in p=∑=  est une taille d’échantillon cible spécifiée. 

Un deuxième plan d’échantillonnage fréquent, si l’on émet 
l’hypothèse du modèle (4), consiste à stratifier la population 
en se basant sur .x  Les strates sont déterminées en fixant 
leurs limites de sorte que la somme des valeurs ordonnées 
de ix  créées dans chacune soit à peu près la même dans 
toutes les strates. Un nombre égal d’unités est sélectionné 
dans chaque strate. Ce plan de stratification, sous lequel les 
probabilités d’inclusion sont proches de (5), s’est avéré 
donner une variance anticipée proche de la meilleure va-
riance sous le modèle d’échantillonnage par choix raisonné 
dans le cas de deux unités par strate (Fuller 1981).  

Un autre moyen d’intégrer dans le plan de sondage 
l’information issue d’une variable auxiliaire est l’équili-
brage. Un échantillon A  est équilibré pour la variable z  si  

1 1 1
HT

1

.
N

i i i N

i A i

N p N− − −

∈ =

= = =∑ ∑z z z z  (6) 

Un plan de sondage est équilibré pour z  si chaque échan-
tillon dont la probabilité est positive est équilibré pour .z  
L’équilibrage peut être considéré comme un calage par 
conception. Pour illustrer l’effet de l’équilibrage, considé-
rons un plan avec probabilités d’inclusion égales et i =z  
(1 ) .ix ′,  La variance de prédiction conditionnelle de regy  
sous le modèle (4) est donnée par 

reg HT HT HT
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HT 1 HT
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ˆ( ) ( )
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N
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x x
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où .i i iu x= ε  Pour un plan équilibré, le deuxième terme de 
(7) est 0, ce qui laisse entendre que nous pourrions amélio-
rer l’estimateur en équilibrant sur .x  En pratique, une 
combinaison d’équilibrage et de calage donnera souvent de 

meilleurs résultats que l’une ou l’autre technique utilisée 
seule. 

Les plans de sondage équilibrés ont une certaine valeur 
pratique supplémentaire. Dans le cas de nombreux plans, il 
existe une probabilité non nulle de sélectionner un échan-
tillon contenant des valeurs indésirables pour les variables 
auxiliaires. Ainsi, un échantillon indésirable pourrait être un 
échantillon dont la répartition est insuffisante pour les 
domaines ou un échantillon présentant un grand nombre de 
valeurs extrêmes pour les variables auxiliaires. Même si les 
plans stratifiés réduisent l’ensemble d’échantillons éventuels 
de ce genre en fixant la taille d’échantillon dans chaque 
strate, l’obtention d’échantillons indésirables demeure possi-
ble. Par exemple, certains échantillons stratifiés pourraient 
être associés à certains poids négatifs à cause de l’utilisation 
d’estimateurs par la régression. L’équilibrage peut éliminer 
les échantillons donnant de mauvais résultats en retenant 
uniquement ceux qui produisent des estimations proches des 
quantités connues et ne possédant que des poids positifs 
pour les estimateurs par la régression. 

L’échantillonnage équilibré a été proposé par Royall et 
Cumberland (1981) comme moyen de réduire le biais sous 
le modèle causé par la spécification incorrecte des modèles 
de superpopulation polynomiaux. Valliant, Dorfman et 
Royall (2000) discutent des incidences de l’équilibrage sous 
l’angle d’une approche prédictive de l’échantillonnage. 
Deville et Tillé (2004) ont étudié des méthodes de sélection 
d’échantillons équilibrés dans le cadre fondé sur le plan de 
sondage décrit plus haut. Le lecteur est invité à consulter 
également Tillé (2006, chapitre 8) pour un traitement dé-
taillé de l’équilibrage. En pratique, il est parfois impossible 
de trouver un plan parfaitement équilibré. Un équilibrage 
très strict peut produire un plan présentant certaines 
probabilités d’inclusion conjointes extrêmes, y compris des 
probabilités d’inclusion nulles. Par conséquent, en pratique, 
on procède à un équilibrage partiel. 

Dans le présent article, nous comparons, au moyen 
d’études par simulation, les propriétés des plans obtenus en 
appliquant deux méthodes d’équilibrage, à savoir l’échantil-
lonnage réjectif de Fuller (2009a) et l’échantillonnage par la 
méthode du cube de Tillé (2006). Nous présentons aussi des 
modifications de la méthode d’échantillonnage réjectif de 
Fuller qui donnent plus de souplesse à l’équilibrage. À la 
section 2, nous décrivons l’échantillonnage réjectif et 
l’échantillonnage par la méthode du cube. À la section 3, 
nous comparons les propriétés des probabilités d’inclusion 
des deux méthodes d’équilibrage. À la section 4, nous 
présentons certains résultats de simulation obtenus en 
utilisant les échantillons équilibrés. À la section 5, nous 
donnons les corrections apportées à la méthode réjective. 
Enfin, à la section 6, nous présentons nos conclusions. 
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2. Méthodes d’échantillonnage équilibré  
L’échantillonnage réjectif comprend le rejet de tout 

échantillon qui ne satisfait pas une tolérance d’équilibrage 
spécifiée. Fuller (2009a) donne une condition pour le rejet 
d’un échantillon, tandis que Royall et Herson (1973) en 
présentent une autre. Dans la méthode de Fuller avec le 
vecteur de variables d’équilibrage ,z  un échantillon tiré 
sous un plan de sondage initial est retenu si 

1
HT HT HT( ) [ ( )] ( )N N NV F −′− | − < γz z z z z  (8) 

pour une constante donnée 0,γ >  où HTz  est l’estimateur 
de Horvitz-Thompson de la moyenne pour la variable 
,z NF  est la population finie donnée, 

2 1 1
HT

1 1

( ) ( )
N N

N ij i j i i i j
i j

V F N p p p p p− − −

= =

′| = − ,∑∑z z z  

ip  est la probabilité d’inclusion de l’unité i  et ijp  est la 
probabilité d’inclusion conjointe de l’unité i  et de l’unité j  
sous le plan initial. Autrement, l’échantillon est rejeté, un 
nouvel échantillon est tiré sous le plan de sondage initial et 
le respect de la condition (8) est vérifié pour le nouvel 
échantillon. Si le plan de sondage original obéit au théorème 
de la limite centrale, le premier membre de (8) est asympto-
tiquement une variable aléatoire 2χ  dont le nombre de 
degrés de liberté est égal au nombre de variables auxiliaires. 
Un taux de rejet approximatif peut être fixé en utilisant les 
quantiles d’une loi du 2χ  pour .γ  Le choix du taux de rejet 
dépendra des objectifs particuliers de chaque enquête. Un 
faible taux de rejet pourrait ne pas réduire fortement la 
variance, mais donner à un chercheur un degré de certitude 
suffisant de ne pas sélectionner un échantillon très mé-
diocre. Par ailleurs, un taux de rejet élevé pourrait réduire 
considérablement la variance, mais produire des tailles 
d’échantillon insuffisantes pour l’exécution d’analyses de 
domaine non planifiées. Par exemple, si un chercheur décide 
de procéder à une analyse de domaine sur la queue de la 
distribution d’une variable d’équilibrage, les probabilités 
d’inclusion conjointe pourraient être faibles, si bien que, 
pour de nombreux échantillons, le domaine ne contiendra 
que quelques unités. 

La méthode du cube a été élaborée par Tillé et Deville, et 
décrite dans Tillé (2006). Elle a pour objectif de tirer un 
échantillon équilibré en se servant de probabilités d’inclu-
sion de premier ordre prédéterminées. Si le vecteur des 
probabilités d’inclusion de premier ordre ne produit pas de 
plan équilibré, une étape supplémentaire consistant à mini-
miser une contrainte de coût est utilisée. Contrairement à la 
méthode réjective, les probabilités d’inclusion initiales 
d’ordre plus élevé ne sont pas spécifiées préalablement. 
L’étape de minimisation du coût assure le maintien des 
probabilités d’inclusion de premier ordre initiales spécifiées. 

Pour faciliter la compréhension de la méthode du cube, 
Tillé (2006) décrit l’échantillonnage géométriquement. L’en-
semble de tous les échantillons possibles est défini comme 
étant l’ensemble des vecteurs correspondant aux sommets 
d’un hypercube unité N-dimensionnel, ou N-cube. Par 
exemple, si 3,N =  le sommet (0 1 1), ,  désigne un échan-
tillon contenant la deuxième et la troisième unité. Un plan 
d’équilibrage est créé en utilisant l’équation d’équilibrage 
(6) et la probabilité d’inclusion souhaitée ip  pour i =  
1 .… N, ,  Tout échantillon situé à l’intersection du plan 
d’équilibrage et d’un sommet de l’hypercube unité N-
dimensionnel est équilibré. Le plan de sondage est équilibré 
si chaque point de l’intersection entre le plan d’équilibrage 
et l’hypercube unité est un sommet de ce cube. La pro-
cédure d’échantillonnage par la méthode du cube débute par 
la sélection d’un vecteur dans le plan d’équilibrage ; cette 
étape est suivie par une marche aléatoire du point initial 
jusqu’à une arête de l’hypercube unité. Tillé donne à l’étape 
de la marche aléatoire le nom de phase de vol. Si le point 
rencontré sur l’arête à la fin de la marche aléatoire est un 
sommet de l’hypercube unité, l’échantillon est sélectionné. 
Sinon, une méthode de minimisation des coûts est utilisée 
pour convertir les composantes fractionnaires du vecteur 
d’arêtes en nombres entiers. Les composantes entières du 
vecteur d’arêtes ne sont pas modifiées durant l’étape de la 
minimisation du coût. Tillé donne à l’étape de minimisation 
du coût le nom de phase d’atterrissage. L’échantillonnage 
réjectif avec taux de rejet élevé produit des résultats sem-
blables à l’échantillonnage par la méthode du cube. 

D’autres méthodes que l’échantillonnage réjectif et 
l’échantillonnage par la méthode du cube peuvent être 
utilisées pour obtenir des échantillons presque équilibrés. 
Par exemple, la stratification où les limites des strates sont 
déterminées par les variables x  peut également avoir 
certains effets équilibrants sur les échantillons (Fuller 1981). 
Le processus suivi pour décider du nombre de variables 
qu’il convient d’utiliser dans les méthodes d’échantillon-
nage réjectif et d’échantillonnage par la méthode du cube est 
essentiellement le même que celui utilisé pour décider du 
nombre de variables à inclure dans un estimateur par la 
régression. 

Un logiciel a été développé pour le tirage d’échantillons 
par la méthode du cube. Dans le cas de l’échantillonnage 
réjectif, des progiciels standard peuvent être utilisés pour 
tirer un échantillon et calculer (8). Une boucle doit être 
rédigée pour achever la procédure. Des programmes de 
tirage d’échantillons par la méthode du cube ont été écrits 
pour SAS et R. Voir Rousseau et Tardieu (2004) pour SAS, 
et Matei et Tillé (2005) pour R, ainsi que Deville et Tillé 
(2004), pour renseignements détaillés sur les procédures 
implémentées. Le programme R disponible dans la biblio-
thèque sampling a été utilisé pour les simulations décrites 
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dans le présent article. Comme l’étape de minimisation du 
coût de l’échantillonnage par la méthode du cube requiert 
d’importantes ressources informatiques si l’on traite plus de 
20 variables d’équilibrage, nous recommandons d’ajouter 
une étape de suppression de variables à la phase d’atter-
rissage dans les programmes.  

3. Probabilités d’inclusion  
Soit iπ  la probabilité d’inclusion de premier ordre de 

l’unité i  et ,ijπ  la probabilité d’inclusion conjointe des 
unités i  et j  sous un plan de sondage équilibré. Les proba-
bilités d’inclusion de premier ordre initiales sont des 
données d’entrée requises tant pour l’échantillonnage réjec-
tif que pour l’échantillonnage par la méthode du cube. Dans 
le cas de l’échantillonnage réjectif, les probabilités d’inclu-
sion de premier ordre diffèrent des valeurs initiales, les uni-
tés proches de la moyenne de population ayant, sous cette 
méthode, une probabilité d’inclusion légèrement plus élevée 
que les unités éloignées de la moyenne. Par contre, dans 
l’échantillonnage par la méthode du cube, les probabilités 
d’inclusion de premier ordre demeurent celles de la spécifi-
cation initiale. Autrement dit, pour l’échantillonnage par la 
méthode du cube, .i ipπ =  Bien que, pour l’échantillonnage 
réjectif, ,i ipπ ≠  en général, les estimateurs pris en considé-
ration utiliseront ip  plutôt que .iπ  

Afin d’illustrer les différences entre les probabilités d’in-
clusion initiales et finales, nous avons simulé des échan-
tillons de taille 20 tirés d’une population de 100 unités. La 
population de valeurs de x  a été générée sous forme de 
variables aléatoires tirées d’une loi normale standard. La 
méthode de rejet s’appuyait sur l’échantillonnage aléatoire 
simple comme plan de sondage initial et était équilibrée sur 
.x  Pour l’échantillonnage par la méthode du cube, nous 

avons utilisé un vecteur d’équilibrage de ( ) ,i i ip x ′= ,z  où 
20 100ip = /  pour tout .i  L’inclusion de ip  dans le vecteur 

d’équilibrage pour l’échantillonnage par la méthode du cube 
avait pour but de contrôler la taille d’échantillon afin que le 
plan de sondage résultant soit comparable à l’utilisation de 
l’échantillonnage aléatoire simple comme plan initial dans 
la simulation de l’échantillonnage réjectif. Nous avons 
estimé les probabilités d’inclusion de premier ordre en utili-
sant une simulation Monte Carlo de taille 100 000 (figure 
1). La courbe a été obtenue par un ajustement non paramé-
trique. Pour l’échantillonnage réjectif, nous avons utilisé un 
taux de rejet d’environ 90 %. En vertu de la théorie de 
l’échantillonnage réjectif, les probabilités d’inclusion de 
premier ordre correspondent approximativement à une 
fonction quadratique de la distance i Nx x−  pour un plan de 
sondage initial à probabilités égales (Fuller 2009a). Le 
graphique donne à penser que toutes les probabilités 
d’inclusion de premier ordre sont égales à 0,2 pour le plan 

d’échantillonnage obtenu par la méthode du cube. Comme 
prévu, la figure 1 indique que la méthode du cube maintient 
les probabilités d’inclusion de premier ordre spécifiées, mais 
que l’échantillonnage réjectif ne le fait pas. Par conséquent, 
l’estimateur de Horvitz-Thompson calculé en utilisant les 
probabilités d’inclusion initiales ( )ip  et les échantillons 
réjectifs est biaisé. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 1 Probabilités d’inclusion de premier ordre simulées. 
Pour la méthode réjective, la variable d’équilibrage 
est i iz x====  et pour la méthode du cube, ( , ) ,′′′′====i i iz p x  
où ====ip 20/100  

Dans la procédure d’échantillonnage réjectif, les proba-
bilités d’inclusion conjointe diffèrent de celles du plan de 
sondage initial. Une paire d’unités i  et j  sont peu suscep-
tibles d’avoir une probabilité d’inclusion conjointe élevée si 

2i j Nx x x+ −  est proche de zéro pour un plan de sondage 
initial à probabilités égales. Nous avons estimé les proba-
bilités d’inclusion conjointe pour des échantillons simulés 
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de taille 20 tirés d’une population de 100 (figure 2). Pour 
l’échantillonnage aléatoire simple, la probabilité d’inclusion 
conjointe est 0,038. Sous échantillonnage réjectif, les proba-
bilités d’inclusion conjointe sont approximativement égales 
à une fonction quadratique de .i jx x+  Le tracé des probabi-
lités d’inclusion conjointe sous échantillonnage par la 
méthode du cube en fonction de i jx x+  semble présenter 
des angles plus aigus que celui des probabilités d’inclusion 
conjointe sous échantillonnage réjectif. Les probabilités 
d’inclusion conjointe élevées observées pour la méthode du 
cube sont associées à des paires d’unités situées sur les côtés 
opposés éloignés de .Nx  Autrement dit, pour la valeur 
d’échantillon de ,i jx x+  les paires dont la valeur de 

i jx x| | + | |  est grande ont une grande probabilité d’inclu-
sion (figure 3). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figure 2 Probabilités d’inclusion de deuxième ordre simu-

lées. Pour la méthode réjective, la variable d’équi-
librage est i iz x====  et pour la méthode du cube, 

( , ) ,′′′′====i i iz p x  où ====ip 20/100 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 3 Probabilités d’inclusion de deuxième ordre simulées 
avec les sommes absolues de .x  Pour la méthode 
réjective, la variable d’équilibrage est i iz x====  et 
pour la méthode du cube, ( , ) ,′′′′====i i iz p x  où ====ip  
20/100 

 

L’estimateur de Horvitz-Thompson calculé en utilisant 
les probabilités d’inclusion initiales présente un biais 
d’ordre 1( )pO n−  sous échantillonnage réjectif, tandis qu’il 
est sans biais sous échantillonnage par la méthode du cube. 
L’estimateur de variance de Horvitz-Thompson standard 
présente un biais sous les deux procédures. En utilisant des 
méthodes Monte Carlo, il est possible d’estimer des proba-
bilités d’inclusion permettant d’utiliser des estimateurs de 
Horvitz-Thompson presque sans biais. Cependant, pour une 
grande population, il est difficile de simuler un nombre 
d’échantillons suffisant pour obtenir une estimation précise 
de la probabilité d’inclusion conjointe pour une paire 
d’unités. Au lieu d’estimer la variance, on peut utiliser un 
estimateur par la régression et l’estimateur de variance pour 
ce dernier. Cette approche est intuitivement séduisante, 

    Réjectif 

 

    -4       -3       -2       -1        0        1         2         3        4 

i j
x x+  

 
  Cube 

 
   -4        -3       -2       -1        0         1        2        3         4 

i j
x x+  

  0
,0
25

   
   
0,
03

0 
   
   
 0
,0
35

   
   
  0

,0
40

   
   
  0

,0
45

   
   
0,
05

0 
   
   
   
   
   
   
   
0,
02

5 
   
  0

,0
30

   
   
  0

,0
35

   
   
  0

,0
40

   
   
  0

,0
45

   
   
 0
,0
50

 

ˆ ijπ  

ˆ ijπ  

    Réjectif 

 
     0                1                2                 3                 4                5 

i j
x x| |+ | |  

 

    Cube 

 
    0                 1                2                3                 4                5 

i j
x x| |+ | |  

   0
,0
25

   
   
 0
,0
30

   
   
 0
,0
35

   
   
0,
04

0 
   
   
0,
04

5 
   
   
0,
05

0 
   
   
   
   
   
 0
,0
25

   
   
  0

,0
30

   
   
 0
,0
35

   
   
 0
,0
40

   
   
 0
,0
45

   
   
 0
,0
50

 

ˆ ijπ  

ˆ ijπ  

 ( ) ( ) 0i N j Nx x x x− − ≤  

 ( ) ( ) 0i N j Nx x x x− − >  

 

( ) ( ) 0i N j Nx x x x− − ≤  

( ) ( ) 0i N j Nx x x x− − >  



80 Legg et Yu : Comparaison de méthodes de restriction de l’ensemble d’échantillons 
 

 
Statistique Canada, No 12-001-X au catalogue 

parce que l’équilibrage est, par conception, semblable à la 
régression. Lorsque l’on utilise l’estimateur par la régres-
sion, le biais de ce dernier est du même ordre sous la 
méthode du cube que sous la méthode réjective. Pour 
l’échantillonnage réjectif, Fuller (2009a) donne les condi-
tions de convergence de l’estimateur de variance de l’esti-
mateur par la régression. Pour l’échantillonnage par la 
méthode du cube, Deville et Tillé (2005), ainsi que Tillé 
(2006) laissent entendre qu’en utilisant l’estimateur de 
variance pour un estimateur par la régression, on obtient une 
bonne approximation de la variance de l’estimateur de 
Horvitz-Thompson. Les estimateurs de variance proposés 
par Deville et Tillé (2005) donnent de bons résultats quand 
les probabilités d’inclusion conjointe du plan de sondage 
obtenu par la méthode du cube sont approximativement 
égales aux probabilités d’inclusion conjointe d’un plan de 
sondage de Poisson. Dans les études par simulation de la 
section 4, nous évaluons les estimateurs de variance propo-
sés dans Fuller (2009a) et dans Deville et Tillé (2005). 

 
4. Simulation de l’estimateur par la régression 

 
Une population de taille 100 a été générée à partir du 

modèle 

20,55i i i i iy x x x= + + ε  (9) 

iid (0 0,4)i Nε , ,∼  où les ix  sont des valeurs fixées dans 
l’intervalle de 0 à 4 (figure 4). Soixante-douze des valeurs 
de x  étaient des valeurs inférieures à 1,15 simulées 
aléatoirement d’après une loi exponentielle standard. Les 28 
autres valeurs, variant de 0,18 à 4,0, ont été ajoutées de 
manière déterministe pour former l’ensemble de données de 
x . Les valeurs fixes de x  ont été sélectionnées de manière 
que leur distribution soit assez étalée vers la droite afin que 
des grandes et des petites strates soient produites lors de la 
stratification de la population sur x  de façon que les 
sommes intra-strate des valeurs ix  triées soient approxi-
mativement égales. La population a été maintenue fixe après 
la sélection initiale. Nous avons choisi le modèle (9), qui 
contient un terme quadratique, pour simuler la performance 
de la stratégie de sondage et d’estimation sous l’hypothèse 
du modèle (4) pour le plan de sondage et l’estimation. 

Nous prenons pour plans de sondage initiaux l’échan-
tillonnage de Poisson et l’échantillonnage aléatoire stratifié 
avec deux unités par strate. Nous avons déterminé les strates 
en fixant les limites de manière que la somme intra-strate 
des valeurs triées de ix  soit à peu près la même dans toutes 
les strates. Nous avons fixé la taille d’échantillon à 20 et 
formé dix strates. Les tailles de strate étaient 35, 15, 11, 9, 8, 
7, 5, 4, 3 et 3. Pour la méthode réjective, nous avons utilisé 
un échantillonnage stratifié de deux unités par strate avec 

probabilités d’inclusion égales dans la strate. Nous avons 
choisi les limites des strates de cette façon pour que la 
probabilité d’inclusion de l’unité i  soit presque proportion-
nelle à ,ix  ce qui est la probabilité d’inclusion optimale 
sous le modèle (9) (Ikasi et Fuller 1982). Ce plan de strati-
fication peut aussi être équilibré partiellement sur x  par la 
voie d’un plan de sondage standard. Dans le plan d’échan-
tillonnage aléatoire stratifié, l’équilibre est atteint en utilisant 
une fonction escalier pour approximer une droite. Le plan 
stratifié sera également partiellement équilibré sur 2.x  Le 
plan d’échantillonnage aléatoire stratifié est destiné à illus-
trer dans quelle mesure un équilibrage supplémentaire peut 
être avantageux. Nous avons tiré deux unités par strate afin 
d’obtenir le nombre maximal de strates tout en permettant 
une estimation de variance sans biais. Fuller (1981) a 
montré que, dans le cas de deux unités par strate, ce plan 
d’échantillonnage stratifié possède une variance anticipée 
proche de la variance du meilleur modèle d’échantillonnage 
à choix raisonné sous (4). Pour l’échantillonnage de Poisson, 
nous avons pris, pour la taille d’échantillon prévue de 20, 
des probabilités d’inclusion initiales égales aux probabilités 
d’inclusion initiales du plan d’échantillonnage stratifié. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 4 Population simulée sous le modèle (9) 

 
L’estimateur par la régression étudié dans le présent 

article est de la forme (1) avec β̂βββ  défini en (2). La variable 
de régression z  est un vecteur de variables auxiliaires qui 
contient les variables du plan de sondage et .x  Pour les 
plans de Poisson, nous avons utilisé (1i i ip x= , , ,z  

1(1 ) )i ip p− ′−  comme vecteur des variables d’équilibrage et 
comme vecteur des variables de régression. La première 
variable fournit un contrôle pour la taille de population, la 
deuxième est un contrôle pour la taille d’échantillon, la 
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troisième fournit l’équilibre sur x  et la quatrième garantit 
que l’estimateur par la régression est convergent sous le 
plan. Voir la condition (3) pour la convergence sous le plan 
de regy  et l’ensemble (0 0 0 1) .′= , , ,d  Pour les échantillons 
stratifiés avec deux unités par strate, le vecteur de variables 
d’équilibrage est 1 2 10( )i i i ix I I I, , , ...,  pour l’échantillonnage 
par la méthode du cube, où les hiI  sont les variables 
indicatrices de strate définies comme étant 

1 unité dans la strate

0 sinonhi

i h
I


= 


 

pour 1 2 10.h …= , , ,  Seule la variable x  est incluse dans la 
méthode d’équilibrage réjectif puisque l’échantillon tiré de 
ce plan de sondage initial est automatiquement équilibré sur 
les variables indicatrices de strate. Pour les deux méthodes 
d’équilibrage, le vecteur de variables de régression est i =z  

1 10( ) .i i ix I I ′, , ...,  
Pour les plans de sondage initiaux, les estimateurs de 

variance pour regy  sont les estimateurs de variance de la 
moyenne de i i i Ne y ′= − z ββββ  calculés avec ˆ ,ie  où îe =  

ˆ.i iy ′− ββββz  Pour l’échantillonnage de Poisson, l’estimateur de 
variance est 

1 1 4
reg

3 2 1

ˆ ˆ( ) ( )

ˆ(1 ) ˆ

N zz i i
i A

i i i zz N

V y n s n p

p e

− − −

∈

−

′= −

′× − ,

∑z M z

z M z  (10) 

où  

  1 2ˆ (1 )zz i i i i

i A

N p p− −

∈

′= − ,∑M z z  

et s  est le nombre de variables dans .z  L’obtention de (10) 
est décrite en annexe. 

Dans le cas de l’échantillonnage aléatoire stratifié avec 
deux unités par strate, l’estimateur de variance de regy  est 

1 1 2
reg

1
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1 2
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 (11) 

où  

1 2
,

ˆ
h

zz h h i i h i
i A

N p− −

∈

′= φ ,∑M z z  

hA  est l’ensemble d’échantillons dans la strate ,h hW =  
,h hn N/ hφ = 1( 1) ( 2)h hN N−− −  pour les unités dans la 

strate ,h hiz  est le vecteur de variables auxiliaires iz  dans la 
strate ,h  

ˆˆ ( )hi hi h hi he y y ′= − − − ,z z ββββ  

hy  et hz  sont les moyennes de strate de hiy  et ,hiz  
respectivement, et H = 10 est le nombre de strates. Les 
calculs menant à l’expression (11) sont les mêmes que ceux 
décrits en annexe et ne sont donc pas présentés. 

Pour l’échantillonnage réjectif, nous avons utilisé les 
mêmes estimateurs de variance (10) et (11) en nous servant 
des probabilités d’inclusion du plan initial pour calculer 
l’estimateur de variance de regy  pour les échantillons 
obtenus. Fuller (2009a) a prouvé que les propriétés en grand 
échantillon de l’estimateur par la régression sous échantil-
lonnage réjectif sont les mêmes que celles de l’estimateur 
par la régression pour la procédure d’inclusion originale 
sous certaines conditions de régularité. Dans le cas de 
l’échantillonnage par la méthode du cube, nous avons 
évalué un estimateur de variance proposé par Deville et 
Tillé (2005) pour regy  en utilisant les échantillons donnés 
par cette méthode. 

Soit ( )p ⋅  le plan de sondage initial et ( ),π ⋅  le scénario 
résultant après équilibrage. Le nombre d’échantillons sélec-
tionnés était de 30 000 pour chaque simulation Monte Carlo 
sous les plans de sondage initiaux, l’échantillonnage par la 
méthode du cube et l’échantillonnage réjectif avec des taux 
de rejet de 90 % et 95 %. Nous avons construit l’estimateur 
de Horvitz-Thompson HTy  et l’estimateur par la régression 

regy  en utilisant les probabilités d’inclusion initiales .ip  
Soulignons que, pour l’échantillonnage réjectif, l’estimateur 
de Horvitz-Thompson utilisant les probabilités d’inclusion 
initiales n’est pas l’estimateur de Horvitz-Thompson sous le 
plan équilibré. Pour chaque plan initial, nous avons calculé 
les quantités qui suivent dans les études par simulation.  

• HT( )pV y  (ou reg( )) :pV y  Variance Monte Carlo de 
l’estimateur de Horvitz-Thompson (ou de l’estimateur 
par la régression) en utilisant les échantillons provenant 
des plans de sondage initiaux. 

• HT( )V yπ  (ou reg( )) :V yπ  Variance Monte Carlo de 
l’estimateur de Horvitz-Thompson (ou de l’estimateur 
par la régression) pour les échantillons équilibrés. 

• HTbiais ( )yπ  (ou regbiais ( )) :yπ  Biais Monte Carlo de 
l’estimateur de Horvitz-Thompson (ou de l’estimateur 
par la régression), en utilisant les échantillons équilibrés.  

Pour les échantillons obtenus par la méthode du cube,  
• reg

ˆ ( ) :DTV y  variance estimée de l’estimateur par la ré-
gression en utilisant les estimateurs de variance de 
Deville et Tillé (2005) et chaque échantillon obtenu par 
la méthode du cube. 

• reg
ˆmoy( ( )) :DTV y  moyenne Monte Carlo de reg

ˆ ( )DTV y  
en utilisant tous les échantillons obtenus par la méthode 
du cube.  

Deville et Tillé (2005) recommandent plusieurs estimateurs 
de variance basés sur une approximation de l’échantillonnage 
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de Poisson avec des corrections pour les contraintes connues 
dans la variance sous le plan. Les trois premiers estimateurs 
décrits dans Deville et Tillé (2005) ne différant que 
légèrement, nous n’avons utilisé que le deuxième dans les 
études par simulation. Deville et Tillé (2005) proposent 
aussi un quatrième estimateur, mais celui-ci requiert la 
résolution d’un système d’équations non linéaires dont 
l’ajout à la simulation aurait demandé beaucoup de 
ressources informatiques. Cependant, leur quatrième estima-
teur pourrait donner de meilleurs résultats que les autres 
pour les plans d’échantillonnage stratifiés, puisqu’il repro-
duit la variance d’un échantillon aléatoire stratifié quand le 
vecteur de variables d’équilibrage contient des indicateurs 
de strate.  
Pour les échantillons obtenus par la méthode réjective,  

• reg
ˆ( ) :V y  variance estimée de l’estimateur par la ré-
gression en utilisant l’équation (10) (ou (11)) pour le 
plan de sondage initial de Poisson (ou stratifié à deux 
unités par strate) et chaque échantillon équilibré. 

• reg
ˆmoy( ( )) :V y  moyenne Monte Carlo de reg

ˆ ( )V y  en 
utilisant les échantillons équilibrés.  

Dans les simulations, nous avons également calculé 

reg
ˆ ( )V y  pour les échantillons obtenus par la méthode du 
cube aux fins de comparaison. 

Le tableau 1 donne les estimations pour le plan d’échan-
tillonnage de Poisson. La variance de la moyenne de 
Horvitz-Thompson sous l’échantillonnage de Poisson initial 
avec taille de l’échantillon prévue de 20 et sans équilibrage 
est HT( )pV y = 0,08. Dans le tableau 1, les variances sont 
normalisées par HT( ),pV y  et les biais sont normalisés par 

HT( ).pV y  L’estimateur de Horvitz-Thompson est sans 
biais sous les plans obtenus par la méthode du cube, parce 
que l’échantillonnage par la méthode du cube retient les 
probabilités d’inclusion de premier ordre. L’estimateur de 
Horvitz-Thompson en utilisant les probabilités d’inclusion 
du plan initial est biaisé sous l’échantillonnage réjectif, 
parce que les probabilités d’inclusion diffèrent des proba-
bilités d’inclusion du plan initial, comme l’indique la figure 
1. Le biais de l’estimateur par la régression sous échantillon-
nage réjectif est plus faible que celui de l’estimateur de 
Horvitz-Thompson calculé avec les probabilités d’inclusion 
du plan initial. Le biais de regy  est du même ordre sous la 
méthode du cube et la méthode réjective. L’accroissement 
du taux de rejet augmente le biais de regy  pour les plans 
obtenus par la méthode réjective. Cependant, sous les deux 
méthodes d’équilibrage et les deux taux de rejet, les biais de 

regy  sont négligeables comparativement aux variances 
Monte Carlo. Pour l’estimateur de Horvitz-Thompson en 
utilisant les probabilités d’inclusion du plan initial, le gain 
réalisé en utilisant l’échantillon équilibré est important pour 
la méthode du cube ainsi que la méthode réjective. Les 

erreurs quadratiques moyennes sont réduites encore davan-
tage en utilisant l’estimateur par la régression avec l’une ou 
l’autre méthode d’équilibrage. Le gain dû à l’utilisation de 
l’estimateur par la régression est plus important pour 
l’échantillonnage réjectif que pour l’échantillonnage par la 
méthode du cube, vraisemblablement parce que cette 
dernière produit un équilibre plus strict que la méthode 
réjective. Les deux méthodes donnent lieu à des variances 
similaires pour l’estimateur par la régression. La variance de 
l’estimateur par la régression sous le plan initial de Poisson 
est reg( )pV y = 0,249 (relativement à HT( )).pV y  En compa-
rant la valeur de 0,249 à la quatrième ligne du tableau 1, 
nous voyons que, pour l’estimateur par la régression, le gain 
résultant de l’utilisation d’échantillons équilibrés est modé-
ré. Ce résultat est en harmonie avec la constatation de Fuller 
(2009a) selon laquelle la réduction de la variance de regy  en 
utilisant des échantillons obtenus par la méthode réjective 
est due à une correction de deuxième ordre. L’estimateur de 
variance de regy  en utilisant (10) présente un petit biais tant 
pour les échantillons obtenus par la méthode du cube que 
pour ceux produits par la méthode réjective reg

ˆ(moy( ( ))V y  
dans le tableau 1). L’estimateur de variance reg

ˆ ( )DTV y  pro-
posé dans Deville et Tillé (2005) donne des résultats compa-
rables à reg

ˆ ( )V y  dans (10) puisque le deuxième estimateur 
de variance de Deville et Tillé (2005) est très proche de (10) 
pour l’échantillonnage de Poisson. Ce résultat appuie l’allé-
gation selon laquelle, dans les estimateurs de variance de 
Deville et Tillé (2005), l’hypothèse de l’approximation de 
Poisson est satisfaite pour le cas du plan d’échantillonnage 
de Poisson. 

 
Tableau 1 
Propriétés des échantillons de taille prévue de 20 basés sur l’échan-
tillonnage de Poisson. HT( ) ====pV y 0,08 et reg HT( ) / ( ) ====p pV y V y 0,249 
 

 Cube Réj. 

90 % 

Réj. 

95 % 

HT HTbiais ( ) / ( )py V yπ  -0,002 -0,016 -0,007 

reg HTbiais ( ) / ( )py V yπ  -0,002 0,002 0,005 

HT HT( ) / ( )pV y V yπ  0,142 0,270 0,220 

reg HT( ) / ( )pV y V yπ  0,131 0,136 0,129 

reg HT
ˆmoy( ( )) / ( )pV y V y  0,122 0,123 0,121 

reg HT
ˆmoy( ( )) / ( )DT pV y V y  0,120 - - 

 
Au tableau 2, nous présentons les estimations sous le 

plan d’échantillonnage stratifié à deux unités par strate 
initial. La variance de la moyenne de Horvitz-Thompson 
sous le plan de stratification initial est HT( )pV y = 0,011 et 
toutes les estimations sont normalisées au moyen de cette 
valeur. Puisque, dans ce plan initial, la stratification contrôle 
la plupart de l’effet de x  sur ,y  l’estimateur par la 
régression n’offre pas d’amélioration importante par rapport 
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à l’estimateur de Horvitz-Thompson calculé en utilisant les 
probabilités d’inclusion du plan initial. Le biais et la 
variance de HTy  sont proches de ceux de regy  sous la 
méthode du cube ainsi que la méthode réjective. Le biais 
estimé plus grand de HTy  sous l’échantillonnage par la 
méthode du cube est dû à l’erreur de Monte Carlo. L’amé-
lioration due à l’équilibrage sur x  n’est pas importante 
comparativement à celle obtenue pour l’exemple d’échantil-
lonnage de Poisson. Cependant, sous ce plan stratifié initial 
fortement contrôlé, dans lequel les échantillons initiaux sont 
déjà partiellement équilibrés sur ,x  un équilibrage supplé-
mentaire et l’utilisation des estimateurs regy  peuvent encore 
offrir un avantage modéré. Ce résultat peut être constaté 
pour regy  en comparant la quatrième ligne du tableau 2 à la 
variance de regy  sous le plan initial reg( )pV y = 0,987. Par 
conséquent, dans ce cas, une bonne stratégie consiste à 
combiner la stratification, l’équilibrage et la régression, 
conclusion qui est semblable à celle tirée par Deville et Tillé 
(2004). L’estimateur de variance reg

ˆ ( )V y  obtenu en utili-
sant (11) donne des estimations qui, en moyenne, pour les 
variances de l’estimateur par la régression sous la méthode 
du cube ainsi que la méthode réjective, sont proches         
des variances réelles. Cependant, l’estimateur de variance 

reg
ˆ ( )DTV y  proposé par Deville et Tillé (2005) donne de 
médiocres résultats pour l’échantillonnage par la méthode 
du cube. Cela pourrait être dû au fait que l’approximation de 
l’échantillonnage de Poisson dans le deuxième estimateur 
de variance de Deville et Tillé (2005) repose sur l’hypothèse 
que les probabilités d’inclusion conjointe sont éloignées des 
probabilités d’inclusion conjointe réelles dans les petites 
strates. Or, les probabilités d’inclusion conjointe dans les 
petites strates sont plus proches de celles de l’échantillon-
nage aléatoire stratifié que de celles de l’échantillonnage de 
Poisson. Ce problème pourrait expliquer pourquoi reg

ˆ ( )V y  
donné par (11) en utilisant les probabilités initiales d’inclu-
sion pour deux unités par strate est moins biaisé que 

reg
ˆ ( )DTV y  dans ce cas. 
 

Tableau 2 
Propriétés des échantillons de taille prévue de 20 basés sur l’échan-
tillonnage stratifié. HT( ) ====pV y 0,011 et reg HT( ) / ( ) ====p pV y V y 0,987 
 

 Cube Réj. 

90 % 

Réj. 

95 % 

HT HTbiais ( ) / ( )py V yπ  -0,028 0,014 0,010 

reg HTbiais ( ) / ( )py V yπ  -0,013 0,014 0,010 

HT HT( ) / ( )pV y V yπ  0,910 0,866 0,813 

reg HT( ) / ( )pV y V yπ  0,929 0,865 0,813 

reg HT
ˆmoy( ( )) / ( )pV y V y  0,907 0,881 0,775 

reg HT
ˆmoy( ( )) / ( )DT pV y V y  0,792 - - 

 

Afin d’évaluer les propriétés en grand échantillon des 
méthodes d’équilibrage, nous avons quadruplé la taille de la 
simulation de Poisson. Nous avons répété quatre fois la 
population et sélectionné un échantillon de taille prévue de 
80. La variance d’une moyenne de Horvitz-Thompson sous 
l’échantillonnage de Poisson est HT( )pV y = 0,020 et la 
variance de l’estimateur par la régression est reg( )pV y =  
0,132. Les variances et biais relatifs résultants sont proches 
des résultats pour les échantillons de taille 20 (tableau 3). 
Les résultats des simulations corroborent le résultat théo-
rique de Fuller (2009a) selon lequel l’estimateur par la 
régression est un estimateur d’ordre 1 2( )pO n− /  après un 
rejet du type utilisé dans le présent article. Bien que cela ne 
soit pas prouvé ici, l’estimateur par la régression utilisé 
après l’échantillonnage par la méthode du cube semble 
posséder des propriétés semblables à l’estimateur par la 
régression lorsque l’on utilise l’échantillonnage réjectif. 

 
Tableau 3 
Propriétés des échantillons de taille prévue de 80 basés sur l’échan-
tillonnage de Poisson. HT( ) ====pV y 0,02 et reg HT( ) / ( ) ====p pV y V y 0,132 
 

 Cube Réj. 

90 % 

Réj. 

95 % 

HT HTbiais ( ) / ( )py V yπ  0,002 -0,006 -0,007 

reg HTbiais ( ) / ( )py V yπ  0,002 0,000 -0,001 

HT HT( ) / ( )pV y V yπ  0,127 0,267 0,224 

reg HT( ) / ( )pV y V yπ  0,122 0,124 0,123 

reg HT
ˆmoy( ( )) / ( )pV y V y  0,121 0,121 0,121 

reg HT
ˆmoy( ( )) / ( )DT pV y V y  0,121 - - 

 
5. Corrections apportées à la méthode de rejet  
Dans la méthode d’échantillonnage réjectif de Fuller, la 

même importance est accordée à toutes les variables d’équi-
librage. Pour un grand nombre de celles-ci, on ne peut 
s’attendre à un équilibre exact sur toutes les variables et 
l’approximation pourrait être médiocre pour certaines 
variables importantes. Par conséquent, un praticien pourrait 
souhaiter obtenir un équilibre plus strict sur un sous-en-
semble de variables d’équilibrage. Par exemple, un chercheur 
pourrait vouloir utiliser l’échantillonnage de Poisson par 
souci de simplicité, mais exercer aussi un certain contrôle 
sur la taille aléatoire de l’échantillon. Une taille d’échantil-
lon aléatoire peut compliquer la planification de l’étude et 
contribuer fortement à la variance des estimateurs. L’échan-
tillonnage équilibré permet de réduire la variation des tailles 
d’échantillon en équilibrant sur la variable ,ip  qui est la 
probabilité d’inclusion de premier ordre initiale. Dans la 
méthode d’échantillonnage réjectif de Fuller, la variance de 
la taille d’échantillon s’accroît quand le nombre de variables 
d’équilibrage augmente et que le taux de rejet est maintenu 
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constant. Il est possible de modifier la méthode d’échantil-
lonnage réjectif de manière que l’équilibre sur ip  soit plus 
strict que sur d’autres variables. 

Un moyen d’accroître l’équilibrage sur un sous-ensemble 
de variables consiste à modifier la fonction de test de rejet. 
Dans Fuller (2009a), l’ordre de l’approximation des proba-
bilités d’inclusion de premier et de deuxième ordres demeure 
le même quand, dans la forme quadratique de rejet, la 
matrice de variance est remplacée par une matrice définie 
positive symétrique de même ordre. 

Pour déterminer les pondérations pour l’échantillonnage 
réjectif pondéré, il est commode de transformer les variables 
d’équilibrage de façon que HT( )NV F|z  soit une matrice 
diagonale. Pour l’échantillonnage réjectif pondéré, la statis-
tique de test est 

1 2
HT, HT, ,

1

( ) ( )
m

q q N q N q
q

c V z F z z−

=

| − ,∑  (12) 

où m  est le nombre de variables d’équilibrage, qz  est la eq  
variable d’équilibrage et qc  représente les poids sélection-
nés. Nous pouvons donner au poids appliqué à la première 
variable 1i iz p=  une grande valeur relativement à celle des 
poids appliqués aux autres variables afin de réduire la varia-
tion de la taille de l’échantillon. La transformation utilisée est 
celle de Gramm-Schmidt en se servant de la variance sous le 
plan de sondage initial. L’équilibrage est effectué sur les 
variables transformées, mais la première variable n’est pas 
transformée. Les estimateurs de Horvitz-Thompson des 
variables transformées ne sont pas corrélés. L’équilibrage sur 
les variables transformées produira encore un équilibre sur 
les variables originales, puisque chaque variable transformée 
est le résidu d’une opération de régression sur les variables 
précédentes. 

Un parallèle peut être établi entre l’équation (12) et le 
terme de pénalité de la fonction de distance qui sous-tend le 
calage par la régression Ridge. Voir Rao et Singh (1997), 
Beaumont et Bocci (2008), ainsi que Chambers (1996). En 
particulier, le choix des poids qc  est semblable au problème 
de sélection des coûts appropriés dans le calage par la 
régression Ridge. Donc, l’échantillonnage réjectif en utili-
sant la statistique de test (12) peut être considéré comme 
l’intégration du calage par la régression Ridge à l’étape de 
l’élaboration du plan de sondage. 

Un deuxième moyen de produire un équilibre plus strict 
sur un sous-ensemble de variables consiste à effectuer le 
rejet séparément pour divers sous-ensembles. Une statis-
tique de test est produite pour chaque sous-ensemble et, 
pour être accepté, il faut qu’un échantillon soit accepté à 
tous les tests. Dans le cas de l’échantillonnage de Poisson, 
une statistique de test pourrait donner lieu au rejet si la taille 
d’échantillon n’est pas comprise entre les limites de tolé-
rance spécifiées pour la taille d’échantillon prévue. Cette 

deuxième approche nécessite certaines hypothèses de plus 
que celles de Fuller (2009a), mais un argument similaire 
peut être utilisé pour justifier la procédure. 

Afin de prouver les propriétés de convergence de la 
méthode de rejet à tests multiples, il est commode de 
considérer deux sous-ensembles de variables d’équilibrage 
et d’imaginer que le rejet est effectué séquentiellement sur 
chaque sous-ensemble. Nous donnons à la méthode de rejet 
sur deux sous-ensembles le nom de méthode d’échantillon-
nage réjectif en deux étapes. Supposons que 1 2( )i i i

′ ′ ′= ,z z z  
est le vecteur de variables d’équilibrage et que le plan de 
sondage original est désigné par ( ).p ⋅  La procédure est la 
suivante.  

Étape 1 : Sélectionner un échantillon en utilisant ( )p ⋅  et 
rejeter les échantillons en appliquant la condition d’équili-
brage (8) au premier sous-ensemble 1,z  

1
1 HT,1 ,1 HT,1 HT,1 ,1 1( ) ( ) ( ) .N N NQ V F −′= − | − < γz z z z z  

Étape 2 : Utiliser l’échantillon accepté à l’étape 1 pour 
vérifier la condition d’équilibrage (8) sur le deuxième sous-
échantillon 2,z  

1
2 HT, 2 , 2 HT, 2 HT, 2 , 2 2( ) ( ) ( ) .N N NQ V F −′= − | − < γz z z z z  

Rejeter l’échantillon si la condition n’est pas satisfaite et 
répéter l’étape 1. 

En pratique, aussi bien pour l’échantillonnage réjectif 
pondéré que pour l’échantillonnage réjectif en deux étapes, 
des tâtonnements sont vraisemblablement nécessaires pour 
choisir les valeurs de γ . Dans le cas de la méthode pondé-
rée, la forme quadratique devient une somme de multiples 
des variables aléatoires 2,χ  ce qui rend le choix de γ  plus 
difficile que dans le cas non pondéré. Nous avons utilisé des 
approximations par appariement des moments pour choisir 
les valeurs de γ  qui fournissent des taux de rejet proches de 
ceux souhaités, mais nous avons ensuite procédé à de petites 
simulations pour déterminer le taux de rejet sous forme 
d’une fonction de .γ  Pour la méthode en deux étapes, nous 
avons utilisé une approximation par une loi du 2χ  pour 
sélectionner une valeur de 1γ  donnant approximativement 
le taux de rejet souhaité à la première étape et nous avons 
utilisé une deuxième approximation par le 2χ  pour sélec-
tionner une valeur initiale de 2γ  donnant approximative-
ment le taux de rejet souhaité à la deuxième étape. Nous 
avons ajusté le deuxième paramètre 2γ  afin d’obtenir le 
taux de rejet global cible. Le choix des valeurs de γ  dans la 
méthode en deux étapes est subjectif, car de nombreuses 
combinaisons de 1γ  et 2γ  peuvent produire le même taux 
global. En pratique, un praticien imposera vraisemblable-
ment un bornage strict pour le premier sous-ensemble de 
variables et des bornes lâches sur les variables d’équilibrage 
restantes. 
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La moyenne et la variance en grand échantillon de 
l’estimateur par la régression sous l’échantillonnage réjectif 
en deux étapes sont les même que celles de l’estimateur par 
la régression sous le plan de sondage original. En outre, 
l’estimateur habituel de la variance sous le plan de sondage 
original pour l’estimateur par la régression convient pour 
l’échantillonnage réjectif en deux étapes. La preuve de cette 
déclaration, qui est une extension de la preuve donnée dans 
Fuller (2009a), peut être obtenue sur demande. 

Afin d’examiner certaines propriétés des deux méthodes, 
nous avons répété les simulations Monte Carlo pour le plan 
d’échantillonnage de Poisson initial avec la variable ip  
séparée des trois autres variables. Nous avons transformé le 
vecteur de variables d’équilibrage de façon que la matrice 
de variance des estimateurs de Horvitz-Thompson des 
totaux soit diagonale. Pour la méthode avec pondération, 
nous avons fixé le poids appliqué à la composante ip  de 
forme quadratique à 1,5, ceux appliqués aux autres compo-
santes, à 1 et nous avons donné à γ  la valeur 0,627. Cette 
méthode de pondération limitait les échantillons à ceux dont 
la taille variait de 18 à 22. Pour la méthode en deux étapes, 
tout échantillon dont la taille se situait en dehors de la 
fourchette de 18 à 22 a été rejeté à la première étape, puis la 
forme quadratique pour les trois variables restantes a été 
vérifiée en utilisant une valeur de γ  de 0,63 pour la 
deuxième étape. Étant donné les bonnes propriétés de 
l’estimateur de variance reg

ˆ ( )V y  donné par (10), le tableau 
4 ne contient que ses valeurs Monte Carlo moyennes 

reg
ˆmoy( ( )).V y   

Tableau 4 
Propriétés des échantillons de taille prévue de 20 obtenus par 
la méthode réjective avec corrections basées sur l’échan-
tillonnage de Poisson, et taux de rejet de 95 % 
 

 Pondération Deux étapes 

HT HTbiais ( ) / ( )py V yπ  -0,005 -0,014 

reg HTbiais ( ) / ( )py V yπ  0,003 0,002 

HT HT( ) / ( )pV y V yπ  0,210 0,217 

reg HT( ) / ( )pV y V yπ  0,132 0,132 

reg HT
ˆmoy( ( )) / ( )pV y V y  0,121 0,121 

( )V nπ  1,237 1,902 

 
Les résultats obtenus pour une taille d’échantillon prévue 

de 20 et un taux de rejet proche de 95 % étaient semblables 
pour les deux méthodes de correction (tableau 4). L’esti-
mateur de Horvitz-Thompson calculé pour la méthode 
pondérée donnait d’un peu meilleurs résultats que celui 
calculé pour la méthode en deux étapes. L’une des raisons 
de cette différence est que la variation des tailles d’échan-
tillon était nettement plus faible dans le cas de la méthode 
pondérée (( ( )V nπ  à la dernière ligne du tableau 4). Des 

simulations supplémentaires en utilisant des tailles d’échan-
tillon prévues plus grandes ont donné des variances relatives 
similaires. L’efficacité de l’estimateur par la régression était 
à peu près la même pour les deux méthodes. Les estimateurs 
de Horvitz-Thompson calculés en utilisant les probabilités 
d’inclusion du plan de sondage initial pour ces deux 
méthodes de correction avaient d’un peu meilleures proprié-
tés que l’estimateur de Horvitz-Thompson obtenu pour la 
méthode réjective sans contrôle supplémentaire de la taille 
de l’échantillon. 

 
6. Discussion  

L’échantillonnage réjectif et l’échantillonnage par la 
méthode du cube produisent des estimateurs par la régres-
sion dont la performance est à peu près la même.  L’équili-
brage produit des gains importants quand le plan de sondage 
initial donne peu de contrôle sur les valeurs auxiliaires qui 
entrent dans les échantillons. Un plan d’échantillonnage 
bien stratifié offre nombre des avantages de l’équilibrage sur 
une variable continue. Toutefois, la poursuite de l’équili-
brage après la stratification peut encore donner lieu à de 
petites améliorations de l’erreur quadratique moyenne pour 
les estimateurs par la régression. En outre, l’équilibrage 
pourrait être utilisé pour prévenir les poids négatifs que 
produisent les estimateurs par la régression (Fuller 2009a).  

Pour les simulations, nous avons fixé le taux de rejet à 
90 % pour la population la plus grande. Quand les tailles de 
la population et de l’échantillon augmentent, il est possible 
d’accroître le taux de rejet tout en maintenant un grand 
ensemble d’échantillons possibles. Des simulations supplé-
mentaires ont été exécutées avec des taux de rejet proches 
de 99 %, mais les données ne sont pas présentées car les 
différences entre les résultats obtenus avec un taux de 95 % 
et un taux de 99 % étaient très faibles et le biais de regy  
demeurait négligeable. La légère réduction de la variance 
due à l’équilibrage diminue à mesure que les conditions 
d’équilibrage sont rendues plus rigoureuses. 

Dans certains cas particulier, un chercheur pourrait sou-
haiter effectuer un équilibrage strict sur certaines variables 
et plus lâche sur d’autres. Des améliorations peuvent être 
obtenues en choisissant des poids différents pour les 
diverses variables ou en répartissant les variables entre des 
ensembles de test distincts. Les méthodes d’échantillonnage 
réjectif pondéré et en deux étapes donnent des résultats 
comparables, si bien que le choix entre ces méthodes 
dépendra en grande partie de la facilité de mise en œuvre. 
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Annexe  

Partons de  

reg reg( ) ( ).N N NV y F V y y F| = − |  

Posons que  

N N Ny ′= z ββββ  

et notons que  

i i N Niy e′= +z ββββ  

1

2 2ˆ ( )i i i i i i i i N i

i A i A

p p e

− 
 − −
 
 ∈ ∈ 

′ ′= φ φ +∑ ∑z z z zβ ββ ββ ββ β  

1

1 2 1 2ˆ .N i i i i i i i i

i A i A

N p N p e

− 
 − − − −
 
 ∈ ∈ 

′= + φ φ∑ ∑β ββ ββ ββ β z z z  (13) 

Sous les hypothèses (hypothèses classiques de conver-
gence sous le plan de sondage)  

1 2 1 1 1 2( ).i i i i i i i i p

i A i U

N p N p O n− − − − − /

∈ ∈

′ ′φ = φ +∑ ∑z z z z  

Écrivons 

1 1 .i i i i zz N

i U

N p− −
,

∈

′φ =∑ z z M  

Utilisons le même argument pour développer le terme 
1 2 .i A i i i iN p e− −

∈∑ φz  Alors, le développement de (13) est 

1 1 2 1ˆ ( ).N zz N i i i i p

i A

N p e O n− − − −
,

∈

= + φ +∑β ββ ββ ββ β M z  

Pour construire les intervalles de confiance pour ,
Ny  il est 

suffisant de prendre en considération la variance du terme 
linéarisé. Par conséquent, considérons, en utilisant la nota-
tion de Särndal, Swensson et Wretman (1992),  

1 1
reg HTAV( ) ( )N zz N N zz N Ny V F− −

, ,
′= |z M b M z  

où  
1 .i i i i ip e−= φb z  

La variance de l’estimateur HT pour la moyenne de ib  sous 
échantillonnage de Poisson est 

1(1 ) .i i i i

i U

p p−

∈

′−∑ b b  

Ensuite, appliquons que 1 ipφ = −  pour obtenir l’approxi-
mation asymptotique de variance pour la partie linéarisée de 

regy   

1 3 3 2 1
regAV( ) (1 ) .N zz N i i i i i zz N N

i U

y p p e− − −
, ,

∈

′ ′= −∑z M z z M z  

Nous obtenons l’estimateur de variance en remplaçant les 
totaux de population par les estimateurs HT sous échan-
tillonnage de Poisson et en intégrant une correction du 
nombre de degrés de liberté devant ( )n n s/ −  à cause de la 
petite taille d’échantillon. 
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