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Estimation de la composition sur petits domaines en présence de données
manquantes informatives

Li-Chun Zhang '

Résumé

L’estimation de la composition sur petits domaines peut poser un probleme de données manquantes informatives, si la
probabilité que les données manquent varie d’une catégorie d’intérét a I’autre, ainsi que d’un petit domaine a 1’autre. Nous
¢laborons une approche de modélisation mixte double qui combine un modele mixte & effets aléatoires pour les données
completes sous-jacentes et un modéle mixte a effets aléatoires du mécanisme de création différentielle de données
manquantes. L’effet du plan d’échantillonnage peut étre intégré au moyen d’un modéle d’échantillonnage sous quasi-
vraisemblance. L’erreur quadratique moyenne conditionnelle de prédiction associée est approximée sous forme d’une
décomposition en trois parties, correspondant a une variance de prédiction naive, une correction positive qui tient compte de
I’incertitude hypothétique de I’estimation des paramétres basée sur les données complétes latentes et une autre correction
positive pour la variation supplémentaire due aux données manquantes. Nous illustrons notre approche en I’appliquant a
I’estimation de la composition des ménages des municipalités au moyen des données sur les ménages tirées des registres
norvégiens, qui présentent un sous-enregistrement informatif du numéro d’identification du logement.

Mots clés :

EQM conditionnelle de prédiction ; algorithme EMQVP ; estimation avec préservation des structures

généralisée (SPREE généralisée) ; ne manquant pas au hasard ; tableau de contingence a double entrée.

1. Introduction

Des chiffres de population sur petits domaines (ou
régions) en fonction de diverses caractéristiques socio-
économiques sont demandés de plus en plus fréquemment
pour I’affectation de fonds, la planification régionale et la
recherche socioéconomique. Purcell et Kish (1980) ont
décrit la méthode dite d’estimation avec préservation des
structures (SPREE pour Structure PREserving Estimation),
dont le fonctionnement consiste a modifier les estimations
sur petits domaines de fagon qu’elles varient d’un domaine a
l’autre conformément a la variation qui existe dans un autre
tableau auxiliaire connu de la méme variable. Habituel-
lement, le tableau auxiliaire est tiré d’un recensement
antérieur ou d’un registre administratif contenant des
renseignements similaires. Zhang et Chambers (2004) ont
¢élaboré une approche SPREE généralisée (GSPREE). Ils ont
intégré des modeles mixtes a effets fixes ainsi qu’a effets
aléatoires et ont montré que le modele log-linéaire restreint
qui sous-tend I’estimation SPREE est un cas particulier.
Cette approche offre un moyen de réduire le biais éventuel
des estimations SPREE traditionnelles. Le lecteur consultera
Ghosh, Natarajan, Stroud et Carlin (1998) et Longford
(1999) pour d’autres approches bayésiennes hié¢rarchiques et
empiriques applicables a ce type de données.

Dans le présent article, nous étendons 1’approche
GSPREE a des situations dans lesquelles des données
manquent. Cette extension peut étre utile dans le cas
d’enquétes par sondage pour lesquelles la non-réponse est
inévitable. Nous nous intéressons tout spécialement aux

compositions sur petits domaines qui peuvent étre disposées
dans un tableau a double entrée, ou I'une des deux
dimensions renvoie aux petits domaines et l’autre, aux
catégories d’intérét. La somme des fréquences par cellule
est égale a un total de domaine fixe qui peut étre connu ou
non. Par exemple, chaque personne de 16 & 74 ans peut étre
classée selon sa situation d’activité, ¢’est-a-dire « occupée »,
«en chomage » ou «inactive ». La somme de ces trois
chiffres a I’intérieur d’un petit domaine est égale au nombre
total de personnes de 16 a 74 ans appartenant a ce domaine.

Dans le contexte de la composition sur petits domaines,
nous disons que le mécanisme de création des données
manquantes est informatif a condition qu’il varie d’une
catégorie d’intérét a I’autre. Il ne s’agit donc pas de données
manquant au hasard (Rubin 1976). En outre, le taux global
de données manquantes varie selon le domaine. Cette
différence en ce qui concerne les données manquantes
fausse les données complétes sous-jacentes et produit un
biais si I’estimation est effectuée comme si les données
observées étaient complétes. Nous proposons une approche
de modélisation mixte double qui combine un modéle mixte
a effets aléatoires pour les données complétes sous-jacentes
et un modeéle mixte a effets aléatoires pour le mécanisme de
création de données manquantes. L’approche de double
lissage est décrite a la section 2.

11 convient de souligner que les bureaux nationaux de la
statistique qui ménent de grandes enquétes tiennent compte
des données manquantes par repondération ou par imputa-
tion. Toutefois, cette correction est faite a des niveaux
d’agrégation significativement plus élevés que les petits
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domaines, et ce pour des variables qui ne correspondent pas
nécessairement a celles d’intérét pour les petits domaines.
S’ils sont disponibles, les totaux ajustés peuvent é&tre
intégrés dans I’approche GSPREE comme totaux margi-
naux pour I’ajustement proportionnel itératif (API).
Cependant, la modélisation des probabilités différentielles
que des données manquent dans les diveres petits domaines
demeure généralement intéressante.

I convient aussi de souligner qu’en tant que telles, les
données manquantes informatives rendent plus difficile
I’évaluation du biais éventuel de toute approche d’estima-
tion. L’approche SPREE peut comporter un biais de deux
fagons : 1) les hypotheses de modele log-linéaire restreint
sous-jacentes ne sont vraisemblablement pas réalistes,
i) ’API direct pourrait ne pas tenir compte adéquatement
des probabilités différenticlles d’existence de données
manquantes. L’approche de modélisation mixte double
proposée résout le probléme (i) par modélisation GSPREE
des données complétes sous-jacentes et s’occupe du
probléme (ii) par introduction d’un modéle de création de
données manquantes plus souple, dont nous discuterons a la
section 2.2. Néanmoins, un certain biais persistera vraisem-
blablement. Puisque I’estimation des paramétres du modéle
et des effets aléatoires est plus compliquée sous 1’approche
de modélisation mixte double, d’autres méthodes d’esti-
mation permettant de préserver la simplicité de calcul de
SPREE tout en faisant une correction plus appropriée pour
les données manquantes informatives mériteraient d’étre
étudiées dans I’avenir.

En ce qui concerne 1’évaluation de I’incertitude de I’esti-
mation, Booth et Hobert (1998) ont défendu 1’utilisation de
Perreur quadratique moyenne conditionnelle de prédiction
(EQMCP) sachant les données observées. Nous étendons
leur approche et calculons une EQMCP approximative dans
la situation courante de données incomplétes multivariées.
Nous obtenons ainsi une décomposition de 'EQMCP en
trois parties, qui correspondent a une variance de prédiction
naive, une correction positive qui tient compte de I’incerti-
tude hypothétique d’estimation des paramétres fondée sur
les données complétes latentes et une autre correction
positive pour la variance supplémentaire due aux données
manquantes. Les détails sont donnés a la section 3.

Les méthodes d’estimation des paramétres, de "EQMCP
et des compositions sur petits domaines sont décrites a la
section 4. A la section 5, nous appliquons notre approche
pour produire des estimations de la composition par type de
ménage des municipalités basées sur le registre norvégien
des ménages, qui présente un sous-enregistrement infor-
matif du numéro d’identification du logement (NIL). Enfin,
a la section 6, nous présentons un résume.
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2. Modélisation mixte double

2.1 Modéle mixte a effets aléatoires dans le cas de
données complétes

2.1.1 Modéeles pour population finie

Les dénombrements sur petits domaines peuvent é&tre
disposés dans un tableau de contingence a double entrée
désigné par X={X _,}, ou a=1,..., 4 sont les indices des
petits domaines et k=1,...,K, ceux des catégories
d’intérét. Les grandeurs que nous souhaitons estimer sont
les proportions intra-domaine données par

K
e{iic = Xak/XaA :Xak ZXaj

J=1

que nous appelons compositions, puisque Y, 07 =1.
Habituellement, sous 1’approche GSPREE, nous supposons
que les totaux marginaux {X,} et {X }, également
appelés structure de répartition, sont connus ou peuvent étre
estimés fiablement, auquel cas 1’estimation {ej;} est
équivalente a ’estimation {X,}. Pour simplifier, nous ne
faisons alors aucune distinction entre les dénombrements et
les compositions dans 1’exposé. Sinon, sans la structure de
répartition, nous pouvons encore utiliser notre approche
pour estimer {0}, maisnon {X, }.

Supposons que nous disposons d’un tableau auxiliaire de
la méme variable, désigné par X°={X"} et des pro-
portions intra-domaine correspondantes {0 }. Pour
modéliser 8% =(07,...,0% )", nous utilisons la fonction

al>*

de lien log-standardisée multinomiale (logsm) donnée par

K
My =log6y — K> log0;; M
j=1
et faisons de méme pour p’, et 6°,. Zhang et Chambers

(2004) ont introduit le modele structurel mixte linéaire
généralis¢ (MSMLG)

ka =h Bl +Va
ou 2

K K
et Z V=0
k= k=1

D=0
1
et Vi) =Vazseeos Vare )" suit une loi normale multivariée
avec matrice de covariance G'=G(8), ou O contient les
paramétres de variance. Notons que (2) ne contient aucun
terme particulier au domaine, parce que Y;p, =
Yeuy =0. Le terme «structurel » fait référence au fait
qu’il s’agit d’un modgle direct des paramétres de population
finie {0}, bien qu’il ne soit pas courant d’insister sur ce
fait dans la littérature traitant de I’estimation sur petits
domaines. Par exemple, le modele bien connu de Fay-
Herriot (Fay et Herriot 1979) est « structurel » dans ce sens.
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Une interprétation importante du modéle (2) en ce qui
concerne les interactions log-linéaires de {6,,} résulte du
choix de la fonction de lien (1), ¢’est-a-dire

Hop =0 + 0y 3)

ou, en vertu de la théorie standard des modéles log-linéaires
(par exemple Agresti 2002), nous avons

log X, =logX, +log9§{ =oc3( +ocf +oc,f +ocj§{

pour o =(4K)'Y, logX,, et of =K'y, logX,, -
ay, et af =4"'Y,logX, —a), et o =logX, —
ay —of —ay, tels que  T,a) =Y,a) =Y,ay =
P ocfk = 0. Nous appelons (3) I’identité log-linéaire et nous
désignons les parametres log-linéaires ocfk comme ¢étant les
interactions (de premier ordre) des compositions 0% ainsi
que des dénombrements X . Une identit¢ semblable est
vérifiée pour p,. Zhang et Chambers (2004) ont montré
que le MSMLG est équivalent au modele mixte a
interactions proportionnelles (MMIP) suivant

Oy =Bty + vy + O, (A7), 4)

Dans (2), les paramétres A, ne comportent aucune
restriction de modélisation outre le MMIP, et ils n’affectent
pas les interactions. Le paramétre 3 est appelé coefficient
de proportionnalité. Clairement, 1’approche SPREE fondée
directement sur la structure des association {X )} revient &
poser que B=1 et v, =0. Par conséquent, nous donnons
au modele (2) le nom de modéle GSPREE, qui contient les
extensions a effets fixes et aléatoires du modele SPREE.

2.1.2 Modéle pour échantillon

Pour établir la spécification du modele, nous supposons
que nous avons les classifications d’échantillon x={x,, }.
Soit

t, =ty ) =((X,)s st (X))

tel que E(t,|v)=E(t,|X)=0", ou v={v,}. Lespé-
rance est habituellement calculée par rapport au plan
d’échantillonnage. Cependant, elle peut aussi étre calculée
sous un modele approprié de la distribution d’échantillon-
nage, comme un modéle multinomial pour x, sous la
contrainte d’un échantillonnage aléatoire simple dans
chaque domaine. Par conséquent, nous ne faisons aucune
distinction dans la notation.

Nous supposons que t, est indépendant de t, pour
a#ad', etposons que

V(t,)=vio(X,) et Cov(,, t,)= Vlmkj(xa) Q)

ou () et () sont les fonctions de variance et de
covariance spécifiées, et v, est le paramétre de dispersion
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qui peut étre connu ou non. Il s’agit essentiellement des
conditions de quasi-vraisemblance pour des données
dépendantes (McCullagh et Nelder 1989). La dépendance a
I’égard de X, nous permet d’intégrer I’effet du plan
d’échantillonnage, auquel cas, dans (5), les espérances
peuvent étre évaluées par rapport a la distribution
d’échantillonnage. Il s’agit d’une raison importante pour
laquelle nous ne supposons pas directement que la
distribution de t, appartient a la famille exponentielle,
comme cela est le cas par exemple dans les modéles
linéaires mixtes généralisés (Breslow et Clayton 1993).

2.1.3 Estimation des paramétres

Zhang et Chambers (2004) décrivent pour le MSMLG
donné par (2) un algorithme basé sur les moindres carrés
pondérés itératifs (MCPI) qui est une variation de
I’approche de quasi-vraisemblance pénalisée (QVP) (Schall
1991 ; Breslow et Clayton 1993). Soit p, = (u, ..., )"
Le MSMLG (2) peut étre donné formellement sous la forme

Ha :g(ea) :Ha€+BVa(l)

ou g(0,) est la fonction de lien logsm, (=
(Agyos Ags B) €t Vo) =(Vaps oo, V). La matrice de
plan H, de dimensions K x K et la matrice de plan B de
dimensions K x (K —1) sont, respectivement,

_11T(—1 ]

K-1xK-1

H, =[Byx- Hg] et B=

a

ou 1 est un vecteur de 1 et / est une matrice identité.
Définissons les variables de travail

deéf.

z, = p,+e,=H C+Bv, +e, et eazQ(ta—Of) 6)

ou Q=0u) /00" est la matrice jacobienne des dérivées
partielles. Désignons par R, la matrice de covariance
conditionnelle de t, sachant Bf défini par (5). Sous
I’approche QVP, nous supposons que e, suit une loi
normale multivariée approximative avec matrice de
covariance QR Q", et nous appliquons les méthodes
standard pour les modéles mixtes linéaires (MML) aux
données linéarisées (6). Les variantes de 1’approche QVP
différent en ce qui concerne I’estimation des paramétres de
variance 6. Nous omettons les détails ici.

2.1.4 De la hiérarchie des modéles

Le MSMLG (2) est spécifié au niveau de la population
finie. De maniére plus générale, nous pouvons considérer que
la population finie {X,} est produite aléatoirement a partir
d’une superpopulation infinie. Soit 8, la probabilité intra-
domaine qu’une unité de la superpopulation appartienne a la
cellule (a,k), ou 3,0, = 1. Conditionnellement a
X, = 2y X,, les dénombrements intra-domaine

a.
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(X,5r-s X)" suivent la loi multinomiale avec les
paramétres (0,,...,0,, ). Unmodéle mixte log-standardisé
multinominal MMLSM) de {0, } est donné par

oo =y +BHy + Vi
ou (7

M=

K
=0 et > v, =0
k=1

=~
1l

1

ou p, est donné par 6, par la voie de la fonction lien
logsm.

Contrairement a I’équation (2) du MSMLG, I’équa-
tion (7) définit un modéle de régression. Dans la situation
d’enquéte par sondage, nous avons alors le choix entre trois
hiérarchies distinctes :

1. Emettre I’hypothése du MSMLG (2) pour la
population finie et du modéle de quasi-vrai-
semblance (5) pour I’échantillon, ce qui donne
I’approche  GSPREE de Zhang et Chambers
(2004).

2. Emettre I’hypothése du MMLSM (7) pour la
superpopulation et modéliser les données d’échan-
tillon t, en se fondant directement sur 6,, ce qui
donne une approche a deux niveaux fondée
purement sur un modé¢le.

3. Emettre I’hypothése du MMLSM (7) pour la
superpopulation, supposer que les totaux de popu-
lation finie X, suivent la loi multinomiale sachant
0,, et émettre ’hypothése du modéle de quasi-
vraisemblance (5) sachant X, ce qui donne un
modéle général a trois niveaux.

En pratique, a condition que la population finie soit
grande, la différence est faible si ’on adopte 1’approche
GSPREE, ce qui évite de devoir traiter explicitement un
niveau hiérarchique supplémentaire. Cependant, la
distinction entre (2) et (7) devient nécessaire si les domaines
sont si petits que la variation stochastique dans X, n’est pas
négligeable comparativement a la variation d’échantillon-
nage dans x, (ou t,). Dans [lapplication que nous
décrivons plus loin, nous utilisons des données de registre
qui nous auraient donné les dénombrements de population
dintérét  {X,} il n’y avait pas eu de données
manquantes. En outre, le niveau d’agrégation sur petit
domaine est si fin que la variation stochastique dans X, ne
peut pas étre ignoré. Par conséquent, nous adoptons
I’approche GSPREE a) en choisissant le modéle MMLSM
(7) au lieu du modele MSMLG (2) et b) en modélisant X,
comme un « échantillon », quoique de trés grande taille,
directement a partir de la superpopulation.
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2.2 Un modéle mixte a effets aléatoires des données
manquantes

Les données manquantes ajoutent un niveau de variation
stochastique en sus de celle des données complétes sous-
jacentes. Dans I’exposé qui suit, considérons que les
dénombrements d’échantillons {x,} représentent les
données complétes, ce qui est la situation la plus fréquente
en pratique. L’application que nous décrivons a la section 5
peut étre considérée comme un cas particulier ou X = x.

Désignons par 'y, =V, Yk ) les fréquences
observées par cellule pour a=1,..., 4. Supposons que,
conditionnellement a x,, et a un effet aléatoire b,,

E(yak | xak’ba) = xakpak
et (8)
V(yak | xak’ba) = VZCakpak(l - pak)

ou c, estune constante connue et v, est le paramétre de
dispersion. Nous supposons que y,, est indépendant de y,,
pour k # j, c’est-a-dire que les données manquantes sont
indépendantes d’une cellule a ’autre. Donnons aux unités
comprises dans la cellule d’échantillon compléte (a, k)
lindice i=1,...,n,. Soit 7, =1 si la i unité est
observée et 1, , =0 si elle est manquante. Le parametre
P €st la probabilit¢ hypothétique que 7, =1 a intérieur
de la cellule (a, k). Pour le montrer, posons que x; ,, estla
contribution de la i° unit¢é a x,, c’est-a-dire que
X = i X; o desorte que y, = X7 X, 4 et

E(yak | xl,ak’ T xnak,ak’ba):

TMag

Z xi,akE(r},ak |ba):Z ‘xi,akP(r;',ak = 1 | ba) = ‘xakpak'
i=1 i=1

Soulignons que p, ne dépend pas de la valeur de x; ,,
mais uniquement de la position de I’'unité dans le tableau a
double entrée. Nous supposons que p,, dépend de b, par
la voie de la fonction de lien logistique donné par

Ny =10g(p /(1= py)) =& +5,
ou ©)
b, ~ N(0,5°).

Les effets fixes &, permettent que la probabilité que des
observations manquent dépende des catégories d’intérét et
leffet aléatoire au niveau du domaine b, permet en outre
qu’elle varie d’un domaine a I’autre.

Manifestement, sous les hypothéses (8) et (9), les
données manquantes causent un biais dans les estimations
des A, si le tableau observéy est traité comme s’il était
complet. De surcroit, cela fausse I’estimation des
interactions de premier ordre {afk }. Nous avons

log pak = (ka +ba) - Yak ou Yak = 10g(1 + exp(ik +ba ))
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Les interactions de premier ordre de {p,} sont alors
données par o/, =—¥, =Y —¥, — Vi +7 ), pour les
moyennes de ligne et de colonne ¥, et ¥ ,, ainsi que pour
la moyenne globale y . Ces interactions ne sont pas nulles,
a moins que &, =& En vertu de (8), les interactions du
tableau observé prévu sont données par

E(ylx,b) _ x P o X ~ X
aak - (X‘ak + aak - aak “Yak # aak

de sorte que les estimations de {o. } comporteront un biais
siy est traité comme étant x.

I convient de souligner qu’en ce qui concerne
I’estimation des interactions, il est en principe possible de
traiter le tableau observé y comme s’il s’agissait du tableau
complet X sous un modéle de données manquantes
particulier donné par

log py =& +1b;. (10)

11 en est ainsi parce que les interactions de premier ordre de
{p.} sont toutes nulles sous (10), auquel cas nous avons
o = o . Sinous ne tenons pas compte des contraintes
d’¢tendue, I’hypothése (10) définit un mécanisme de
données manquantes informatives ou la probabilité qu’une
observation manque varie selon la catégorie d’intérét, tandis
que leffet de domaine modifie toutes les probabilités
intra-domaine qu’une observation manque d’un facteur
exp(b;), tel que p,/Yip, = exp(§;)/X;exp(E))
demeure constante. Cependant, le modele (9) est plus
souple, puisqu’il permet que les effets aléatoires influencent
les interactions. Nous examinerons les modeles (9) et (10) a
la section 5.

Enfin, nous constatons que I’introduction d’effets
aléatoires relatifs aux composantes dans le modéle (9) peut
causer des problémes d’identification. Par exemple,
supposons un échantillonnage aléatoire simple a partir de la
population finie, auquel cas les interactions du tableau
complet prévu sont données par a2 =a¥. Avec I’effet
aléatoire concernant les composantes b, dans le
modele (9), nous avons logp, =&, + b, + v, OU ¥, =

log(1+exp(§, +b,,)).11 découle de (4) et (8) que les

interactions du tableau prévu E(y|x,b) sont données par
Bal, +v, + b, —7,,. Mais il n’existe aucune information
dans les données observées permettant de faire la distinction
entre les deux effets aléatoires v, et b,,.

3. Erreurs quadratiques moyennes
conditionnelles de prédiction

Nous adoptons 1’approche de Booth et Hobert (1998) et
utilisons ’EQMCP comme mesure de I'incertitude de la
prédiction. Comme eux, nous considérons ’EQMCP sur
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I’échelle du prédicteur linéaire. Sous forme vectorielle, les
n, donnés par (1) appartiennent a la classe de fonctions
linéaires

ua :H(JQ—’—B(JVG (11)

ou p, est le vecteur propre au domaine de prédicteurs
linéaires, ¢ est le vecteur des effets fixes, v, est le vecteur
des effets aléatoires propres au domaine, et H, et B, sont
les matrices de plan correspondantes. Toutes les quantités
ont été spécifices dans (6) pour le MSMLG (2), ou nous
avons effectivement B, = B. Nous adopterons toutefois la
formulation un peu plus générale (11) dans la suite. Soit &
et v les estimations de et v, respectivement, fondées
sur des observations pouvant présenter des données man-
quantes, désignées par y, pour a =1,..., 4. 'EQMCP de
a,=H aé + BV, est définie comme étant

EQMCP, = E{(fi, —1,) (1, —1,)" [y, }-

Pour commencer, nous introduisons une décomposition
par la voie du meilleur prédicteur (MP) hypothétique fondée
sur x,, donné par p, 6 =E(u,|x,E0) =H,+
B E(v,|x,,C,J), quand les parametres sont connus. Nous
avons

EQMCP, = E{E((t, — 1,)(1, — 1) [%,)] ¥}
+E{(R, ), 1) 1Y)
=E{B,Cov(v,.V, |X,)B, |V}
+E{(f, — 1), — 1) Y.}

parce que les termes i, ,—p, et [, ,—p, sont
conditionnellement indépendants 1'un de D’autre sachant
X, : L—p dépend des effets aléatoires v, tandis que
fi,— 1, dépend des variations aléatoires dans les autres
domaines. Ensuite, pour le deuxiéme terme du deuxieme
membre, nous introduisons une décomposition par la voie
du meilleur prédicteur estimé (MPE) hypothétique basée sur
les données complétes x, désigné par fi = H,+B, v, ou
(€, 8) sont les estimations des paramétres fondées sur x, et
v, =E(v,|x,, ¢, 8). Nous avons

E{(f, ~ )0, ~ 1) 1y} = E{@R, — 1)@, 1))
= E{E((fi, — i ), — 1) %)}
+EE(f,~ 1)@, ~ /)" %)}
=E{(1,— )@, —11,)"}
+ E{E((f, ~ )@, 1) %)}

La premiére approximation est correcte jusqu’a I’ordre
O],(A’l) et peut €tre justifiée a mesure que le nombre de
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domaines tend vers I’infini. Intuitivement, cela est logique si
I’information provenant de tout domaine individuel est
asymptotiquement négligeable comparativement a 1’infor-
mation provenant de tous les autres domaines regroupés.
Puis, la décomposition s’ensuit parce que les termes
fi,-pn, et fi,—fi, sont indépendants I'un de l'autre
sachant x: le premier est une constante sachant X.

De cette fagon, nous obtenons une EQMCP approxima-
tive décomposée en trois parties

EQMCP, ~ I, (X, ; G, 8) + hy, (G, 8) + hy, (x; E, 8, )

ou y contient les parametres de la loi conditionnelle de y,
sachant x, et

déf.

Iy (X, 3G, 8) = B,Cov(V,, V,|x,)B] (12)

déf.

I (G, 8) = E{(f, )@, — i)} (13)

déf.

by, (x:8.8,w) = E{(R, )R, ~ ) 1%}, (14)

Les trois termes /2 correspondent, respectivement, a une
variance de prédiction conditionnelle due aux effets
aléatoires, une correction positive qui tient compte de
I’incertitude dans I’estimation des paramétres basée sur les
données complétes latentes, c’est-a-dire la variation
d’échantillonnage, et une autre correction positive pour la
variation supplémentaire due au caractére aléatoire des
données manquantes. D’autres approximations sont
possibles. Nous pourrions utiliser E{B,Cov(v,, v, |X,)
B!'|y,} aulieu de A, ou remplacer h,, par I’espérance
non conditionnelle E{(fi,—fi,) (i, —f,)" }. Les expres-
sions (12) a (14) sont choisies parce qu’elles produisent une
séparation nette entre la variation d’échantillonnage dans les
données complétes et la variation supplémentaire due a la
présence de données manquantes sachant les données
complétes. La différence par rapport a "EQMCP dans le cas
des données compleétes (Booth et Hobert 1998) tient au
troisieme terme /.

4. Estimation

4.1 Estimation des paramétres

La structure des données évoque une procédure itérative
semblable a I’algorithme EM (Dempster, Laird et Rubin
1977). Sachant les valeurs courantes des parametres et les
effets aléatoires, nous calculons a I’étape E le tableau a
double entrée complet prévu conditionnel E(x|y, m). A
I’étape M, nous estimons les deux modeles mixtes a effets
aléatoires séparément par une méthode du maximum de
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quasi-vraisemblance pénalisée (MQVP). Les itérations entre
les deux donnent un algorithme EMQVP.

Pour ¢tape E, soit /; , =1 si I'unit¢ échantillonnée i
appartient a la (a,k)° cellule et 7, , =0 autrement. La
valeur est observée a condition que 7 , =1, mais est
inconnue si 7, =0. Soit 0, les compositions génériques,
qui dépendent du modele adopté. Supposons que

PlI; 4 =1lies]=d,0,

ou s désigne I’échantillon complet et d,, est une constante
connue qui tient compte de 1’effet de plan d’échantillonnage
éventuel. Par exemple, I’échantillonnage aléatoire simple
implique que d, =1 pour toute (a,k). Un exemple de
situation ou d,, #1 est celle ou les unités d’échantillonnage
sont les ménages, qui sont sélectionnés avec probabilité
proportionnelle a la taille du ménage. Soit m, =x, —

Yok = Ziin, y=01i axX; - Nous avons E(x,|y,m,)=
Yar + E(my|m,), ot

E(mak | maA): Z E(Ii,ak | ri, ak = O)Xi,ak

037 =0

:ma.P[li,ak :1|’;,ak :O]

=m, (1= p,)d,;0, {Z ({1 ~ P4 )dajeaj}' (15)

Ayant donc « complété » les données d’échantillon, nous
passons a I’étape MQVP, ou nous appliquons 1’algorithme
MCPI décrit a la section2.1.3 au mode¢le avec données
complétes et au modéle avec données manquantes
conditionnellement aux données complétes, respectivement.

4.2 Estimation de PEQMCP

L’évaluation de PEQMCP aux valeurs estimées des
paramétres donne une estimation par insertion des données
(plug-in) de PEQMCP. Des trois termes 4, A, est d’ordre
0,(1), tandis que #,, et &, sont d’ordre O],(A’l), quand
le nombre de domaines tend vers 1’infini mais que les tailles
d’échantillon a I’intérieur du domaine demeurent bornées.
Les résultats de Booth et Hobert (1998) et de Prasad et Rao
(1990), obtenus dans le cas de données complétes
univariées, donnent & penser que le biais dans 1’estimation
par insertion de données ﬁla est du méme ordre que dans
ﬁh et fz3a. Ces auteurs ont élaboré une correction de
deuxiéme ordre par développement en série de Taylor. Nous
ne poursuivons pas I’obtention de ces asymptotiques de
deuxiéme ordre dans le présent article. Les expressions
approximatives des termes / qui accompagnent 1’algorithme
EMQVP sont données ci-apres.

Prenons d’abord 4, donné par I’équation (12). En se
basant sur les données linéarisées (6), la matrice de
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covariance Cov(v,, v, |z,) ne dépend nide z, nide x,.
Cela est commode, parce que nous avons alors

hla (Xa 5 Cn’ 6) ~ BaCOV(VaH Va | Za )BaT
=B,(G-GBV,'B,G)B]  (16)

ou V,=B,GB' +0OR Q" est la matrice de covariance
marginale de z ,.

Ensuite, prenons /,, donné par (13). Soit ¢ = (¢",8")".
Le développement de ¢ autour de ¢ donne a,—n,=
i, (0= 9), ou 1, =01/, tel que

hy, =1, Cov(d, )it (17)

En partant de (6), nous dérivons p,=H C+D, w, ou
D,=B,GB'V" et w,=2z, - H,. Désignons par I la
matrice identité. Dans [’ , les dérivées partielles sont
données par

on,/o¢=(-D,)H,
et
o, /08, =(0D,/85,)w, = (I - D,)B,(6G/85,)B,V, ",

ou §; estle j° parametre de variance dans la matrice de
covariance G(8) de v,. Pour obtenir Cov(9,0),
supposons que 1’approche QVP est basée sur la quasi-
vraisemblance qui suit

=31,

et

‘, =—§log| v, |—§<za CHQV (2, ~ H,L).

La formule dite sandwich donne alors

Lo (o) e Y (2
Cov(d),d))—[ 6¢2] {;{aq)j( a¢] }[ 6¢2] .

Enfin, prenons #,, donné par (14). Comme ci-dessus,
nous avons fi,=(I-D,)H,C+D,Z, évaluéa ¢ = ¢, et
i,=I-D)HL+D,z, ou 7, estdérivéde t, = t(x,)
pour X, =E(x, |y, m, ;(T), ). En développant (T) autour
de ¢ eten ne gardant que le premier terme, nous obtenons

l’la _l’la zﬁ'a _l:la :Da(ia _ia)
ot f,=(I-D)HCE+D,z, et Z, est dérivé de
t, =t(X,) pour X, =E(x,|y,, m, ;b (). Autrement dit,
nous ignorons les termes comportant ¢ —¢. La variation
persistante dans Z, est due a I’estimation du modele avec

données manquantes uniquement. En développant \y autour
de vy, nous obtenons, en appliquant la régle de la chaine,
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h3a ~ CaCOV(\,I)’ \,l) | X) CZ
et (18)

c.=1p, oz, \( ot, \( ox, \( op, \[ On,
ot, )\ ox, )\op, )\on, )\ ov Jj, .

ou nous supposons que E(Jy|x)=y et E[Z, |x]=Z,.
Tandis que la formule sandwich donne Cov(\y, | X) sous
le modéle conditionnel de y sachant x, similairement a
Cov(¢, ) susmentionné.

4.3 Estimation de la composition sur petits
domaines

Supposons d’abord que nous avons estimé le modeéle
MSMLG défini par (2) et combiné a (5), ce qui nous a
donné ﬁtf, et éj; = exp(ﬁfk)/z_iexp(ﬁ{;).

Si les totaux marginaux X, et X, sont connus, il est
logique d’appliquer I’ajustement proportionnel itératif (API)
en partant du tableau estimé {éﬁf} . La différence par rapport
a SPREE, qui débute par le tableau auxiliaire X°, est que les
interactions ont été¢ estimées. A la convergence, nous
obtenons les dénombrements estimés sur petits domaines,
désignés par X= {/\A’ «)> €t les compositions corres-
pondantes, désignées par 07, :)A(ak/z_i/{’aj, qui différent
des estimations directes du modéle 6% qui ont fourni les
valeurs de départ pour I’APIL.

En pratique, il arrive souvent que 1’on connaisse les
totaux de domaine {X, }, mais que ’on doive estimer les
totaux marginaux {X,} en se fondant sur les données
d’enquéte disponibles, séparément en utilisant une méthode
appropriée pour le niveau d’agrégation. L’API mérite
encore d’étre pris en considération a condition que ces
totaux marginaux estimés soient jugés plus fiables et/ou
moins biaisés que les estimations sur petits domaines
agrégées >, X aéfk Cela tient au fait que les interactions
estimées 6., sont préservées dans I’API, c’est-a-dire
al =a%. En vertu de lidentit¢ log-linéaire (3), la
différence entre D’estimation directe du modéle 6F et
I’estimation finale 07 est due a la différence entre les
estimations des effets principaux {af }. Donc, nous nous
attendons a ce que des estimations de {X ,} présentant un
biais plus faible produisent des estimations de {o.; }
présentant un biais plus faible et, par conséquent, des
estimations de {07 } présentant un biais plus faible.

Supposons ensuite que nous avons estimé le modéle
MMLSM défini par (7) et combiné a (5). Nous pouvons
exprimer I’estimation d’intérét, c’est-a-dire {u’ !, en
fonction de z, défini comme étant

_ _ X XX
z,=HC+B,v,+e,=HC(+B,v,6 +e, +e,

x| X XX
a a

=l +e =H L +v +e
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ot el =00} -0,) et e/ =Q(t, —0)). Par conséquent,
nous avons R, =R’ + R™™, ou R = Cov(0),0)10,) et
R =Cov(t,, t,|0). 1l s’ensuit que

0 =H,E+(B,GB! +OR*O"V,\(2, - H,E). (19)

Le reste s’ensuit comme plus haut, ou uf est estimé
directement sous le modéle MSLMG.

5. Exemple : composition des ménages
sur petits domaines fondée sur
des données de registre

5.1 Données de registre sur les ménages

Les données de registre sur les ménages ont pris
beaucoup d’expansion en Norvége. L’un des objectifs est de
produire des statistiques détaillées sur les ménages qui ne
peuvent habituellement étre obtenues qu’a partir du
recensement. A cette fin, 1’enregistrement d’un numéro
d’identification du logement (NIL) unique a ét¢ instauré a
I’occasion du dernier recensement en 2001. Les travaux ne
sont pas encore achevés et le NIL manque encore pour
environ 6 % des habitants du pays. Le taux de données
manquantes est différentiel, car il varie selon le type de
ménage, ainsi que selon la municipalité, cette dernicére
variation reflétant I’effort global des administrations locales
en ce qui concerne I’enregistrement des NIL.

Un registre des ménages peut étre compilé durant une
année postcensitaire en se basant sur un certain nombre de
sources de données. Les plus importantes comprennent le
registre central de population (RCP), le registre des NIL et
le fichier des ménages du recensement (MRO1). Méme sans
le NIL, les données sur un ménage enregistré peuvent étre
compilées en se basant sur d’autres renseignements
disponibles. Mais les résultats sont entachés d’un sous-
enregistrement informatif du NIL. Par exemple, les
cohabitants sans enfants sont une source typique de biais,
parce que ces couples figurent comme des ménages
composés de deux personnes seules dans le RCP, & moins
qu’ils n’aient déja été identifiés comme un ménage dans le
fichier MROI. Néanmoins, des comparaisons historiques
ainsi qu’a travers le pays donnent a penser que les totaux
nationaux sont acceptables. Un probléme plus urgent se
pose aux niveaux d’agrégation plus faibles. Par exemple, les
changements par rapport au Recensement de 2001 sont
vraisemblablement importants dans certaines municipalités,
y compris la capitale Oslo, ou [I’accroissement de la
proportion de ménages d’une seule personne est presque
trois fois plus élevé que dans le reste du pays— voir le
graphique supérieur gauche de la figure 1. En outre, une
grande partie du probléme que pose Oslo s’explique par une
combinaison d’une forte proportion de cohabitants sans
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enfants et d’un faible taux d’enregistrement des NIL
(effectivement, le plus faible dans le pays).

5.2 Configuration des données

Nous illustrerons notre approche en utilisant ces données
de registre sur les ménages. La population cible contient
toutes les personnes vivant a une adresse de logements
multiples au début de ’année 2005 et qui n’appartiennent
pas a un ménage formé de gens mariés ou de conjoints
enregistrés ; ce dernier type de ménage est exclu parce qu’il
n’est pas essentiel de connaitre le NIL pour compiler les
données sur les ménages de ces personnes. Il n’existe
aucune distinction entre la population finie et 1’échantillon
dans ce cas, c’est-a-dire X =x. Les ménages dont le NIL
est enregistré sont traités comme étant 1’échantillon
«observé »y, tandis que ceux dont le NIL n’est pas
enregistré sont considérés comme étant les observations
mandquantes. De cette fagon, la population est constituée de
713 387 personnes, dont 558 136 possedent un NIL enre-
gistré. Le taux global d’observations manquantes est
d’environ 22 %.

Posons que les municipalités sont les petits domaines
dans la présente étude, ou A4 =433. Les ménages sont
classés en quatre catégories : k =1 pour « personne seule »,
k =2 pour «parent seul », k=3 pour « cohabitants » et
k =4 pour «autre », d’ou K =4. Soit i I’indice désignant
le ménage et soit x, le nombre de personnes vivant dans le
ménage. Soit X, =x, le nombre de personnes dans la
(a,k)° cellule dans la population et soit y,, la fréquence
par cellule «observée» correspondante. Soit N, le
nombre de ménages dans la (a,k)° cellule et soit n, le
nombre correspondant de ménages « observés ». Notons
que le nombre total de personnes est connu dans chaque
domaine, mais non le nombre total de ménages. Cependant,
a condition de connaitre la probabilité d’enregistrement du
NIL propre a la cellule, un estimateur de N, fondé sur
X, est donné par N, =n,X,/y,. Nous nous con-
centrerons donc ici sur I’estimation de X, .

Soit {X°} les fréquences par cellule correspondantes
tirfes du dernier recensement effectué en 2001. Soit
X!, =y, +m., les fréquences d’aprés le registre en 2005,
ou m,, estle nombre de personnes n’ayant pas de NIL. Un
ménage enregistré peut étre considéré comme une forme de
ménage imputé qui peut présenter une absence informative
de NIL. Le total de domaine d’apres le registre est correct,
c’est-a-dire X =X, et les totaux nationaux {X} sont
considérés comme étant acceptables. La question est de
savoir si les estimations de {X ,} peuvent étre calculées en
se basant sur le y « observé » et la structure de répartition
{X,} et {X}, qui tient mieux compte de 1’absence
différentielle des NIL.
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Différence entre les estimations de la proportion de ménages d’une seule personne et les chiffres de recensement

en 2001 en fonction du logarithme de la taille de la municipalité : ménages enregistrés (en haut a gauche),
ménages dont le NIL est enregistré (en haut a droite), SPREE fondée sur le recensement (milieu a gauche),
DirSPREE fondée sur les ménages dont le NIL est enregistré (milieu a droite), SupGSPREE des proportions
dans la superpopulation (en bas a gauche) et InpGSPREE des proportions en population finie imputées (en bas
a droite). La droite en trait interrompu indique I’absence de différence

5.3 Configuration du modele

Des diagrammes de dispersion des interactions de
premier ordre {o.} fondées sur le registre en fonction des
interactions {a’ } fondées sur le recensement motivent
I"utilisation du modele MMIP défini par (4). Afin de choisir
entre les modéles MSMLG (2) et MMLSM (7), nous
examinons la différence entre la proportion fondée sur le
registre 0% et la proportion correspondante fondée sur le

recensement  07,, c’est-a-dire 0} —0°,, représentée

graphiquement en fonction de log X, : le cas ou k=1 est
représenté dans le graphique supérieur gauche de la figure 1.
Manifestement, la variance de la différence augmente quand
X, diminue et n’est pas constante de X,. Notons que
nous avons affaire a une estimation a un niveau d’agrégation
tres faible, ou par exemple la valeur médiane de tout {X/,}
n’est que de 70. Par conséquent, nous adoptons le
modele (7) pour 0,, la quasi-vraisemblance (5) pour
X, =x, etla quasi-vraisemblance (8) et le modele (9)

pour y ..
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Pour la quasi-vraisemblance (5), nous supposons que
v, =1. Soit ¢, = X, /X,. Nous avons

Vit,)= Nz;leak (1-64 ))?22)/)?3.
et
Cov(ty,t,)=—N,'0,0,X2/X].

ot yP=xMx)/N, et X, =X,/N,. Puisque x,>1,
nous avons X' > X2, et une surdispersion comparative-
ment a la loi multinomiale (N,,0,). Nous calculons le
facteur X/®/X!* fondé sur les données de registre, que
nous utilisons ensuite comme X'*/X” dans I’estimation
qui suit. De surcroit, pour la quasi-vraisemblance (8), nous
supposons que v, =1, et

V(yak|nak) = V(Z ri,akxi,ak\J

i=1

:(inz,ak)V(r;',ak) = cak :(inz,ak)'

5.4 Résultats des estimations

Six estimateurs différents de la proportion de ménages
d’une seule personne (c’est-a-dire pour k =1) sont illustrés
ala figure 1.

Pour commencer, nous avons les proportions directes
d’apres le registre Bfly dans le graphique situé en haut a
gauche et les proportions « observées » 07, en haut a droite.
En moyenne, la proportion fondée sur le registre complet est
plus élevée que celle fondée sur le Recensement de 2001,
tandis que la proportion fondée sur les données
«observées » uniquement est un peu plus faible. Cela
démontre que les NIL manquants sont informatifs, comme
nous I’avons expliqué plus haut. La prise en compte des
ménages enregistrés pour lesquels le NIL manque accroit la
proportion de ménages d’une seule personne. Mais le
résultat n’est pas plausible dans certaines des municipalités
les plus grandes. Naturellement, un biais important existe
aussi parmi les municipalités plus petites, mais celles-ci ne
sont pas aussi faciles a déceler dans un graphique tel que
celui-ci.

Ensuite, dans le graphique situé¢ au milieu a gauche de la
figure 1, les estimations sont obtenues par la méthode SPREE
en utilisant les chiffres de recensement {X°} comme
valeurs de départ. Pour le simple tableau a double entrée que
nous avons ici, cela donne un ajustement presque constant des
proportions d’apres le recensement, ainsi quun changement
négligeable de la variation entre domaines. Dans le graphique
du milieu a droite, les estimations sont obtenues par la
méthode SPREE en utilisant le tableau «observé» {y,,}
comme valeurs de départ. Notons que partir des dénombre-
ments d’échantillon observés serait trop instable pour étre
utile dans les situations habituelles d’échantillonnage, mais il
s’agit d’une option viable ici & cause de la grande quantité de
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données « observées ». Pour distinguer cette option de la
méthode SPREE standard, nous ’appellerons SPREE directe
(DirSPREE). Comme nous 1’avons mentionné plus haut,
DirSPREE est sans biais sous 1’hypothése (10) d’observations
manquantes informatives. En effet, nous voyons qu’elle
donne des ajustements utiles pour les municipalités les plus
grandes.

Dans les graphiques de la ligne inférieure de la figure 1,
les estimations sont obtenues en utilisant 1’approche de
modélisation mixte double. Dans le graphique situé en bas a
gauche, les estimations sont obtenues par ajustement pro-
portionnel itératif en partant des compositions en super-
population estimées {éak}, désignées par SupGSPREE.
L’accroissement postcensitaire extréme dans les muni-
cipalités les plus grandes est réduit. Mais les variations par
rapport aux proportions fondées sur le recensement sont
clairement réduites de maniére excessive vers la moyenne
de population pour les domaines plus petits. Par exemple, la
variation est nettement moindre que celle de 0/, —0°, dans
le graphique supérieur gauche. Les estimations du graphique
inférieur droit sont établies d’apres les chiffres de popu-
lation finie imputés, désignés par ImpGSPREE, qui sont
calculés a I’étape E de I’algorithme EMQVP. Les estima-
tions pour les municipalités les plus grandes sont semblables
a celles données par SupGSPREE et la variation des
changements par rapport aux proportions fondées sur le
recensement est semblable & DirSPREE.

5.5 Estimation de PEQMCP

L’EQMCP approximative des compositions ImpGSPREE
peut étre calculée de maniére semblable a celle décrite a la
section 3. Soit X, le dénombrement par ImpGSPREE et

X > le meilleur prédicteur basé sur la loi conditionnelle
connue de X, sachant (y,, m, ). Nous avons

EQMCP(X,) ~ E{(X, =X, )X, =X,)" [y, 1, }
+E(X, X)X, - X))}
En outre, soit ¢ I'estimation hypothétique de ¢ basée sur
les données complétes x = X, et soit \ I’estimation de v
basée sur les données observées. Soit O, et O, les matrices
jacobiennes des dérivées partielles 0X_ /09 et X /oy,
respectivement. Nous avons
E{(X, -X)X, -X)"}
~E{(X, - X)X, -X)"}
+E{(X, - X)X, - X)X}

~0,Cov($, ) O/ + 0,Cov(, § | X)0;.
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Figure 2 Racine de ’erreur quadratique moyenne conditionnelle de prédiction (reqmcp) estimée des
estimations DirSPREE (cercle) et InpGSPREE (triangle) des proportions de ménages dans les

municipalités

Ensemble, les expressions ménent a une décomposition en
trois parties de 'TEQMCP semblable aux expressions (12) a
(14). Dans I’estimation de ’EQMCP qui suit, nous ignorons
I’effet de ’APL Cela se justifie dans notre cas, parce que
I’ API équivaut essentiellement & un ajustement multiplicatif
constant trés proche de I’unité, comme le montre le
graphique du milieu a gauche de la figure 1.

L’EQMCP d’un dénombrement DirSPREE est calculée
comme étant la variance d’« échantillonnage» qui est
induite par des données manquant au hasard dans chacune
des cellules du tableau a double entrée, plus un terme de
biais quadratique qui est estimé par le carré de la différence
entre le dénombrement ImpGSPREE et le dénombrement
DirSPREE correspondant, a condition que I’hypothése (9)
soit un modéle plus approprié pour les données manquantes
que I’hypothese (10).

Les racines estimées de I'EQMCP (reqmcp) sont
données a la figure2. En moyenne, les deux valeurs
diminuent a mesure que la taille de la municipalité
augmente. Cependant, pour certaines des municipalités les
plus grandes, 'EQMCP de la proportion DirSPREE est
anormalement grande pour les ménages d’une seule
personne et les ménages de cohabitants a cause du terme de
biais. Dans [’ensemble, 'EQMCP de la composition
ImpGSPREE est clairement plus petite que celle de la
composition DirSPREE. Le terme 4,,, qui correspond a la
variance de prédiction de X, est de loin la contribution
dominante 8 ’TEQMCP (plus de 99 % dans de nombreux
domaines). Cela est compréhensible, puisque 1’échantillon
« observeé » contient plus de 550 000 personnes, de sorte que
I’incertitude de I’estimation des parameétres est compara-
tivement négligeable. Mais le pourcentage mentionné sera
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plus faible dans une situation d’enquéte par sondage, car
Pincertitude de I’estimation résumée par les termes 4,, et
h,, augmente.

6. Résumé

Nous avons décrit une approche de modélisation mixte
double qui étend la méthode GSPREE a I’estimation de la
composition sur petits domaines en présence de données
manquante différentielles. Nous avons calculé une EQMCP
approximative qui contient une décomposition en trois
parties, correspondant a la variance de prédiction de ’effet
aléatoire inconnu, la variance d’échantillonnage en
I’absence de données manquantes et la variance supplé-
mentaire due aux données manquantes, respectivement.
L’approche a été appliquée aux données de registre sur les
ménages de la Norvége et a donné des corrections utiles
pour tenir compte des numéros d’identification du logement
manquants informatifs.
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