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Echantillonnage équilibré stratifié

Guillaume Chauvet

Résumé

Lors de la sélection d’un échantillon, une pratique courante consiste a définir un plan de sondage stratifi¢ sur des sous-
populations. La variance de 1’estimateur de Horvitz-Thompson est alors réduite par rapport & un tirage direct si les strates
sont bien homogenes au regard de la variable d’intérét. Si des variables auxiliaires sont disponibles pour chaque individu,
I’échantillonnage peut étre amélioré par tirage équilibré au sein de chaque strate et ’estimateur de Horvitz-Thompson sera
plus précis si les variables auxiliaires sont bien corrélées a la variable d’intérét. Cependant, si la répartition d’échantillon est
faible dans certaines strates, 1’équilibrage ne sera respecté que de fagon trés approximative. Nous proposons ici une méthode
de tirage permettant de sélectionner un échantillon équilibré sur ’ensemble de la population, en respectant une allocation
fixée au sein de chaque strate. Nous montrons que dans le cas particulier important d’un tirage de taille 2 dans chaque strate,
la précision de I’estimateur de Horvitz-Thompson est améliorée si la variable d’intérét est bien expliquée par les variables
d’équilibrage sur I’ensemble de la population. Une application au cas d’un échantillonnage rotatif est également proposée.

Mots clés : Echantillonnage rotatif ; entropie maximale ; méthode du Cube ; stratification ; tirage a probabilités

inégales.

1. Introduction

Dans le cas d’un tirage stratifié, la population U est
partionnée en H sous-populations U,, h =1, .., H
appelées strates, dans lesquelles des échantillons S,
h =1, .., H sont respectivement sélectionnés selon des
plans de sondage indépendants p,, h =1,.., H La
probabilité d’inclusion de l'unité k est la probabilité w,
que l'unité k soit sélectionnée dans I’échantillon, et la
probabilité d’inclusion jointe est la probabilité¢ =,, que deux
unités distinctes & et / soient sélectionnées conjointement
dans 1’échantillon. On notera © = (1), , et ©" =Ty e, -
On suppose qu’au sein de chaque strate U,, le plan p,(.)
est de taille fixe. On a alors en particulier X, ., 7, =
n, h=1 .., H ou n, désigne la répartition dans la
strate U,. Nous supposerons dans la suite de Iarticle que
toutes les tailles d’échantillon par strate n, sont enticres.

I}’es;timateur Ide Horvitz-Thompson [ =Y s 4/ =
Yict fg OW fy0 = Yyes, Z,/my, estime sans biais 7, =
it ou t) =%, 2z, désigne le total sur U, de la
variable (vectorielle) z. Dans le cas particulier ou z, =
v, est scalaire, la variance de l’estimateur de Horvitz-
Thompson s’obtient a ’aide de la formule de variance de
Sen-Yates-Grundy :

Var(i,) = %Z 3 (mem - n,d)[ﬁ - ﬁJ. (1)

h=1k#l<U, T T

Cette variance sera faible si les strates sont homogenes au
regard de la variable d’intérét, plus exactement si y,/m, est
approximativement constant au sein de chaque strate.

Si un vecteur x = (x, .., x,) de g variables auxi-
liaires est disponible avant tirage pour chaque individu de la
population, I’échantillonnage au sein de chaque strate peut
étre amélioré a I’aide de I’algorithme du Cube (Deville et
Tillé 2004) qui permet de sélectionner des échantillons
équilibrés. Le plan de sondage p, (.) est dit équilibré sur les
variables x si les équations

e = 1 @

sont exactement respectées. La variance de ’estimateur de

Horvitz-Thompson est donc nulle pour I’estimation du total

des variables d’équilibrage. Dans le cas particulier ou

x =, c’est-a-dire si la probabilit¢ d’inclusion est la seule

variable d’équilibrage, les équations (2) se réduisent a
Si= Y =, 3)
keS, keU,

Le tirage stratifi¢ de taille fixe dans chaque strate est
donc un cas particulier d’échantillonnage équilibré. Dans le
cas d’un nombre quelconque de contraintes, un échantillon
exactement équilibré ne peut généralement é&tre trouvé.
Supposons par exemple que la population U, contienne
100 individus sur lesquels est définie une variable x a deux
modalités, 0 et 1, telle que 53 individus de la population
présentent la modalit¢ 0. Sélectionner un échantillon de
taille 10, a probabilités égales, équilibré sur la variable x,
supposerait de sélectionner un échantillon contenant 5.3
individus présentant la modalit¢t x =0 et 4.7 individus
présentant la modalité x =1, ce qui est impossible. L’ob-
jectif est donc généralement de sélectionner un échantillon
approximativement équilibré, ¢’est-a-dire tel que
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La méthode du Cube (Deville et Tillé 2004) permet de
sélectionner des échantillons approximativement équilibrés
sur un nombre quelconque de variables, en respectant
exactement un jeu de probabilités d’inclusion 7 préala-
blement choisi. Elle se décompose en deux phases appelées
phase de vol et phase d’atterrissage. A chaque étape de la
phase de vol, on décide aléatoirement de sélectionner ou
d’écarter définitivement 1’une des unités de la population. A
I’issue de la phase de vol, on obtient dans chaque strate U,
un vecteur " = (1}),.,, €[0, 1]" vérifiant les conditions
suivantes :

E(@") = ", ©)

> = Y x, ©)

keU, Ty keU,

Cardk € U, ;0 < m, <1} < g, @)

ou E désigne I’espérance sous le mécanisme d’échan-
tillonnage associé a la phase de vol. Le vecteur &"* donne
le résultat de la phase de vol: m, vaut 1 si I'unité k est
sélectionnée, O si elle est rejetée et est comprise entre 0 et 1
strictement si la décision n’est pas encore prise pour I’unité
k apres la phase de vol. Les équations (5) et (6) assurent
que les probabilités d’inclusion et les contraintes d’équi-
librage sont parfaitement respectées a I’issue de la phase de
vol. L’équation (7) assure qu’il reste a trancher pour au plus
g individus dans chaque strate U,, ou ¢ désigne le
nombre de variables d’équilibrage. La phase de vol s’arréte
quand les contraintes d’équilibrage ne peuvent plus é&tre
exactement respectées. La phase d’atterrissage consiste alors
a définir, conditionnellement au résultat de la phase de vol,
un plan de sondage optimal défini sur la population V' des
unités restantes. Ce plan est optimal au sens ou il permet de
terminer 1’échantillonnage en minimisant la variance condi-
tionnelle a la phase de vol de I’estimateur de Horvitz-
Thompson des variables d’équilibrage. Les unités restantes
sont échantillonnées, conditionnellement au résultat de la
phase de vol, avec les probabilités d’inclusion (n}),_,, de
sorte que les probabilités d’inclusion non conditionnelles
(7, ),y de ces unités soient exactement respectées.

La mesure d’entropie associée a un plan de sondage p(.)
défini sur la population U est donnée par

I(p) = =2, p(s)log(p(s)),
scU
avec la convention Olog(0) = 0. Deville et Tillé (2005)
montrent que le plan équilibré a entropie maximale parmi
les plans de sondage équilibrés sur les mémes variables et
respectant les mémes probabilités d’inclusion peut étre vu

Statistique Canada, N° 12-001-X au catalogue

Chauvet : Echantillonnage équilibré stratifié

comme le conditionnel d’un plan de Poisson. Sous une
hypothése de normalité asymptotique de I’estimateur de
Horvitz-Thompson multivari¢é dans le cas d’un plan
poissonien, ils en déduisent une formule approchée de
variance pour ’estimateur de Horvitz-Thompson pour un
plan de sondage équilibré. Dans le cas de 1’échantillonnage
équilibré stratifi¢, on obtient

Var(fyn) = Z Z b_/;(yk - thk)z ®)

h=1 keU, T

ou By = (Ziew, by X,/m; X)/m) " Ticu, by X,/ y/m,. Deville
et Tillé (2005) proposent plusieurs approximations pour les
coefficients b,. La plus simple consiste a utiliser b, =
n,(1 — m,). La variance de Destimateur de Horvitz-
Thompson sera faible si dans chaque strate la variable
d’intérét y est bien expliquée par les variables d’équili-
brage x.

L’équilibrage sera bien respecté au sein de chaque strate
si le nombre de variables d’équilibrage reste faible devant la
taille d’échantillon. Mais dans certains cas, la répartition par
strate est trop faible pour permettre 1’équilibrage : si la
population est stratifi¢e de fagon trés fine, une pratique
courante consiste a sélectionner un échantillon de taille 2
dans chaque strate. Il n’est alors pas possible d’imposer une
condition autre que la contrainte de taille fixe d’échantillon
dans chaque strate.

Nous proposons dans la section suivante un algorithme
d’échantillonnage adapté de la méthode du Cube, assurant
un équilibrage sur I’ensemble de la population pour des
variables choisies et permettant le respect strict de la
répartition souhaitée au sein de chaque strate. Les échan-
tillons ne sont alors plus sélectionnés indépendamment dans
chaque strate. La précision est améliorée par rapport a un
sondage stratifi¢ avec tirage de taille fixe dans chaque strate
si sur I’ensemble de la population les variables d’équilibrage
sont bien corrélées a la variable d’intérét. Cet algorithme
présente également I’avantage de permettre un équilibrage
approximatif dans chaque strate, qui sera d’autant mieux
respecté que la taille d’échantillon qui y est allouée est
importante.

2. Echantillonnage équilibré stratifié avec mise
en commun des phases d’atterrissage

Si I’échantillon S est sélectionné dans U selon la
procédure d’échantillonnage équilibré stratifié présentée en
section 1, I’équilibrage sera bien respecté au sein de chaque
strate si la phase d’atterrissage porte sur un faible nombre
d’individus par rapport a la taille d’échantillon. Plus préci-
sément, I’équation (7) montre que le nombre de variables
d’équilibrage doit étre faible par rapport a la répartition
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d’échantillon dans chaque strate. Dans certains cas, cette
contrainte ne peut étre respectée. Il est en effet fréquent
d’utiliser un découpage trés fin de la population afin
d’améliorer sa pertinence, ce qui revient a réduire la taille
d’échantillon sélectionnée dans chaque strate en se fixant
généralement la limite d’un échantillon de taille 2 pour
chacune afin de pouvoir obtenir un estimateur sans biais de
variance.

Nous nous plagons & nouveau dans le cas d’une popu-
lation U découpée en H strates U, ..., U, et dans
laquelle un vecteur x, = (m,, z;)" de variables auxiliaires
est connu. On suppose que la variable m, fait partie des
contraintes d’équilibrage, afin d’assurer un échantillonnage
de taille fixe. Dans le cas ou la répartition par strate est trop
faible pour que I’équilibrage permette d’imposer d’autres
contraintes que celle de taille fixe dans chaque strate,
I’algorithme 1 fournit une méthode alternative d’échantil-
lonnage. Une phase de vol est réalisée indépendamment sur
chacune des H strates: on note w"* = (m Yeev,» =
1, ... H les vecteurs de probabilités obtenus a I’issue de ces
phases de vol, ©t" = (m;),.,, ou ¥ désigne les unités qui
n’ont pas encore été échantillonnées ou rejetées, et x, =
(M Licy» - ™ Licy,» Z; /M) Le vecteur des proba-
bilités obtenues aprés une derniére phase de vol sur
’ensemble de ces unités restantes est noté n™" = (1,"),_,-
L’ensemble des unités de la strate U, qui n’ont pas encore
été échantillonnées ou rejetées a 1’issue de cette nouvelle
phase de vol est noté W,.

Algorithme 1 : Echantillonnage équilibré stratifi¢ avec mise
en commun des phases d’atterrissage

Etape 1. Réaliser une phase de vol, avec les variables
d’équilibrage x, et les probabilités d’inclusion w,,
indépendamment dans chaque strate U,

Etape 2. Réaliser une phase de vol, avec les variables
d’équilibrage x et les probabilités d’inclusion 7},
sur ’ensemble J des unités restantes a 1’issue de
I’étape 1.

FEtape 3. Sélectionner un échantillon de taille fixe dans
chaque sous-population ,, avec des probabilités
d’inclusion ;"

L’algorithme s’inspire d’une méthode utilisée a I’Institut
National de la Statistique et des Etudes Economiques
(Insee) pour la sélection des unités primaires de
I’Echantillon-maitre 1999. L’Echantillon-Maitre est un
échantillon de logements, sélectionné dans le Recensement
de 1999, et servant de base de sondage pour les enquétes
sur les ménages. On trouvera une description détaillée du
plan de sondage de 1’Echantillon-Maitre dans Bourdalle,
Christine et Wilms (2000). Les logements sont a I’origine
regroupés au sein d’unités urbaines ou d’unités rurales.
Dans la sous-population des unités de moins de 100 000
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habitants, un échantillon d’environ 6 % est sélectionné. On
dispose de quatre variables auxiliaires (revenu net
imposable, et effectif selon trois tranches d’age). Le
nombre attendu d’unités échantillonnées est trop faible
pour permettre un tirage stratifié selon la région, avec
équilibrage selon ces quatre variables dans chaque région.
Les régions ont donc été regroupées en 8 super-régions, et
les tirages sont coordonnés de maniére a assurer, d une part
un équilibrage global pour les quatre variables auxiliaires
sur chaque super-région, et d’autre part une taille fixe
d’échantillon dans chaque région.

Une méthode similaire est également proposée par
Rousseau et Tardieu (2004) pour la sélection d’échantillons
équilibrés dans de grandes bases de sondage en utilisant la
macro CUBE disponible sur le site Internet de 1’Insee. Le
temps d’exécution de cette macro est en effet approxi-
mativement proportionnel au carré de la taille de la popu-
lation. Notons que Chauvet et Tillé (2006) proposent une
méthode rapide d’échantillonnage équilibré dont le temps de
calcul ne dépend plus que de la taille de la population, et
permet de sélectionner directement des échantillons équili-
brés sur de trés grandes populations. L’algorithme a été
programmeé sous forme d’une macro SAS, voir Chauvet et
Till¢ (2005), et il est également disponible dans le R
Sampling Package de Matei et Tillé (2006). Dans chacun
des deux programmes, la seconde phase de vol est réalisée
en ajoutant aux variables d’équilibrage X, une contrainte
associée a chaque strate, et permettant de maintenir la
condition de taille fixe dans chacune d’entre elles.

Utiliser le vecteur de probabilités d’inclusion ©t* condi-
tionnellement au résultat obtenu a I’issue de I’étape 1, assure
que le vecteur m des probabilités d’inclusion est respecté en
déconditionnant par rapport au résultat de 1’étape 1. A
I’issue de cette 1° étape, I’équation (6) implique que

)y ﬁﬂ%zxk— )y 2

keu,/o<m <1 T keU, keU, ;=1 T

vh = 1..H

et en sommant ces expressions

ZX—"“Z = 2% X —

kev T keU keUm, =1 T%
A TI’issue de I’étape 2, on obtient a I’aide de 1’équation (6)

>otmi =Y ok

kev T kev T

et en comparant ces deux derniéres expressions

PIER AR S A S )

ker T keUm,=t T keU

ce qui assure que I’équilibrage sur les variables x, est
exactement respecté a 1’issue de 1’étape 2. L’étape 3 permet
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de terminer I’échantillonnage en respectant la contrainte de
taille fixe a l'intérieur de chaque strate U,, et peut étre
réalisé au moyen d’un programme linéaire afin de limiter le
défaut d’équilibrage (c¢f. Deville et Till¢ 2004).

La variance peut étre approchée a 1’aide de la formule de
variance proposée par Deville et Tillé (2005), si chaque
phase de vol de I’algorithme 1 est réalisée avec une entropie
forte. L’entropie peut étre fortement augmentée en triant
aléatoirement la population concernée préalablement au
tirage. Les variables d’équilibrage sont ici d’une part les
variables z,, et d’autre part les variables données par le
produit des probabilités d’inclusion et des indicatrices
d’appartenance aux strates et assurant une taille fixe
d’échantillon dans chaque strate. On a

. b, )
Var(,,) = Z _];(yk - Y'a,) (10)

keU Ttk

_ N\
avec a, = (m; Ly oo m ey, > 2;)" et

N
Y= [Z b/ﬁﬁ] Z bzﬂ&-

leU TE] TE] leU Tcz TE]

On peut utiliser I’estimateur de variance

i)=Y %y - 7a,) (11

kes T

proposé¢ par Deville et Tillé (2005), page 578, avec

NS
- [Z ﬂiﬁ] v boa

les Uy Ty T ) jes Ty Ty T

Ainsi qu’il apparait dans la formule (10) de variance
approchée, il est important de noter que I’'indépendance des
tirages dans les différentes strates est perdue avec la
méthode d’échantillonnage équilibrée stratifiée proposée.
Les tirages dans les strates U,, .., U, sont en effet
coordonnés de facon a assurer un équilibrage global sur
I’ensemble de la population, ce qui supprime I’indépen-
dance. L estimateur de Horvitz-Thompson 7 du total ¢,
reste sans biais. Sa variance approchée se déduit de la
formule (10) en remplagant y, par y, 1, ., et est donnée
par

Var@) = Y % G e, — GYa) (12)

keU Tck
N
avec a, = (1 Ly oo T Ly, > 2;)" et
s \1

a, a a, y

h _ ! ! / !
Yi=| D p L) Y b L

leu T T \

Dans le cas particulier ou I’inférence ne porte pas sur la
population entiére mais sur un domaine D comportant un
nombre limité de strates, le bénéfice de 1’équilibrage global
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sur les variables z sera faible. La variance de I’estimateur
de Horvitz-Thompson fﬁ du total tf de la variable y sur
ce domaine sera proche' de la variance obtenue dans le cas
d’un échantillonnage stratifié et donnée par la formule (1).

3. Résultats numériques

Nous réalisons une courte étude par simulations pour
tester les performances de notre algorithme d’échantillon-
nage. Nous générons tout d’abord une population finie de
taille 1 000, partitionnée en 25 strates de méme taille, et
contenant 4 variables : 2 variables d’intérét y, et y,, et 2
variables auxiliaires x, et x,. Tout d’abord, les variables
x, et x, sont générées selon une distribution Gamma de
parametres 4 et 25. La variable y, est générée au sein de la
strate U, selon le modéle

Y= q, + g, (13)

Les ¢, sont générés selon une distribution normale de
moyenne 0 et de variance o,. Le modéle utilisé pour
générer les valeurs de y, est donné par (13), avec
a,,=20h et une variance o, choisie pour donner un
coefficient de détermination R approximativement égal &
0,60 au sein de chaque strate. La variable y, est générée
selon le modele

Yy =0, By X Y, X M (14

Les m sont générés selon une distribution normale de
moyenne 0 et de variance p°. Le modéle utilisé pour géné-
rer les valeurs de y, est donné par (14), avec a, =500,
B, = v, =5, et une variance p® choisie pour donner un
coefficient de détermination R® approximativement égal
a0,60.

On s’intéresse a I’estimation du total des variables y, et
¥,. On sélectionne un échantillon de n =25 (respective-
ment n = 50) unités a probabilités égales selon trois plans
de sondage :

Plan 1 : tirage stratifié avec sondage aléatoire simple
dans chaque strate,

Plan 2 : tirage équilibré sur les variables =, x, et x,,

Plan 3 : tirage équilibré sur les variables m, x; et x,,
stratifié avec mise en commun des phases
d’atterrissage.

Dans le cas du tirage stratifié, on a donc une allocation de
taille 1 (respectivement 2) dans chaque strate. Dans les
tirages équilibrés, chaque phase de vol est précédée d’un tri
aléatoire de la population concernée. La variance associée
au plan 1 est calculée directement. La variance associée aux
plans 2 et 3 est approchée sur la base de 10 000 simulations.
Le tableau 1 compare les résultats obtenus.
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Tableau 1

Variance associée a I’estimation du total de 2 variables pour les
plans de sondage stratifié, équilibré, et stratifié équilibré avec
mise en commun des phases d’atterrissage

n=25 n=>50
Var. total Var.total Var. total Var. total
N y2 M Y2
Méthode  (x10%) (x10°) (x10%) (x10%)
Plan 1 6,05 7,13 2,95 3,48
Plan 2 14,31 3,05 7,02 1,40
Plan 3 6,00 3,63 2,98 1,54

Dans chaque cas, le plan de sondage proposé est
comparable avec la meilleure des deux stratégies. Si la
variable d’intérét est approximativement constante par
strate, 1’algorithme proposé donne les mémes résultats que
le plan de sondage stratifié. Si les variables d’équilibrage
sont bien explicatives, les résultats obtenus avec notre
algorithme et avec un tirage équilibré direct sont équi-
valents. La légere perte de précision provient de 1’étape
d’atterrissage : dans le cas du tirage équilibré direct, on
cherche a terminer 1’échantillonnage en limitant le défaut
d’équilibrage. Avec I’algorithme proposé, la solution rete-
nue est sous-optimale car on ajoute la contrainte supplémen-
taire d’une taille fixe dans chaque strate.

Dans le cas du tirage stratifié équilibré avec mise en
commun des phases d’atterrissage, le tableau 2 compare la
variance donnée par 10 000 simulations avec la formule de
variance approchée donnée en (10).

Tableau 2

Comparaison entre la variance donnée par 10 000 simulations
et la formule de variance approchée dans le cas de ’estimation
de deux totaux pour un plan de sondage stratifié équilibré avec
mise en commun des phases d’atterrissage

n=25§ n=50
Total y; Total y, Total y; Total y,
(x10%)  (x10°) (x10%) (x10°)
Var. simulations 6,0 3,6 3,0 1,5
Var. approchée 5,9 2,7 2.9 1,3
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La formule approchée proposée par Deville et Tillé
(2005) est proche de la précision exacte si la variance
associée a la phase d’atterrissage est faible devant la
variance associée a la phase de vol. Dans le cas de la
variable y,, les variables d’équilibrage sont fortement
explicatives. La variance liée a la phase d’atterrissage est
alors plus importante, relativement a la phase de vol, et la
formule approchée sous-estime la vraie variance. La prise en
compte de la variance associée a la phase d’atterrissage fera
I’objet de travaux ultérieurs.
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