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Matrice chapeau et effets de levier pondérés par les poids de sondage

Jianzhu Li et Richard Valliant '

Résumé

Les diagnostics de régression ont pour objectif de détecter des points individuels ou des groupes de points qui exercent une
influence importante sur un modele ajusté. Lorsqu’on ajuste un modeéle a ’aide de données d’enquéte, les sources
d’influence sont la variable réponse Y, les variables explicatives X et les poids de sondage W. Le présent article traite de
I’utilisation de la matrice chapeau et des effets de levier pour déceler les points qui pourraient étre influents dans
I’ajustement des modeles linéaires parce que les valeurs des variables explicatives ou des poids sont grandes. Nous
comparons aussi les résultats qu’un analyste pourrait obtenir s’il utilisait les moindres carrés ordinaires plutdt que les
moindres carrés pondérés par les poids de sondage pour déterminer quels points sont influents.

Mots clés :

1. Introduction

Dans certains diagnostics de régression linéaire clas-
siques, il est souvent utile de mesurer 1’influence que chaque
point de donnée peut exercer sur la détermination des valeurs
des estimations des paramétres et, a leur tour, des valeurs
ajustées. La matrice chapeau et ses éléments diagonaux,
appelés effets de levier, sont des méthodes fréquemment
utilisées pour repérer les cas possédant des valeurs aberrantes
pour les variables explicatives et, par conséquent, suscep-
tibles d’étre influents dans I’ajustement du mode¢le s’ils sont
également associés a des résidus inhabituels. Quand la
régression comporte plus d’une variable explicative, les
analystes peuvent calculer les effets de levier pour résumer
I’influence collective des valeurs de X pour chaque
observation.

Dans le cas de I’estimation en population finie, les
modeles sont habituellement construits en émettant une
hypothése de superpopulation. Supposons qu’un modéle
soit raisonnablement bien ajusté pour la majeure partie de la
population. Par souci de commodité, nous 1’appellerons le
modele « vrai ». Cependant, I’objectif est habituellement de
trouver un modéle possédant une certaine puissance descrip-
tive ou prédictive, en se souvenant qu’aucun modele n’est
réellement « vrai». Les diagnostics d’influence devraient
permettre aux analystes de détecter les points qui font
s’écarter les paramétres estimés du modele vrai. Dans la
régression linéaire en utilisant des données d’enquéte
complexes, les estimations des paramétres sont souvent
calculées par la méthode du pseudo-maximum de vrai-
semblance, décrite par Skinner, Holt et Smith (1989,
chapitre 3) en s’inspirant des idées de Binder (1983). Dans
le présent article, nous supposons que I’analyste a décidé
qu’un estimateur faisant intervenir les poids de sondage
convient pour son probléme. Comme nous le montrons plus
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loin, la matrice chapeau et les effets de levier pondérés par
les poids de sondage sont utiles pour détecter les

observations éventuellement influentes causées non
seulement par les valeurs de X extrémes, mais aussi par les
grands poids de sondage.

La Ilittérature existante sur les sondages offie des
discussions de I’effet des valeurs aberrantes sur certaines
estimations d’aprés des données d’enquéte, mais n’accorde
que peu d’attention aux diagnostics pour les modeles de
régression linéaires. Deville et Sidrndal (1992) et Potter
(1990, 1993) discutent de certains moyens de localiser ou
d’¢élaguer les poids de sondage extrémes quand 1’objectif est
d’estimer des totaux de population et d’autres statistiques
descriptives simples. Hulliger (1995) et Moreno-Rebollo,
Muiioz-Reyes et Mufioz-Pichardo (1999) abordent la ques-
tion de D’effet des valeurs aberrantes sur 1’estimateur
d’Horvitz-Thompson d’un total de population. Smith (1987)
fait la démonstration de diagnostics basés sur la suppression
de cas et une forme de fonction d’influence. Zaslavsky,
Schenker et Belin (2001), ainsi que Beaumont et Alavi
(2004) utilisent des stratégies fondées sur I’estimation M
pour sous-pondérer les grappes ou les unités influentes.
Chambers (1986), Gwet et Rivest (1992), Welsh et
Ronchetti (1998), ainsi que Duchesne (1999) étudient des
techniques d’estimation robustes aux valeurs aberrantes
pour les totaux.

L’une des éternelles questions que se posent les analystes
des données d’enquéte est celle de savoir s’il faut ou non
utiliser les poids de sondage dans 1’ajustement des modéles.
Les recueils publiés sous la direction de Skinner et coll.
(1989) et de Chambers et Skinner (2003) traitent de cette
question en détail. Binder et Roberts (2003, chapitre 3),
Chambers, Dorfman et Sverchkov (2003, sections 11.2.3,
11.6), Chambers et Skinner (2003, chapitre 1), Korn et
Graubard (1999, sections 4.3, 4.4), Pfeffermann (1996) et
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Smith (1989, chapitre 6) exposent les arguments pour et
contre. Les détails peuvent étre assez mathématiques et
abstraits, mais sont résumés succinctement par Skinner
(2003, section 6.2.3).

Nous paraphrasons Skinner (2003, section 6.2.3) ici dans
le contexte de I’ajustement d’un modéle linéaire pour
prédire une réponse ¥ basée sur un ensemble de variables
explicatives X. Si le modéle linéaire est spécifié correc-
tement et que 1’échantillonnage dépend uniquement des
variables explicatives comprises dans le modéle, alors les
estimations non pondérées des parametres de régression
seront sans biais par rapport au modele. En particulier, les
conditions hypothétiques requicrent que les poids de son-
dage soient indépendants de Y sachant les valeurs des
variables explicatives X. Cependant, si 1’échantillonnage
dépend de facteurs susceptibles d’étre reliés a Y, méme
apres conditionnement sur les valeurs des variables expli-
catives, les estimateurs non pondérés des parameétres seront
entachés d’un biais a la fois par rapport au modéle vrai et au
sens de I’échantillonnage répété, fondé sur le plan de
sondage. On dit alors que 1’on a un plan de sondage
informatif dans lequel la distribution des valeurs de Y dans
I’échantillon différe de la distribution dans la population. Un
exemple de cette situation est donné par Chambers,
Dorfman et Sverchkov (2003, section 11.2.3). Si les unités
de I’échantillon sont sélectionnées avec des probabilités
proportionnelles a une certaine mesure x de leur taille et que
Y est reliée a x, la distribution de Y dans I’échantillon sera
étalée vers la droite par rapport a sa distribution dans la
population. Cette situation est semblable a celle de 1’étude
empirique que nous décrivons a la section 5.

L’utilisation des poids de sondage protége contre le biais
qui pourrait résulter du fait de ne pas tenir compte que
I’échantillon est informatif. En outre, si le modéle n’est pas
spécifié correctement, la régression pondérée par les poids
de sondage estime encore un parameétre de recensement.
Autrement dit, les estimations pondérées sont approxima-
tivement sans biais pour le modéle linéaire le mieux ajusté
qui serait obtenu si I’on disposait de la population finie
entiere. Dans le présent article, nous supposons qu’un
analyste a décidé d’utiliser les poids de sondage dans
I’ajustement d’un modele, éventuellement pour les raisons
susmentionnées, et qu’il fournit un type de diagnostic pour
évaluer les effets de certains points de données.

La matrice chapeau et les effets de levier que nous
présentons sont les mémes que ceux produits par les
progiciels standard quand une régression par les moindres
carrés pondérés est exécutée. Cependant, on ne trouve dans
la littérature aucune discussion de leur utilisation et de leur
interprétation dans le contexte de la régression pondérée par
les poids de sondage. Korn et Graubard (1999) est I'une des
rares références traitant d’une sorte de diagnostics pour les
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modeles ajustés d’aprés des données d’enquéte. Les effets
de levier font partie d’une série diagnostique et sont plus
efficaces s’ils sont évalués avec les résidus. De nombreuses
statistiques diagnostiques, telles que la fameuse distance de
Cook (Cook 1977), s’averent posséder a la fois des effets de
levier et des résidus comme composantes.

Les conseils donnés dans la littérature quant a la facon de
traiter les observations influentes une fois qu’elles ont été
détectées sont quelque peu ambigus. Une solution évidente,
et peut-étre naive, consiste a ¢liminer les valeurs aberrantes
et a rajuster le modéle, ce qui est sensé si ces valeurs
aberrantes résultent de données incorrectement enregistrées.
Une extension naturelle consisterait a élaborer une approche
automatique en vertu de laquelle certaines régles seraient
appliquées pour détecter les points influents, les supprimer
et réajuster le modele. Dans le présent article, nous pré-
sumons qu’apres avoir décelé les points influents et exami-
nés prudemment les raisons de leur influence, un analyste
déterminera si les points doivent étre exclus de I’ajustement,
au lieu d’établir une procédure qui exclurait automatique-
ment les points sur la base de certaines valeurs seuils.

La suite de Iarticle est présentée comme il suit. A la
section 2, nous décrivons la matrice chapeau obtenue par la
méthode des moindres carrés ordinaires, les effets de levier
et certaines de leurs propriétés. Aux sections 3 et 4, nous
traitons de la matrice chapeau et des effets de levier
pondérés par les poids de sondage, ainsi que d’une
décomposition qui montre comment les points peuvent
posséder un effet de levier important. Les extensions aux
données d’enquéte s’appliquent aux plans de sondage a un
degré ainsi qu’a plusieurs degrés. A la section 5, nous
donnons un exemple numérique s’appuyant sur un
échantillon a un degré d’organismes spécialisés dans les
soins de santé mentale. A la derniére section, nous résumons
nos résultats et donnons certaines orientations que pour-
raient prendre des travaux de recherche supplémentaires.

2. Matrice chapeau fondée sur les MCO

Un modé¢le de travail est un modeéle qui est considéré
provisoirement par un analyste comme €tant la structure qui
décrit le mieux une superpopulation conceptuelle. Il peut
étre révisé aprés une évaluation plus approfondie par ajout
de variables explicatives, suppression de variables explica-
tives ou d’autres changements ayant trait a sa forme. Suppo-
sons que le modéle linéaire de travail est

Y=XB+e VE =o'l (1)

ot Y=(,.,Y), X" =(x,..,x,) avec x, =
(X5 s %) B = By s B,)', et £ = (g, ... ,). En
supposant que la matrice X est de plein rang, 1’estimation
par le moindres carrés ordinaires (MCO) de f est
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p=X"X)"'X"Y=A"X"Y, Q)

oui A = X" X est une matrice carrée et inversible. Les
valeurs ajustées Y correspondant aux valeurs observées Y
sont

Y = Xp = XA'X"Y = HY,

ou H = XA' X" est appelé la matrice chapeau. Ce nom a
été utilisé pour la premicre fois par Tukey (Belsley, Kuh et
Welsch 1980, chapitre 2 ; Hoaglin et Welsch 1978). L’effet
de levier, i, = x] A'x,, estle i élément sur la diagonale
de cette matrice chapeau, qui mesure I’effet de Y, sur sa

1

A

propre valeur ajustée, puisque Y, =X, kY, = kY, +
2w by Y. Si h, s’approche de 1, Y, joue un role crucial
dans la détermination de la valeur de Y.

La matrice chapeau et les effets de levier basés sur les
MCO possedent de nombreuses propriétés spéciales et utiles :

1) H estsymétrique, ou 7; = h;; ;

iiy H est idempotente, ou H =H? ou
HOI-H)=0;

i) HX=Xou (I-H)X=0;

iv) 0<h, <1;

v)  Xih; =rang(X) = p, ce qui implique que
I’effet de levier moyenest & = p/n;

si le modele (1) contient une constante, les deux propriétés
suivantes sont vérifiées :

Vl) Zih,'jzl;
vil) B, =1/n+(x,-X)’ A (x,~X), ol X=
> X,/

Dans un ensemble de données raisonnablement grand,
une valeur d’effet de levier individuel 4, est habituellement
considérée comme extréme si elle est au moins égale a deux
fois la moyenne, 7 = p/n (Belsley et coll., 1980, chapitre
2). L’existence d’un écart important entre la plupart des cas
et quelques cas inhabituels dans la distribution empirique
des effets de levier donne aussi la preuve de l’existence
d’unités aberrantes.

3. Matrice chapeau pondérée par
les poids de sondage

Dans I’approche du pseudo-maximum de vraisemblance,
la premiére étape consiste a former le systéme d’équations
d’estimation qui conviendrait pour un modele si la
population finie entiére était observée. Ce systéme est un
type de total de population qui est alors estimé en utilisant
des méthodes fondées sur le plan de sondage. Supposons
que le modele structurel sous-jacent est un modele linéaire a
effets fixes :

19

Y, =x/B+eg,

1

g, ~ ind N (0, vc*) 3)

ou g; suit indépendamment une loi normale de moyenne 0
et de variance v, 6%, qui est connue a part la constante c”.
L’estimateur du pseudo-maximum de vraisemblance
(EPMV) de B est la solution du systéme d’équations d’esti-
mation X" WV (Y — XB) =0, avec V=diag(v,...,v,)
et W = diag(w, ..., w,). Les poids de sondage, qui, dans
les échantillons probabilistes, sont habituellement inverse-
ment proportionnels aux probabilités d’inclusion, sont
utilisés dans ’EPMV pour tenir compte d’un plan informatif
dans lequel la distribution de Y dans I’échantillon différe
vraisemblablement de celle dans la population finie. Ces
équations peuvent étre résolues explicitement comme f§ =
X"WV'X)'X"WV'Y. Si nous supposons que
V =1, le modéle (3) se réduit a (1) et I’estimateur pondéré
par les poids de sondage (PPS) B prendra par conséquent la
forme d’un estimateur par les moindres carrés pondérés,
p= X" WX)'X" WY.

S’il est tenu compte des poids de sondage dans la
régression, les valeurs prédites deviennent Y =HY, oula
matrice chapeau inclut les poids de sondage et est définie
par

H=XX"WX)'X'W=XA"X"W

avec A = X" WX. Les effets de levier pour la diagonale
de la matrice chapeau sont 4, = x. A™'x,w. Dans cette
formulation, il est supposé que 1’analyste n’intégre pas une
matrice V dans la régression. Cependant, il est possible de
modifier les résultats afin d’intégrer V en utilisant simple-
ment W = WV au lieu de W. Contrairement a la ma-
trice chapeau non pondérée, la matrice chapeau PPS n’est
plus symétrique pour les plans d’échantillonnage avec pro-
babilités de sélection inégales (ou, de manicre plus générale,
poids inégaux). Les propriétés (ii) a (vi) énoncées a la
section 2 restent vérifiées (par exemple, voir Valliant,
Dorfman et Royall 2000, chapitre 5) a condition que les
matrices chapeau non pondérées soient remplacées par leur
version pondérée. En outre, 1a matrice chapeau PPS posséde
les propriétés supplémentaires utiles, et faciles a vérifier,
suivantes :

a) WH=WXA'X'W=HW ;
b)) XWI-H=XW-X"HW=0;

— T A1 —
c) wih, =w,X; AT X, W, = wh,.

La définition des effets de levier pondérés indique qu’un
grand effet de levier peut étre causé par des valeurs de X
aberrantes, un poids aberrant, ou les deux. Notons que les
formules de la matrice chapeau et des effets de levier
pondérés par les poids de sondage s’appliquent que le plan
de sondage soit stratifi¢, a un degré ou a plusieurs degrés,
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contrairement aux diagnostics, telle la distance de Cook, qui
requicrent que les erreurs-types estimées ou les matrices de
covariance soient spécialisées de maniére a étre ajustées au
plan d’échantillonnage.

4. Décomposition des effets de levier

Les effets de levier peuvent étre décomposés en €léments
qui séparent les effets du poids et des valeurs de X pour
une unité. Supposons que le modele de travail est (1) et qu’il
contient une constante, de sorte que

1 x/ X/
X=[::|=0X)etX, =|: |,

1 x! x’

n n

ou x! = (x;, ..., x; ,-1) représente des vecteurs de dimen-
sion 1x (p —1), 1 estun vecteur de dimension »n x1 dont
tous les éléments sont égaux a 1, et X est une matrice de
dimensions n x (p —1). La matrice A est calculée sous la
forme

1" 1"'W1 1" wx, Nt
A= [XTJW(I %)= (XT W1 X’ WX J - (f A ]
1 1 1 1 X 1
ou t + est un vecteur de dimension (p —1) x1 dont les
éléments sont ¢ ¥ = ZiesW; X; €t A, est une matrice de
dimensions (p —1) x (p —1). En utilisant I’inverse d’une
matrice partitionnée,

1 1, 1

e o ﬁtf( s*lfxﬁ - %fﬁ s
—%S’lfx S
I 7 a2 =T -1
_ W-FXWS X, —X;8S
-87'x, s
1
= W{; :: +[—Ii5y) S'(-x, D

oux, =t,/ N estun vecteur de dimension (p — 1) x 1, et
S=A -t ,t'/N est une matricc de dimensions
(p =D x(p—-1. En simplifiant la matrice chapeau en
nous servant de la matrice inverse susmentionnée, nous
obtenons

H=XA'X'W

{%nT +(X, - 1x;,) ST (-x, 1" +X1T)}w

T =T
X — Xy

%11%r S (x, ~X;,....X, =X, ) r W.

x) —iﬁ,

n
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Puis, en utilisant le fait que N = niw avec w =Y, w, /n,
Peffet de levier de la i° observation, ou le i° élément
diagonal de la matrice chapeau pondérée H, est

by =214 N (x, =%, 8™ (x, %)

1 —_—

nw

La forme quadratique, (x, —X,,)" 7' (x, — X,,), définit un
ellipsoide centré a X, (par exemple, voir Weisberg 2005,
chapitre 8), et N (x, —X,,)" S™ (x, —X,,) est la distance de
Mahalanobis de x; a X;,. Par conséquent, un effet de levier
peut étre grand si 1) w, est grand, surtout comparativement
au poids moyen w ou que 2) X, est tres éloigné de la
moyenne pondérée, X,,, des X, dans la métrique détermi-
née par la matrice S.

Par exemple, dans un mod¢le linéaire simple ne
contenant qu’une seule variable auxiliaire, y,= a+px, + ¢,
g.~ (0,0°), effet de levier de la i° observation est

— \2
(xi _xw)
n

1+ N — |
j=t W; (xj _xW)

)5 :l
i n

S

oux, =Y wx /N

Si les termes d’erreur du modele ont une structure de
variance générale € ~ (0, V) et que V est connu, la
matrice chapeau est alors définie par H = XA™' X" WV
avec

"wv't "wv'x
X'v'wl X{ wv'x,

Swilv, o Dwx!
s s

T
Zw,.xl./v,. Zw,.x,.x,. /v,
N s

Une formule pour A~ semblable a celle qui précéde
s’applique avec t,, = X w.x,/v, N, = X, w, /v, et S, =
X'WV'X,~t,,t,, /N, Si nous utilisons une V
générale, t,, et N, ne sont plus des estimations fondées
sur le plan de sondage de T, et N, mais sont des esti-
mations de Ty, = X'x,/v, et N, = X,V1/v. Leffet de
levier de la i® observation sous ce modéle général est

P
(/A N
Vi Ny

[1+NV (x; _iWV)TS;/l (x; =Xy )]

5. Exemple numérique

Comme nous I’avons mentionné a la section 1, des
arguments peuvent étre avancés pour justifier le fait
d’ignorer les caractéristiques du plan de sondage en général
et la pondération en particulier dans I’ajustement des
modeles. Grosso modo, quand un modéle est conditionné
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sur toutes les variables du plan de sondage déterminant le
schéma d’échantillonnage et qu’il est correct pour la
population ainsi que 1’échantillon, la régression par les
MCO peut étre utilisée. Les analystes peuvent formuler des
objections a I’intégration des variables du plan de sondage
dans un modele, parce que certaines ne sont pas scienti-
fiquement intéressantes en tant que variables explicatives.
En outre, le conditionnement sur toutes les variables du plan
de sondage est parfois impossible, surtout quand le « sché-
ma d’échantillonnage » inclut une non-réponse non contrd-
lée qui, elle-méme, peut étre reliée a la variable réponse.
Comme nous le mentionnons dans la section 1, la
pondération par les poids de sondage offre un minimum de
protection contre la spécification incorrecte du modeéle
quand la distribution des Y dans 1’échantillon n’est pas la
méme que dans la population a cause du type de plan
d’échantillonnage utilisé. Néanmoins, certains analystes
soutiendront que le plan d’échantillonnage et les poids de
sondage peuvent &tre ignorés dans des applications
particuliéres et que les MCO sont appropriés. Donc, il est
intéressant de voir dans quelle mesure les diagnostics pour
les MCO et pour la PPS différent dans une application
réelle. Cependant, étant donné un mode d’action, un
analyste devrait utiliser des diagnostics en harmonie avec la
méthode d’ajustement. Si les MCO sont utilisés, les
diagnostics standard pour les MCO doivent étre examinés ;
si la régression PPS est utilisée, les diagnostics pour la
pondération par les poids de sondage sont ceux qu’il
convient d’appliquer. Il se pourrait fort bien que différents
points soient influents selon que I’on utilise la régression par
les MCO ou la régression PPS.

A la présente section, nous examinons la matrice chapeau
et les effets de levier dans un exemple de régression. Nous
utilisons la Survey of Mental Health Organizations (SMHO)
réalisée aux Etats-Unis en 1998, durant laquelle des données
ont été recueillies sur les organismes spécialisés dans les
soins de santé mentale et sur les services de soins de santé
mentale des hopitaux généraux. L’échantillon de cette
enquéte a été tiré selon un plan stratifié a un seul degré avec
probabilité proportionnelle a la taille (PPT) (Manderscheid
et Henderson 2002 ; Choudhry 2000). La mesure de
taille (MT) utilisée dans 1’échantillonnage était le nombre
d’« épisodes », défini comme étant le nombre de patients/
clients d’un organisme au début de 1998 plus le nombre de
nouveaux patients/clients ajoutés durant I’année civile 1998.
Nombre de variables analysées dans ’enquéte sont reliées a
la MT et leur distribution non pondérée dans 1’échantillon
sera différente de la distribution dans la population, puisque
I’échantillon a tendance a contenir des unités de plus grande
taille. Donc, ce plan est éventuellement informatif, tel qu’il
est défini dans Chambers et Skinner (2003).
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Les tailles variées des organismes de soins de santé
mentale ont produit de grandes fourchettes de valeurs pour
les variables étudiées dans I’échantillon, si bien que cer-
taines observations pourraient avoir une influence relative-
ment grande sur les estimations des parametres d’une ré-
gression linéaire. Dans la présente étude, le modele d’intérét
est la régression des dépenses totales d’un organisme de
santé, en millier de dollars, sur le nombre de lits installés et
dotés en personnel pour I’utilisation et le nombre de patients
ou clients ajoutés durant I’année de déclaration. Nous avons
utilisés 1’estimateur PPS, fi = (X'WX)'X"WY. Imitant
la procédure employée par la plupart des analystes, nous
n’avons pas intégré de matrice de variance V du modele
dans I’estimation des paramétres de la régression. Au total,
nous avons utilisé 875 observations dans la régression, pour
chacune desquelles aucune valeur ne manquait pour les
variables indépendantes et dépendante.

Le tableau 1 résume les valeurs des quantiles des varia-
bles incluses dans la régression, y compris les poids de
sondage. Le total des dépenses posséde un maximum de
519 863,3, qui vaut prés de 30 000 fois le minimum, 16,6.
Bien qu’ils ne soient pas aussi extrémes que le total des
dépenses, le nombre de lits et le nombre de patients ajoutés
présentent aussi un écart significatif entre leurs valeurs
maximale et minimale. Comme I’échantillon a été sélection-
né selon un plan PPT, les poids de sondage étaient associés
aux tailles des organismes de santé mentale, la fourchette
allant de 1 a 158,86. Les poids que nous utilisons dans
I’analyse comprennent une correction de la non-réponse qui
a été effectuée séparément par strate du plan de sondage.
Dans certains cas, les unités qui avaient été sélectionnées
avec certitude dans I’échantillon initial n’ont pas répondu et
certaines unités sélectionnées avec certitude répondantes
avaient un poids corrigé supérieur a 1. En tout, 157 orga-
nismes avaient un poids de 1 aprés la correction de la
non-réponse.

Tableau 1

Quantiles des variables dans la régression pour la SMHO
Quantiles

Variables 0% 25% 50% 75% 100 %

Dépenses

(milliers de dollars) 16,6 2932,5 6240,5 11842,6 5198633

N de lits 0 65 36 93 2405

NP d’ajouts 0 5585 1410 2406 79 808

Poids 1 1,42 248 7,76 158,86

Dans la régression qui suit, nous avons inclus les unités
ayant un poids de 1 dans I’estimation de I’erreur-type. Au
lieu de les exclure, conformément a I’approche suivie pour
traiter les unités sélectionnées avec certitude dans une
estimation purement fondée sur le plan de sondage. Inclure
les unités sélectionnées avec certitude concorde avec 1’idée
quun modeéle de superpopulation est estimé et que les
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coefficients de pente auraient encore une variance, méme si
I’on procédait a un recensement. L’esquisse de la justifi-
cation mathématique de cette facon de faire, qui dépend du
modéle (et n’est pas fondée sur le plan) est donnée en
annexe

La figure 1 montre les diagrammes de dispersion des
dépenses en fonction des nombres de lits et d’ajouts pour
I’échantillon de 875 établissements (en omettant un trés
grand établissement décrit plus loin). Dans la premiere
rangée, les points dont I’effet de levier sous les MCO est
supérieur & 2p/n =0,007 sont mis en relief. La deuxiéme
rangée donne les graphiques a bulles dans lesquels les bulles
sont proportionnelles au poids de chaque cas. Les points a
effet de levier élevé sous la pondération par les poids de
sondage (PPS) sont mis en relief en utilisant le méme seuil
de 0,007. Les distributions des variables explicatives sont
assez asymétriques comme I’indique le tableau 1. Il existe
également un trés grand établissement qui n’est pas
représenté dans la figure 1 parce qu’il fausse 1’échelle du
graphique. Pour cet établissement (désigné par observation
818 ici), (dépenses en milliers de dollars ; lits ; ajouts) =
(519863,3 $ ;2405 ; 79 808) et le poids de sondage est égal
a2,22. (L observation 818 est I’'un des cas mentionnés plus
haut dont la sélection dans 1’échantillon initial était certaine,
mais qui ont fait I’objet d’une correction de la non-réponse
et qui ont par conséquent un poids final supérieur a 1.) Parce
que ses valeurs données sortent fortement de 1’alignement
de celles obtenues pour les autres organismes, ce point
pourrait affecter les estimations.
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Le tableau 2 donne les 20 observations pour lesquelles
les effets de levier sous PPS sont les plus grands. Les
valeurs de ces effets de levier varient de 0,022 a 0,389,
chiffres considérablement plus élevés que le niveau de 0,007
établi empiriquement. Ce tableau montre aussi, pour ces 20
cas, les effets de levier non pondérés sous les MCO, le ratio
du poids de sondage individuel au poids de sondage moyen,
ainsi que la distance absolue relative entre les valeurs de X
individuelles et leurs moyennes pondérées. Nous notons que
I'unité 818 posséde les effets de levier pondérés et non pon-
dérés les plus grands, principalement a cause de ses
nombres trés élevés de lits et de patients ajoutés. Puisque ce
cas posséde un poids d’échantillonnage inférieur a la
moyenne, ’effet de levier sous les MCO est encore plus
grand que I’effet pondéré. 11 existe d’autres cas semblables,
dont les unités 271, 179, 820, 157, 163, 156 et 154, qui sont
associés a un nombre extréme de lits, ou un nombre extréme
de patients ajoutés, ou aux deux, mais dont les poids sont
faibles. Un autre type de valeurs aberrantes découle de poids
de sondage extrémes, méme si les valeurs de leurs variables
auxiliaires diffeérent peu les unes des autres. Les unités 672,
613, 711, 801 et 611 possédent toutes un poids de sondage
valant plus de 15 fois le poids moyen. Leurs effets de levier
pondérés s’avérent étre grands, tandis que les effets de levier
non pondérés ne le sont pas. Il existe également un écart
appréciable entre les effets de levier pondérés pour le
cas 331 (h; = 0,075) et pour le cas 271 (&, = 0,046).
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Figure 1 Diagrammes de dispersion des dépenses en fonction du
nombre de lits et du nombre de patients ajoutés. Les points
dont I’effet de levier est élevé selon les MCO (la PPS) sont mis
en relief dans la rangée supérieure (inférieure)
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Tableau 2

Observations ayant les 20 effets de levier pondérés les plus importants

23

Poids Lits Patients ajoutés
ID de I’obs. h; sous MCO h; pondéré w;lw |x; - x| 1% |xy; — Xy | /%Y
818 0,513 0,389 0,3 49,3 64,7
189 0,037 0,245 3.4 17,7 0,3
346 0,035 0,157 2,2 0,6 16,1
366 0,017 0,105 3,0 0,7 11,1
331 0,024 0,075 1,5 0,1 13,4
271 0,068 0,046 0,4 23,7 0,0
830 0,004 0,045 5,8 5,4 0,1
628 0,056 0,045 0,4 1,0 20,3
179 0,089 0,038 0,2 27,4 0,5
672 0,002 0,034 242 1,0 0,8
820 0,048 0,034 0,3 0,8 19,6
207 0,012 0,030 1,3 9,5 0,3
157 0,069 0,030 0,2 23,8 0,5
163 0,017 0,027 0,8 11,4 0,8
613 0,002 0,026 18,5 1,0 0,7
711 0,002 0,024 16,8 1,0 0,9
801 0,002 0,024 17,5 0,6 0,9
156 0,055 0,023 0,2 20,9 0,9
611 0,002 0,023 15,9 1,0 0,8
154 0,051 0,022 0,2 20,5 0,1
W =6,57 %) =47.83 %) =1214,13
Nota: I’ID de I’observation est le numéro de ligne de cette observation dans I’échantillon.
Les tailles des poids de sondage peuvent mener les -
analystes a tirer des conclusions différentes selon qu’ils Ry
utilisent les effets de levier pondérés ou non pondérés pour .
repérer les observations éventuellement influentes. La figure R
2 donne un diagramme de dispersion des effets de levier 2 -
pondérés en fonction de leur version non pondérée. Les ; =14
deux droites de référence ont été tracées aux valeurs de 5
0,007. L’observation 818 est omise, parce qu’elle fausserait % E 7
I’échelle du graphique. Manifestement, les points a effet de E -
levier élevé détectés par la méthode PPS uniquement, situés S ~°
dans l’aire A, ont tous un poids significativement plus - % L
élevés que ceux compris dans I’aire B, qui sont détectés par ST, , S R ‘
la méthode de MCO uniquement. 0,00 0,02 0,04 0,06 0,08
Effets levier sous MCO

Figure 2 Tracé des effets de levier pondérés par les
poids de sondage en fonction des effets de
levier sous les MCO non pondérés
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Etant donné que certains cas éventuellement influents ont
été décelés, I’étape suivante consiste a voir quel effet ils ont
sur les estimations des parametres. Le tableau 3 donne les
estimations des paramétres fondées sur les MCO et sur la
PPS en utilisant tous les cas. Le tableau 4 donne les
estimations fondées sur les MCO et sur la PPS i)en
omettant les cas a effet de levier élevé et ii) en omettant
I’observation 818. Les points a effet de levier élevé sont
ceux pour lesquels A4, > 0,007. Toutefois, il convient de
souligner que les ensembles de points ayant un effet de
levier élevé ne sont pas les mémes dans les régressions par
les MCO et par PPS. Les erreurs-types sont estimées au
moyen de la formule des MCO habituelle et au moyen de
I’estimateur sandwich (Binder 1983) pour les estimations
PPS.

Si nous comparons les tableaux 3 et 4, nous constatons
que les estimations par les MCO changent considérablement
apres 1’élimination des points a effet de levier élevé (section
(1) du tableau 4). L’ordonnée a I’origine de la droite des
MCO, qui est significative dans les deux tableaux, passe
d’une valeur négative a une valeur positive. La pente de la
droite des MCO pour le nombre de lits diminue d’environ
26 % (de 94,16 a 69,27) quand les points a effet de levier
¢élevé sont éliminés. Dans le cas de la pente pour le nombre
de patients ajoutés, la diminution est d’environ 59 %. Les
estimations PPS pour les nombres de lits et de patients
ajoutés sont également sensibles a la présence de points a
effet de levier élevé, les pentes diminuant de 7 % et de
46 %, respectivement. Dans tous les cas, les pentes sont
significatives, de sorte que la conclusion qualitative selon
laquelle les dépenses sont corrélées au nombre de lits et au
nombre de patients ajoutés est vérifiée avec ou sans les
points a effet de levier élevé. Cependant, les valeurs prédites
avant et aprés omission de ces points diffeérent assez bien.

Les erreurs-types (E.-T.) diminuent aussi considérable-
ment quand les points a effet de levier élevé sont omis. Par
exemple, ’erreur-type sous PPS pour le nombre de lits
passe de 13,14 a 6,75 (une réduction de 49 %) ; pour le
nombre de patients ajoutés, elle passe de 0,76 a 0,21 (une
réduction de 72 %). Ce résultat est di au fait que certains
points ayant un poids extréme sont éliminés dans la ré-
gression sous PPS. Par contre, I’erreur-type des estimations
par les MCO augmente effectivement quand les points a
effet de levier élevé sous les MCO sont omis, parce que la
variance d’échantillon des x diminue. Il s’agit d’un autre
exemple des écarts importants qui peuvent survenir quand le
méme type de diagnostic est appliqué aux régressions par
les MCO et sous PPS.

Vu que le point 818 est si manifestement extréme, nous
avons également ajusté la régression apres avoir €liminé
cette observation uniquement. Les résultats sont présentés a
la section (ii) du tableau 4. Omettre ce point unique cause
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des changements appréciables dans les estimations des
parametres tant par les MCO que par PPS. Cela illustre
aussi qu’un seul point peut avoir une incidence sur les
erreurs-types des pentes estimées dans une régression
pondérée par les poids de sondage, comme c’est également
le cas dans une régression par les MCO. L’observation 818
posseéde un grand résidu (voir figure 3) ; son omission fait
baisser I’erreur-type pour le nombre de lits, de 13,14 dans le
tableau 3 a 8,04 dans le tableau 4. Notons que, si I'unité 818
avait un grand poids, son résidu serait vraisemblablement
plus petit, puisqu’il aurait plus d’effet sur ’ajustement. Le
cas échéant, I’erreur-type pourrait actuellement étre plus
faible que quand I’unité 818 est incluse.

Tableau 3
Estimation par MCO et PPS des paramétres de la régression pour
la SMHO en utilisant la totalité des 875 cas échantillonnés

Variables Estimation par les MCO  Estimation par PPS
indépendantes Coefficient E.-T. ¢  Coefficient E.-T. ¢
Ordonnée

a lorigine -1201,73 526,19 -2,28 514,08 1157,71 0,44
NP de lits 94,16 3,03 31,08 81,23 13,14 6,18
Nbre de

patients ajoutés 2,31 0,13 18,50 1,84 0,76 2,43
Tableau 4

Estimation par MCO et par PPS des paramétres de la régression
pour la SMHO

Variables Estimation par les
MCO

indépendantes Coefficient E.-T. ¢

Estimation par PPS

Coefficient E.-T. ¢

i) Suppression des observations dont I’effet de levier est supérieur a
0,007

Ordonnées

a l’origine 2 987,55 490,54 6,09 1 993,86 353,71 5,64
N de lits 69,27 4,35 15,94 75,82 6,75 11,23
Nbre de

patients ajoutés 0,95 0,20 4,71 1,00 0,21 4,73
ii) Suppression de I’observation 818

Ordonnées

a l’origine 1 979,51 537,93 3,68 2 281,17 460,35 4,96
N de lits 81,80 2,92 27,98 68,69 8,04 8,54
N de

patients ajoutés 1,19 0,14 8,41 0,79 0,29 2,75

Un autre point qui se dégage des tableaux 3 et 4 est que
les estimations par les MCO et par PPS sont nettement plus
proches les unes des autres apres 1’élimination des points a
effet de levier élevé qu’avant. Comme I’illustre le tableau 5,
les estimations par les MCO sont supérieures de 16 % et de
26 % aux estimations par PPS quand tous les points sont
retenus, mais sont inférieures de 9% et de 5% a ces
estimations apres avoir laissé tomber certains points.
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Tableau 5

Ratios des estimations des parameétres par MCO et par PPS avant
et aprés I’élimination des observations dont I’effet de levier est
supérieur a 0,007 dans la régression pour la SMHO

Ratio des estimations par MCO aux
estimations par PPS
Avec tous les  Avec élimination des points

points a effet de levier élevé
Lits 1,16 0,91
Patients ajoutés 1,26 0,95
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Figure 3 Tracé des valeurs ajustées en fonction des valeurs
de Y. La droite de référence est tracée a ¥ =Y. Le
graphique supérieur comprend tous les points.
Dans le graphique inférieur, ’observation extréme
818 est omise. Les points a effet de levier élevé
basés sur la PPS sont représentés par des cercles
pleins, foncés, dans chaque graphique

Les effets de levier sont habituellement combinés aux
résidus pour déterminer quels points sont influents dans
I’ajustement du modéele de régression, parce que les résidus
peuvent étre utilisés pour détecter les valeurs de Y diver-
gentes. Un diagramme de dispersion des valeurs ajustées
provenant de la régression sous PPS en fonction des valeurs
de Y est représenté a la figure 3. Les points a effet de levier
élevé sont présentés par des cercles pleins foncés. Les
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distances verticales des points jusqu’a la droite a 45 degrés
correspondent a la taille des résidus. Le graphique supérieur
comprend chacun des 875 points de 1’échantillon ; dans le
graphique inférieur, 1’observation 818 est omise pour
améliorer la résolution pour les autres points. Notons que
certaines observations ont un effet de levier élevé et un petit
résidu, tandis que d’autres ont un effet de levier faible et un
grand résidu. L’influence de ces points sur la régression peut
étre étudiée plus en détail en utilisant divers outils que nous
ne décrirons pas ici. Par exemple, la distance de Cook, qui
comporte implicitement I’effet de levier et le résidu, est
congue pour mesurer I’effet de la suppression d’une seule
observation sur les estimations globales des paramétres.
L’adaptation de certaines statistiques diagnostiques
¢élémentaires des MCO aux données d’enquéte, DFBETAS
et DFFITS, a été discutée sous un plan d’échantillonnage a
un seul degré dans Li et Valliant (20006).

6. Conclusion

Les effets de levier et les résidus sont des composantes
essentielles des statistiques diagnostiques destinées a
détecter I’influence importante d’une seule observation ou
d’un groupe d’observations sur un modele linéaire ajusté.
Les ensembles de données d’enquéte peuvent contenir des
observations influentes, que 1’on soutienne que le plan
d’échantillonnage est ignorable et que les moindres carrés
ordinaires peuvent étre utilisés, ou que le plan doive étre pris
en compte et les poids de sondage utilisés. Les points qui
sont influents dans les deux cas ne sont pas nécessairement
les mémes, comme nous I’avons illustré ici.

Une fois que les points dont I’effet de levier est grand
sont identifiés, une question importante est celle de savoir
comment les traiter pour 1’inférence. Deux options con-
sistent soit & les sous-pondérer, soit a les éliminer enticre-
ment de D’ajustement du modéle. La sous-pondération
semble insatisfaisante en général, puisqu’un point peut avoir
un effet de levier élevé non pas a cause d’un grand poids,
mais plutdt parce qu’il posséde une ou plusieurs valeurs X
inhabituelles. La sous-pondération peut étre raisonnables
dans le contexte d’une approche fondée sur un modéle, en
supposant que le modele proprement dit est correctement
spécifié. Cependant, la notion fondée sur le plan de sondage
d’estimer un parameétre dans des conditions de recensement
pourrait alors se perdre. Si un point posseéde un effet de
levier important a cause de valeurs X extrémes, il est
possible qu’il ne suive pas du tout le modele et qu’il doive
étre éliminé.

Cependant, utiliser une procédure mécanique qui rejette
automatiquement de nombreuses observations influentes
dont Dl’effet de levier est élevé peut donner lieu a des
estimations de I’erreur-type trop petites, ce qui se traduit par
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des intervalles de confiance dont la couverture est inférieure
au taux nominal et a des taux d’erreur de type I exagérés
dans les tests de vérification d’hypothéses (Li 2007). Ce
phénomeéne est semblable aux problémes bien connus qui se
posent dans la régression séquentielle (Hurvich et Tsai
1990, Zhang 1992). Donc, un sujet de recherche intéressant
semble étre I’élaboration de procédures d’inférence pour la
construction d’intervalles de confiance et 1’exécution de
tests de vérification d’hypothése qui tiennent compte des
effets de I’élimination ou de la sous-pondération de certains
points.

Pour les données d’enquéte complexes, la matrice
chapeau ne fait intervenir aucune caractéristique du plan de
sondage, sauf les poids de sondages et peut étre utilisée pour
détecter les cas dont les poids ou les valeurs des variables
explicatives sont atypiques. D’autres statistiques diagnos-
tiques, comme la distance de Cook, contiennent des esti-
mations de la variance qui doivent tenir compte des caracté-
ristiques du plan d’échantillonnage complexe, telles que la
stratification et la mise en grappes. L’adaptation et 1’exten-
sion d’approches diagnostiques supplémentaires a 1’analyse
des données d’enquéte seront étudiées dans 1’avenir.
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Annexe

Inclusion des unités sélectionnées avec certitude
dans I’estimation de I’erreur-type

Dans I’étude empirique décrite a la section 5, nous avons
inclus les unités sélectionnées avec certitude dans les calculs
de I’erreur-type. Nous esquissons ici la justification de cette
fagon de procéder. Sous le modele général (3), la variance
sous le modéle de |§ = (X"WX)'X"WY, [Pestimateur
utilisé dans I’étude empirique, est var, B)=A"'X"
WVWXA's®> ot A = XWX et V=diag(v,),,.
L’estimateur sandwich de variance utilis¢é dans 1’étude
présentée a la section 5 est défini comme étant
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n
-1

vB) = AT (z - Dz -D'AT @
n

ol z, =wex, avec e, =Y, —X.p et Z =3, weXx/n
Cet estimateur est convergent par rapport au plan (voir
Binder 1983) dans I’échantillonnage a un seul degré si les
unités sont échantillonnées avec remise avec probabilité
égale a w, ' et qu’aucune unité n’est sélectionnée avec
certitude. Si I’échantillon contient des unités sélectionnées
avec certitude, la formule de v(B) doit étre modifiée pour
estimer la variance par rapport au plan: les unités
sélectionnées avec certitude doivent étre exclues des
sommes figurant dans (4) et dez, et n doit étre remplacé par
n,., le nombre d’unités sélectionnées sans certitude. Dans
le cas extréme d’un recensement, I’estimateur de variance
par rapport au plan se réduirait a zéro.

L’estimateur donné par (4) est approximativement sans
biais par rapport au modele sous (3), que I’échantillon
contienne ou non des unités sélectionnées avec certitude.
Dans (4), la matrice du milieu peut étre développée sous la
forme Y. (z, -Z)(z, - Z)" = Y,.,zz —nzZ'. En
supposant que e, = Y, — x,.T B, I’espérance par rapport au
modéle sous (3) du premier terme est E,, (3,.,Z.z] ) =
X"WVWXc’, tandis que E,, (n2Z" )=n"'X" WVWXo".
La substitution de ces espérances donne E,, [v (fi)] =
var,, (B), expression qui est vérifiée méme si certaines
unités sont sélectionnées avec certitude. Cela montre aussi
que v(P) est robuste au sens ou il refléte correctement la
contribution des variances hétéroscédastiques dans (3) a la
variance par rapport au modéle de B, méme si V peut étre
inconnue et non prise en compte dans I’estimation de f.
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