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Une approche d’échantillonnage équilibré pour des plans 
de sondage à stratification multidimensionnelle  

pour l’estimation pour petits domaines 

Piero Demetrio Falorsi et Paolo Righi 1 

Résumé 
Le présent article décrit une stratégie d’échantillonnage utile pour obtenir une taille d’échantillon planifiée pour des 
domaines appartenant à différentes partitions de la population et pour garantir que les erreurs d’échantillonnage des 
estimations de domaine soient inférieures à un seuil donné. La stratégie d’échantillonnage, qui englobe le cas multidomaine 
multivarié, est avantageuse quand la taille globale d’échantillon est bornée et que, par conséquent, la solution standard 
consistant à utiliser un échantillon stratifié dont les strates sont obtenues par le recoupement des variables qui définissent les 
diverses partitions n’est pas faisable, puisque le nombre de strates est plus grand que la taille globale d’échantillon. La 
stratégie d’échantillonnage proposée est fondée sur l’utilisation d’une méthode d’échantillonnage équilibré et sur une 
estimation de type GREG. Le principal avantage de la solution est la faisabilité des calculs, laquelle permet de mettre en 
œuvre facilement une stratégie globale d’estimation pour petits domaines qui tient compte simultanément du plan 
d’échantillonnage et de l’estimateur, et qui améliore l’efficacité des estimateurs directs de domaine. Les propriétés 
empiriques de la stratégie d’échantillonnage étudiée sont illustrées au moyen d’une simulation portant sur des données de 
population réelles et divers estimateurs de domaine. 
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1. Introduction  
Habituellement, le problème des petits domaines est 

traité par la voie de l’estimation. Toutefois, s’il existe des 
variables indicatrices de domaine pour chaque unité de la 
population, d’autres possibilités peuvent être exploitées à 
l’étape de l’élaboration du plan de sondage. Cette condition 
est habituellement remplie dans le contexte des enquêtes-
entreprises, où les variables indicatrices de domaine sont 
disponibles dans le registre des entreprises. Comme l’ont 
souligné Singh, Gambino et Mantel (1994), il est nécessaire 
d’élaborer une stratégie globale de traitement des problèmes 
liés aux petits domaines, qui englobe la planification du plan 
d’échantillonnage et les divers aspects de l’estimation. Dans 
ce cadre, il est essentiel de contrôler la taille d’échantillon 
pour chaque domaine d’intérêt, afin que chacun soit traité, à 
l’étape de l’élaboration du plan, comme un domaine planifié 
pour lequel il est possible de produire des estimations 
directes avec un niveau de précision préétabli. En général, 
dans le cas d’une approche d’inférence fondée sur le plan de 
sondage, la présence d’unités d’échantillonnage dans 
chaque domaine permet de calculer des estimations de 
domaine, quoique celles-ci ne soient pas forcément fiables. 
En outre, dans l’approche fondée sur un modèle ou assistée 
par modèle, la présence d’unités d’échantillonnage dans 
chaque domaine d’estimation permet d’utiliser des modèles 
comportant des effets de petit domaine spécifiques, ce qui 
donne des estimations plus précises des paramètres d’intérêt 

au niveau du petit domaine (Lehtonen, Särndal et Veijanen 
2003). Marker (1999, 2001) propose, pour traiter les 
problèmes d’élaboration du plan de sondage dans le 
contexte des petits domaines, des stratégies d’échantillon-
nage fondées sur la stratification et le suréchantillonnage, 
qui accroissent le  nombre de petits domaines pour lesquels 
il est possible de produire des estimations directes exactes. 
Ces stratégies sont applicables si les domaines sont em-
boîtés, mais pourraient ne pas l’être quand le but de l’en-
quête est de produire des estimations pour deux partitions ou 
plus de la population. Une solution standard en vue d’ob-
tenir des tailles d’échantillon planifiées pour les domaines 
de deux ou plusieurs partitions consiste à utiliser un échan-
tillon stratifié dans lequel les strates sont déterminées par le 
recoupement des variables définissant les diverses parti-
tions. Dans la suite de l’exposé, ce plan sera appelé plan par 
recoupement. Cependant, dans de nombreuses situations 
pratiques, ce type de plan ne convient pas, parce qu’il 
nécessite la sélection d’au moins un certain nombre d’unités 
d’échantillonnage aussi grandes que le produit des nombres 
de catégories des variables de stratification. Cochran (1977, 
page 124) illustre bien ce problème à l’aide d’un exemple 
clair dans lequel le plan par recoupement n’est pas 
réalisable. 
Les renseignements généraux qui précèdent sont typiques 

du contexte des enquêtes-entreprises. Le Règlement du 

Conseil de l’Union européenne concernant les statistiques 
structurelles sur les entreprises établit que les paramètres 
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d’intérêt se rapportent à des domaines d’estimation définis 
par trois sous-ensembles distincts de partitions de la popu-
lation d’entreprises. Par exemple, comme le montre l’exa-
men du tableau 1.1, en Italie, le nombre total de domaines 
d’estimation est égal à 1 821, tandis que le nombre de strates 
non vides du plan par recoupement est supérieur à 37 000. 
Afin de surmonter certains problèmes que posent les 

plans par recoupement, une stratégie simple consiste à 
laisser tomber une ou plusieurs variables de stratification ou 
à regrouper certaines catégories. Cependant, certains do-
maines planifiés deviennent non planifiés et certains d’entre 
eux peuvent avoir une taille d’échantillon faible ou nulle. 
De nombreuses méthodes ont été proposées dans la 

littérature afin de contrôler la taille d’échantillon dans toutes 
les catégories des variables de stratification sans recourir à 
un plan par recoupement. Ces méthodes, généralement 
appelées méthodes de stratification multidimensionnelle (ou 

multiple), ont été élaborées selon deux grandes approches, 
soit i) des schémas fondés sur des carrés latins (Jessen 1970) 
et ii) des problèmes d’arrondissement contrôlé résolus par 
programmation linéaire (Lu et Sitter 2002). Les deux ap-
proches ont certains inconvénients qui ont limité l’utilisation 
des méthodes de stratification multidimensionnelle en tant 
que solution standard pour la planification des plans 
d’échantillonnage dans le contexte des sondages réels. En 
effet, comme l’ont décrit Falorsi, Orsini et Righi (2006), 
dans nombre de ces contextes, il est impossible, par 
exemple, de mettre en œuvre des schémas fondés sur des 
carrés latins quand il n’existe aucune unité de population 
dans une ou plusieurs strates obtenues par recoupement. La 
principale faiblesse de la programmation linéaire est la 
complexité des calculs. La stratégie d’échantillonnage exa-
minée dans le présent article ne souffre pas des incon-
vénients des méthodes susmentionnées et permet de contrô-
ler les tailles d’échantillon pour les domaines d’intérêt, qui 
sont définis par différentes partitions de la population de 
référence. En outre, elle garantit que les erreurs d’échantil-
lonnage des estimations de domaine seront inférieures aux 
seuils fixés. 
La stratégie d’échantillonnage proposée est fondée sur 

l’utilisation de la méthode d’échantillonnage équilibré 
(Deville et Tillé 2004), ainsi que sur l’estimation de type 
GREG (Lehtonen et coll. 2003). Comme il est montré dans 

l’étude portant sur des données empiriques illustrée ici et 
dans Falorsi et Righi (2008), les principaux avantages de 
cette solution sont la faisabilité des calculs et l’efficacité, 
c’est-à-dire l’obtention, pour le cas multidomaine multi-
varié, d’erreurs d’échantillonnage raisonnablement proches 
de celles définies par les solutions univariées optimales. 
Cela permet d’appliquer équitablement une stratégie d’esti-
mation pour petits domaines qui tient compte simultanément 
du plan d’échantillonnage et de l’estimateur, et qui accroît 
l’efficacité des estimateurs directs de domaine. 
Dans certains contextes de sondage, la stratégie d’échan-

tillonnage proposée pourrait définir une taille globale 
d’échantillon trop grande pour qu’il soit certain que les 
bornes préétablies des erreurs d’échantillonnage des estima-
tions de domaine directes soient respectées, ce qui pourrait 
être dû à un trop grand nombres de domaines pour une 
partition donnée de population. Si la taille globale d’échan-
tillon est bornée par des contraintes budgétaires, la stratégie 
d’échantillonnage proposée n’est pas toujours réalisable 
avec des estimateurs directs. Par conséquent, il pourrait être 
nécessaire d’adopter un estimateur de petit domaine indirect 
afin de contrôler les erreurs quadratiques moyennes des esti-
mations des domaines des partitions. Cependant, l’approche 
proposée pourrait être étendue facilement à une stratégie 
prévoyant l’utilisation de l’estimateur direct et d’estimateurs 
indirects de petit domaine pour les partitions qui requièrent 
une taille globale d’échantillon trop grande pour le bornage 
des erreurs d’échantillonnage. 
La présentation de l’article est la suivante. À la section 2, 

nous énonçons le problème, nous présentons la notation 
essentielle et nous décrivons la stratégie globale d’échantil-
lonnage. À la section 3, nous donnons les algorithmes 
appliqués pour trouver les probabilités d’inclusion et les 
tailles d’échantillon de domaine planifiées correspondantes. 
Aux sections 4 et 5, nous illustrons des extensions de la 
stratégie d’échantillonnage. À la section 4, nous étudions le 
cas où le critère de variance est représenté par la variance 
anticipée et, à la section 5, nous présentons une extension au 
cas d’un estimateur indirect de petit domaine simple. À la 
section 6, nous donnons les principaux résultats d’une étude 
empirique portant sur une population réelle d’entreprises 
italiennes. Enfin, à la section 7, nous énonçons brièvement 
certaines conclusions.  

Tableau 1.1 
Nombre de domaines de l’enquête italienne pour les statistiques structurelles d’entreprises par partition 

 

Partition Nombre de domaines 
Classe d’activités économiques (classification à 4 chiffres de la NACE Rév. 1)  465 
Groupe d’activités économiques (classification à 3 chiffres de la NACE Rév. 1) par classe de taille1 395 
Division d’activités économiques (classification à 2 chiffres de la NACE Rév. 1) par région1

 
961 

Nombre total de domaines d’estimation  1.821 
1 Les classes de taille sont définies en fonction du nombre de personnes employées. 
2 Les régions sont au nombre de 21, y compris les provinces autonomes. 
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2. La stratégie d’échantillonnage  
2.1 Paramètres d’intérêt  
Afin de définir formellement le problème, représentons 

par U  une population de N  éléments et par b  une parti-
tion particulière de ( 1, ..., )U b B=  dans laquelle la eb  
partition définit bM  domaines non chevauchants différents, 

bdU ( 1, ...,d = ),bM  de taille bdN  telle que 1
bM

d bdN=∑ =  
N  et, enfin, représentons par 1

B
b bM Q=∑ =  le nombre 

global de domaines. 
Soit ,r ky  et ,bd kδ  respectivement, la valeur de la er  

( 1, ..., )r R=  variable d’intérêt dans la ek  unité de popu-
lation et l’indicateur d’appartenance au domaine, égal à 

1bd kδ =  si bdk U∈  et 0,bd kδ =  autrement. Supposons 
que les valeurs de bd kδ  sont connues pour chaque unité de 
la population. 
Les paramètres d’intérêt sont les M Q R= ×  totaux de 

domaine 

, ,

(  = 1, ..., ; = 1, ..., ; = 1, ...,  ).

bd

bd r r k bd k r k
k U k U

b

t y y

r R b B d M

∈ ∈

= δ =∑ ∑
 

(2.1.1)

 

L’expression (2.1.1) définit un problème multidomaine 
multivarié, puisqu’il existe R  variables d’intérêt (aspect 
multivarié) et 1Q >  domaines (aspect multidomaine).  
2.2 Description concise de la stratégie 

d’échantillonnage  
Supposons qu’afin d’estimer les paramètres ,bd rt  on 

sélectionne un échantillon s  de taille fixe n  à partir de la 
population U avec les probabilités d’inclusion ( ).k k Uπ ∈  
Soit bd bds s U= ∩  l’échantillon de bdn  unités appartenant 
au domaine bdU  (avec 1 )bM

d bdn n=∑ =  où  

,
bd bd

bd k k
k U k U

n
∈ ∈

= λ = π∑ ∑  (2.2.1) 

avec 1kλ =  si k s∈  et 0kλ =  autrement. 
L’échantillon est sélectionné par une méthode de 

stratification multidimensionnelle établie dans le cadre 
d’échantillonnage équilibré qui garantit que l’échantillon 
sélectionné respecte les équations d’équilibrage suivantes 

,
ˆ

htt t=z z  (2.2.2) 

où ,
ˆ

k Uht k k kt a∈∑= λz z  désigne les estimations d’Horvitz-
Thompson de ,k U kt ∈∑=z z  avec kz  représentant un 
vecteur de valeurs des variables auxiliaires connues pour 
chaque unité de population à l’étape de l’élaboration du plan 
de sondage et 1/ .k ka = π  La spécification appropriée des 
vecteurs kz  permet de s’assurer que les tailles d’échantillon 
réalisées, ,bdn  sont égales à des quantités fixes connues 
d’avance, comme il est décrit à la section 2.3. 

Les estimations de ,bd rt  désignées par , greg
ˆ ,bd rt  sont 

obtenues au moyen de l’estimateur GREG modifié (Rao 
2003, page 20) donné par : 

, greg ,
ˆ

bd r bd k r k

k s

t w y
∈

= ∑  (2.2.3) 

où 

1

,
ˆ( ) ( / ) /

bd k k bd k

bd bd ht k k k k k k kk s

w a

t t a c a c
−

∈

= δ

′ ′+ −   ∑x x x x x
 

désigne les poids d’échantillonnage, kx  indique un vecteur 
de valeurs des variables auxiliaires, kc  est une constante 
connue, avec 

bdk Ubd kt ∈∑=x x  et ,
ˆ .

bdk sbd ht k kt a∈∑=x x  L’esti-
mateur (2.2.3) peut être calculé sous le modèle de super-
population de travail suivant 

, ,r k k r r ky ′= +εx β  (2.2.4) 

où rβ  est un vecteur inconnu des paramètres de régression 
fixes et ,r kε  est le résidu aléatoire. L’espérance du modèle, 

,mE  et la variance du modèle, ,mV  sont données respecti-
vement par ( ) 0 ;m r kE ε = 2

,( ) ;m r k k rV cε = σ , ,( , )m r k r iE ε ε =  
0  si .k i≠  
La variance d’échantillonnage approximative de l’esti-

mateur GREG modifié sous échantillonnage équilibré est : 

2
, greg , ,

1ˆ ˆ( | ) 1 ,p bd r ht bd r k
kk U

NV t t t
N Q

∈

 = = − η − π 
∑z z  (2.2.5) 

avec  

, ,
,

,

pour
,

pour
r k k bd bd

bd r k
k bd bd

k U

k U

ε

ε

′ε − ∈
η =  ′− ∈

z

z

z B

z B
 (2.2.6) 

où  
1

, ,(1/ 1) (1/ 1),bd k k k k r k bd k kk U
k U

−
ε ∈

∈

′= π − ε δ π −  ∑ ∑zB z z z  

avec 
bd

U  le sous-ensemble de U  complémentaire de .bdU  
Une preuve de (2.2.5) est donnée à la section 2.5. 
Les probabilités d’inclusion, ,kπ  et les tailles d’échan-

tillon de domaine, ,bdn  sont déterminées par une méthode 
visant à minimiser la taille globale d’échantillon, ,n  tout en 
garantissant que les variances d’échantillonnage seront 
inférieures aux seuils de niveau de précision préétablis, 

, greg ,
ˆ ˆ: ( | )bd r p bd r ht bd rV V t t t V= ≤z z ( 1, ...,b = ; 1, ...,B d =  

;bM 1, ..., ).r R=  Les détails techniques sont décrits à la 
section 3. 
Il convient de souligner que deux ensembles différents de 

covariables ont été introduits afin de mettre en relief le fait 
que l’ensemble de covariables disponibles à l’étape de 
l’élaboration du plan (variables z ) pourrait être différent de 
l’ensemble disponible à l’étape de l’estimation (variables x), 
même si, dans de nombreuses situations pratiques, ils 
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peuvent être identiques. Par exemple, les covariables au 
stade de l’estimation pourraient être mises à jour en fonction 
de celles disponibles à l’étape de l’élaboration du plan. Dans 
notre contexte (voir la section 2.3), les vecteurs kz  sont 
caractérisés comme le spécifie l’expression (2.3.2), étant 
définis uniquement par les variables indicatrices d’apparte-
nance au domaine et par les probabilités d’inclusion, tandis 
que les vecteurs kx  pourraient contenir les valeurs de cer-
taines autres variables plus explicatives du phénomène d’in-
térêt. Par exemple, dans le contexte des enquêtes-entre-
prises, les variables x  pourraient inclure, entre autres, le 
nombre d’employés et le chiffre d’affaires.  
2.3 Échantillonnage équilibré pour la stratification 

marginale  
Les plans de sondage à stratification multidimensionnelle 

peuvent être traités dans le contexte de l’échantillonnage 
équilibré. 
La définition d’un échantillon équilibré dépend du cadre 

inférenciel adopté. Dans l’approche fondée sur un modèle, 
un échantillon est dit équilibré sur un ensemble de variables 
auxiliaires s’il y a égalité entre les moyennes d’échantillon 
et les moyennes de population connues des variables auxi-
liaires (Valliant, Dorfman et Royall 2000). Dans le cas de 
l’approche fondée sur le plan de sondage (ou assistée par 
modèle) considérée ici, un échantillon est équilibré quand 
les estimations d’Horvitz-Thompson des totaux des varia-
bles auxiliaires sont égales aux totaux de population connus 
(Deville et Tillé 2004). 
Afin de définir l’échantillonnage équilibré sous l’ap-

proche fondée sur le plan ou assistée par modèle, intro-
duisons la définition générale du plan d’échantillonnage en 
tant qu’une loi de probabilité ( )p ⋅  sur l’ensemble S  de tous 
les sous-ensembles s  de la population ,U  telle que 

( ) 1,s p s∈∑ =S  où ( )p s  est la probabilité que l’échantillon 
s  soit tiré. Chaque ensemble s  peut être représenté par le 
résultat 1( , ..., , ..., )k N

′ = λ λ λλ  d’un vecteur de N  
variables aléatoires. Soit 1( , ..., , ..., )k N

′ = π π ππ  le vecteur 
de probabilités d’inclusion, où ( ) ( ) ,spE p s∈∑= = Sπ λ λ  
avec ( )pE ⋅  la valeur espérée sous échantillonnage répété. 
Soit 1( , ..., , ..., )k k hk Qkz z z′ =z  un vecteur de Q  variables 
auxiliaires disponible pour chaque unité de la population. Le 
plan d’échantillonnage ( )p s  avec probabilités d’inclusion 
π  est dit équilibré par rapport aux Q  variables auxiliaires 
si, et uniquement si, il satisfait les équations d’équilibrage 
données par (2.2.2) pour tout s S∈  tel que ( ) 0.p s >  
Supposons qu’un vecteur de probabilités d’inclusion π  

compatible avec les distributions d’échantillonnage margi-
nales bdn ( 1, ..., ; 1, ..., )bb B d M= =  est disponible, 
autrement dit que 

( 1, ..., ; 1, ..., ).
bd

bd k b
k U

n b B d M
∈

= π = =∑  (2.3.1) 

Le plan à stratification multidimensionnelle représente un 
cas particulier de plan équilibré où, pour l’unité ,k  le 
vecteur de variables auxiliaires est donné par 

1

11

(0, ..., , ..., 0, ..., 0, ..., , ..., 0)

( , ..., , ..., ).
B

b b B

k k k

Q

k k bd k BM k

= =

′ = π π

= π δ δ δ

z
������� �������

���������������

 (2.3.2)

 

L’expression (2.3.2) définit les kz  comme étant des vec-
teurs contenant ( )Q B−  zéros et B  entrées égales à kπ  aux 
emplacements indiquant les domaines auxquels appartient 
l’unité .k  Quand le vecteur kz  est défini sous la forme 
(2.3.2), si la condition (2.3.1) tient, la sélection de l’échan-
tillon qui satisfait le système d’équations d’équilibrage 
(2.2.2), ( ) / ,k U k sk k k k∈ ∈∑ ∑λ π =z z  garantit que les valeurs bdn  
sont des quantités non aléatoires. Le premier membre des 
équations d’équilibrage (2.2.2) est ( ) /k U k bd k k k∈∑ π δ λ π =  

,
bdk U k bdn∈∑ λ =  tandis que le deuxième membre est 

.
bdk U k Uk bd k k bdn∈ ∈∑ ∑π δ = π =  

Deville et Tillé (2004) ont proposé la méthode du cube 
qui permet de sélectionner des échantillons équilibrés (ou 
approximativement équilibrés) pour un grand ensemble de 
variables auxiliaires et par rapport à divers vecteurs de 
probabilités d’inclusion. En particulier, Deville et Tillé 
(2000) montrent qu’avec la spécification (2.3.2) des 
vecteurs ,kz  les équations d’équilibrage (2.2.2) peuvent être 
satisfaites exactement. La méthode du cube est implémentée 
par un algorithme amélioré pour grands ensembles de 
données (Chauvet et Tillé 2006) disponible dans un code de 
logiciel gratuit qui peut être téléchargé à partir du site Web 
http://www.insee.fr/fr/nom_df_met/outils_stat/cube/accueil_

cube.htm.  
2.4 Estimateur GREG direct modifié  
En nous inspirant de Lehtonen et coll. (2003), nous 

pouvons exprimer l’estimateur (2.2.3) sous la forme 
générale 

, greg , , ,
ˆ ( )

bd bd

bd r r k k r k r k
k U k s

t y a y y
∈ ∈

= + −∑ ∑ɶ ɶ  (2.4.1) 

où ,r kyɶ  dénote la prédiction de ,r ky  sous le modèle de 
superpopulation hypothétique. Les prédictions ,{ ;r kyɶ  

}k U∈  diffèrent d’une spécification de modèle à l’autre, 
selon la forme fonctionnelle et selon le choix des variables 
auxiliaires. L’estimateur (2.2.3) est calculé sous le modèle 
de superpopulation de travail (2.2.4). Les prédictions ,r kyɶ  
sont alors obtenues par 

,
ˆ ,r k k ry ′= x βɶ  (2.4.2) 

où 

( ) 1

,
ˆ / / .r k k k k k r k k k

k s k s

a c y a c
−

∈ ∈

′= ∑ ∑β x x x  (2.4.3) 
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Soulignons que le modèle linéaire (2.2.4) permet de 
définir l’estimateur en ne connaissant que les totaux de 
domaine de l’information auxiliaire et les valeurs kx  pour 
les unités d’échantillonnage. Toutefois, connaissant les 
valeurs kx  pour chaque unité ,k U∈  il est possible de 
construire des estimateurs donnant des prédictions plus 
efficaces ,r kyɶ  obtenues par des modèles linéaires 
généralisés (Lehtonen et Veijanen 1998) ou des méthodes 
de régression non paramétriques (Montanari et Ranalli 
2003). 
Comme l’a souligné Rao (2003, page 20), l’estimateur 

(2.2.3) est approximativement sans biais sous le plan. 
Quand la taille globale d’échantillon augmente, même si la 
taille d’échantillon de domaine bdn  est faible. En outre, la 
somme des estimations , greg

ˆ
bd rt  sur l’ensemble des 

domaines d’une partition est calée sur l’estimation GREG 
habituelle du total, 1 , greg ,

ˆ [1bM
k sd bd r r k kt y a∈=∑ ∑= +  

1( ) ( / ) / ].k U k s k sk k k k k k k k ka a c c−
∈ ∈ ∈∑ ∑ ∑′ ′−x x x x x   

2.5 Variances d’échantillonnage  
Afin d’établir l’expression de la variance (2.2.5), consi-

dérons les résultats donnés par Deville et Tillé (2005). Ces 
auteurs ont proposé d’approximer la variance de l’estima-
teur d’Horvitz-Thompson , ,

ˆ
k sr ht r k kt y a∈∑=  du total rt =  

,k U r ky∈∑  en supposant que l’échantillonnage équilibré peut 
être considéré comme un échantillonnage de Poisson 
conditionnel et en supposant que, du moins pour les grandes 
tailles d’échantillon, les probabilités d’inclusion kπ  sont de 
bonnes approximations des probabilités d’inclusion du plan 
de Poisson. Posant que, par la voie de l’échantillonnage de 
Poisson, le vecteur , ,

ˆ ˆ( , )r ht htt t′ ′z  suit approximativement une 
loi multinormale, ils proposent une bonne approximation de 
la variance d’échantillonnage donnée par 

( )
( )

, , , , ,

, , ,

, ,

2
, ,

ˆ ˆ ˆ ˆ( | ) ( ( ) )

ˆ ˆ( )

( )

1 1 ( )

p r ht ht p r ht ht y

p r ht ht y

p k r k k y
k s

r k k y
kk U

V t t t V t t t

V t t

V a y

N y
N Q

∈

∈

′= = + −

′= −

′= −

′≅ − −
− π

∑

∑

z z z z z

z z

z

z

B

B

z B

z B

 

(2.5.1)

 

où 1
, ,[ (1/ 1)] (1/ 1).k U k Uy k k k k r k ky−

∈ ∈∑ ∑′= π − π −zB z z z  
L’expression (2.5.1) a été validée par un ensemble de 
simulations. 
Considérons maintenant l’approximation linéaire, 
*
, greg
ˆ ,bd rt  de l’estimateur GREG, dont le calcul peut être 

obtenu conformément à Särndal, Swensson et Wretman 
(1992, pages 450-451) par 

*
, greg , greg ,

,

ˆ ˆ

.

bd bd

bd

bd r bd r k r k r k
k U k s

k r k r k bd k
k U k s

t t a

a

∈ ∈

∈ ∈

′≅ = + ε

′= + ε δ

∑ ∑

∑ ∑

x β

x β
 
(2.5.2)

 

Partant des expressions (2.5.1) et (2.5.2), il est possible 
de dériver le résultat suivant 

( )
( )
( )
( )

*
, greg , , greg ,

, ,

, , ,

, ,

,

2
,

ˆ ˆ ˆ ˆ( | ) ( | )

ˆ|

ˆ( )

(

1 1 ,

p bd r ht p bd r ht

p k r k bd k ht

k s

p k r k bd k ht bd
k s

p k r k bd k k bd
k s

p k bd r k
k s

bd r k
kk U

V t t t V t t t

V a t t

V a t t

V a

V a

N
N Q

∈

ε
∈

ε
∈

∈

∈

= ≅ =

= ε δ =

′= ε δ + −

′= ε δ −

= η

 ≅ − η − π 

∑

∑

∑

∑

∑

z z z z

z z

z z z

z

B

z B  

où 2
,bd r kη  est défini dans (2.2.6). 

La variance d’échantillonnage approximative de , greg
ˆ

bd rt  
dépend des résidus de l’ensemble complet d’unités, à cause 
de la sélection équilibrée. Par conséquent, les unités qui 
n’appartiennent pas à bdU  ont une influence sur la variance 
d’échantillonnage de l’estimateur. 
Examinons maintenant le cas unidomaine univarié et 

supposons que le sondage ne comporte qu’un seul 
paramètre cible, .bd rt  En outre, supposons que l’échantillon 
sélectionné satisfait les équations d’équilibrage, ,

ˆ ,htt t=z z  
quand la taille globale d’échantillon n  est fixe. 
En suivant les arguments proposés par Särndal et coll. 

(1992 ; résultat 12.2.1, page 452), il est facile de prouver 
que, dans ce contexte d’échantillonnage, chaque unité k 
pourrait être sélectionnée avec ( )Q R×  probabilités d’in-
clussion optimales différentes, ,bd r kπɺɺ ( 1, ..., ;b B d= =  
1, ..., ; 1, ..., )bM r R=  

, , , ,bd r k bd r k bd r i

i U

n
∈

π = | η | | η |∑ɺɺ  

ce qui permet d’atteindre les ( )Q R×  bornes inférieures 
différentes, *

| ,bd r nV  des variances approximatives : 

( )

*
, greg , |

2 2
, ,

ˆ ˆ( | )

1 .

p bd r ht bd r n

bd r k bd r k
k U k U

V t t t V

N
N Q n

∈ ∈

= ≥ =

 | η | − η
−   

∑ ∑

z z

 

Enfin, mentionnons que Tillé et Favre (2005) donnent un 
critère pour l’obtention d’une prédiction ,ˆbd r kη  des valeurs 

,bd r kη  qui peut être utilisée dans les contextes d’échan-
tillonnage répété. 
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3. Algorithmes d’échantillonnage  
       pour la détermination des tailles 

       d’échantillon de domaine  
Les probabilités d’inclusion kπ  et les tailles d’échan-

tillon de domaine dérivées, ,
bdk Ubd kn ∈∑= π  sont obtenues 

par une méthode en deux étapes : i) à la première étape, 
appelée optimisation, les probabilités d’inclusion prélimi-
naires, ,k′π  sont déterminées en résolvant un problème de 
minimisation sous contraintes et ii) à la deuxième étape, 
appelée calage, les probabilités d’inclusion, ,kπ  sont 
obtenues sous forme d’une légère modification des ;k

′π  le 
calage est mis en œuvre pour s’assurer que les tailles 
d’échantillon de domaine bdn  soient des nombres entiers. 
Comme nous l’illustrons ci-après, les valeurs kπ  peuvent 

être exprimées sous forme de fonctions implicites des 
résidus inconnus 2

, .bd r kη  Toutefois, dans le contexte des 
sondages réels, la détermination des probabilités d’inclusion 

kπ  peut se faire en utilisant les prédictions 2
,ˆbd r kη  au lieu de 

2
, .bd r kη  Il s’agit d’un problème général concernant la 

planification des plans d’échantillonnage, parce que les 
variances sont habituellement des quantités inconnues qui 
peuvent être estimées convenablement. Dans le contexte des 
sondages répétés, l’effet de l’utilisation des estimations 

2
,ˆbd r kη  pour remplacer 2

,bd r kη  peut être évalué en calculant 
les variances d’échantillonnage après la collecte des 
données. Les résultats empiriques peuvent alors être utilisés 
pour introduire les corrections appropriées dans la plani-
fication du plan de sondage suivant. Toutefois, comme 
l’illustre l’analyse empirique, ainsi que Falorsi et Righi 
(2008), la stratégie proposée semble être efficace et suffi-
samment robuste aux petits écarts par rapport aux conditions 
idéales. 
Les sections 3.1 et 3.2 décrivent, respectivement, les 

deux étapes de l’algorithme de détermination des tailles 
d’échantillon de domaine. Une règle de répartition 

simplifiée, qui semble avoir du mérite dans de nombreux 
contextes de sondage réel, est décrite à la section 3.3.  
3.1 Première étape : optimisation  
Les probabilités d’inclusion k

′π  peuvent être définies 
comme étant la solution du problème ci-après de pro-
grammation non linéaire à N  inconnues, ,k′π  sous les 
contraintes ( )N Q R+ ×   

( )
2
,

Min

1 1

( 1, ..., ; 1, ..., ; 1, ..., )

0 1 ( 1, ..., ).

k

k U

bd r k bd r
kk U

b

k

N V
N Q

b B d M r R

k N

∈

∈

′π


   − η ≤ ′ − π 


= = =


′< π ≤ =

∑

∑  (3.1.1) 

Une solution numérique de (3.1.1) peut être obtenue en 
considérant les algorithmes élaborés pour la répartition 
multivariée dans les sondages stratifiés. Ces algorithmes 
permettent de trouver les valeurs inconnues 0 (hv h> =  
1, 2, ...)  qui représentent la solution du problème non 
linéaire Min ( )h h∑ ν  sous la contrainte ,h rh h rA A∑ ν ≤  où 

rhA  et ( 1, 2, ...)rA r =  sont des quantités positives 
connues. 
Bethel (1989) fait appel au théorème de Kuhn-Tucker 

pour montrer qu’il existe une solution au problème 
susmentionné. Il décrit un algorithme simple et discute de 
ses propriétés de convergence. Chromy (1987) élabore un 
algorithme qui convient pour les tableurs automatisés, mais 
sans donner de preuve explicite qu’il est toujours 
convergent. Nous décrivons ci-après une légère modifica-
tion de l’algorithme de Chromy qui permet de résoudre le 
problème (3.1.1) en garantissant que les inégalités 
0 1 ( 1, ..., )k k N′< π ≤ =  sont respectées. Après l’initiali-
sation, l’algorithme trouve les valeurs de k

′π  par itération 
des deux étapes Calcul et Vérification. En ce qui concerne le 
problème de convergence, il convient de souligner que 
l’algorithme de Chromy a été utilisé principalement pour les 
plans d’échantillonnage stratifiés et, en effet, la documen-
tation fait référence à des échantillons stratifiés. La litté-
rature sur l’échantillonnage appliqué offre un grand nombre 
de preuves empiriques de l’utilisation fructueuse de l’algo-
rithme dans ce contexte. Mentionnons que, dans la modifi-
cation de l’algorithme de Chromy proposée ici, les unités 
d’échantillonnage sont traitées comme des strates et la 
répartition résultante, qui est fractionnaire, définit les proba-
bilités d’inclusion. En outre, il n’existe pas de preuve 
formelle que l’algorithme modifié proposé converge dans 
ces conditions. Néanmoins, dans toutes les expériences 
empiriques que nous avons élaborées, il a convergé systé-
matiquement et nous n’avons rencontré aucune condition 
critique.  
Initialisation : à l’itération initiale ( 0),τ =  poser 1k

τγ =  
( 1, ..., ).k N=   
Calcul : l’itération générique ( 1, 2, ...)τ =  consiste en une 
série d’étapes désignées par (0, 1, 2, ...).u =   

• À l’étape initiale ( 0),u =  poser , 1u

bd r

τ φ =  et calculer 

2
0 , .bd r bd r k k

k U

NV
N Q

τ τ

∈

= η γ
− ∑  

• Aux étapes subséquentes ( 1, 2, ...),u =  calculer les 
valeurs des équations suivantes 

,

1/ 2
, 2

,
1 1 1

(1 ) .
b

u

k

MB R
u

k k bd r bd r k

b d r

N
N Q

τ

τ τ τ

= = =

π =

 
− γ + γ φ η − 

∑∑∑
 
(3.1.2)
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, 2
,,

1 ,u

bd r bd r k ku
k U k

NV
N Q

τ τ
τ

∈

= η γ
− π∑  

et  (3.1.3) 
, ,

0 .
u u

bd r bd r bd rV V Vτ τ τ′ = +  

• Si les deux conditions suivantes : 

,u
bd r bd rV Vτ ′ ≤  et , ,( ) 0,u u

bd r bd r bd rV Vτ τ ′φ − =  (3.1.4) 

 sont respectées (pour tout 1, ..., ; 1, ..., ;bb B d M= =  
1, ...,r = ),R  alors l’étape Calcul s’arrête et les 

probabilités d’inclusion k
τπ  sont celles calculées dans 

l’équation (3.1.2). Sinon, les quantités mises à jour 
, 1u
bd r

τ + φ  sont calculées selon 

, 1 , , , 2[ /( )]u u u u
bd r bd r bd r bd r bd rV V Vτ + τ τ τ τ′φ = φ −  (3.1.5) 

 et les équations (3.1.2) et (3.1.3) sont calculées à 1,u +  
répétitivement avec , 1u

bd r
τ + φ  remplaçant , ,u

bd r
τ φ  jusqu’à 

ce que les conditions (3.1.4) soient respectées.  
Vérification : si la condition 1k

τπ ≤  est vraie pour tout ,k  
alors l’algorithme s’arrête et les valeurs de k

′π  sont fixées à 

k
′π = .k

τπ  Sinon, les valeurs de k
τγ  sont mises à jour 

comme étant 1 1k
τ+ γ =  si 1τ

kπ ≤  et 1 0k
τ+ γ =  si 1.τ

kπ >  
Le calcul est itéré à 1τ +  avec 1

k
τ+ γ  remplaçant .k

τγ  Nous 
avons développé une macro SAS permettant de résoudre le 
problème (3.1.1) qui peut être obtenue sur demande.  
3.2 Deuxième étape : calage  
Pour commencer, les quantités bdn  sont définies en 

arrondissant les résultats des Q  sommes, ( 1, ...,
bdk U k b∈∑ ′π =  

; 1, ..., ).bB d M=  Parfois, une manipulation supplémen-
taire des données peut être nécessaire pour s’assurer que la 
condition 1

bM
d bdn n=∑ =  est respectée pour chaque .b  

Ensuite, les probabilités kπ  sont obtenues en tant que 
solution du problème de calage  

Min ( ; )

,

( 1, , ; 1, , 1),
bd

k k
k U

k k bd
k U k U

b

G

n n

b = … B  d = … M

∈

∈ ∈

  ′π π   


 π = π =



−

∑

∑ ∑
 (3.2.1) 

où ( ; )k kG ′π π  est une fonction de distance entre kπ  et .k′π  
Notons que le problème (3.2.1) peut être résolu par 
l’algorithme bien connu d’ajustement proportionnel itératif 
(Bishop, Fienberg et Holland 1975) ou l’algorithme 
d’ajustement proportionnel itératif généralisé (APIG ; 
Dykstra et Wollan 1987). La fonction de distance logarith-
mique ( ; )k kG ′π π = ln( / )k k k

′π π π − ( )k k
′π + π  évite de 

devoir définir des probabilités kπ  inférieures à zéro, tandis 

que l’APIG évite d’obtenir des valeurs de kπ  supérieures 
à 1.  
3.3 Une règle de répartition simplifiée  
Dans de nombreux contextes de sondage réel où la taille 

globale d’échantillon n  est fixe et où il n’existe pas suffi-
samment d’information pour obtenir de bonnes prédictions 

2
,ˆbd r kη  des valeurs 2

, ,bd r kη  il est possible d’appliquer la 
procédure qui suit. Premièrement, les tailles d’échantillon 
marginales bdn  sont déterminées suivant une règle assez 
simple 

( / ) (1 ) / ,bd b bd b bn n N N n M= α + − α  (3.3.1) 

où (0 1)b bα ≤ α ≤  est une constante fixée qui a été 
déterminée correctement. La règle (3.3.1) s’avère être un 
compromis entre la répartition proportionnelle à la taille de 
la population ( 1)bα =  et la répartition uniforme pour 
chaque domaine d’une partition donnée ( 0).bα =  
Les probabilités kπ  sont alors obtenues comme solution 

du problème de calage (3.2.1) où les tailles d’échantillon 
marginales sont calculées comme il est indiqué plus haut et 
les probabilités initiales k

′π  sont fixées uniformément et 
égales à / .k n N′π =  Les probabilités d’inclusion résultantes 
ne sont plus optimales, au sens décrit plus haut et ne 
garantissent pas que les variances d’échantillonnage sont 
inférieures au seuil préétabli de niveau de précision. Cepen-
dant, elles sont calculées selon une méthode raisonnable qui 
peut être mise en œuvre équitablement et qui représente 
donc un point de référence intéressant en ce qui concerne 
tout contexte de sondage réel. 

 
4. La variance anticipée  

Un critère souvent utilisé pour planifier les stratégies 
d’échantillonnage est le contrôle de la variance anticipée, 
qui peut être définie comme étant : 

2
, greg , , greg ,
ˆ ˆ ˆ ˆAV( | ) ( | ) .bd r ht m p bd r bd r htt t t E E t t t t= = − =z z z z  (4.1) 

Le résultat qui suit peut être obtenu sous les hypothèses 
du modèle (2.2.4) en utilisant les résultats donnés à la 
section (2.5) : 

, greg ,

*
, greg ,

2
,

2
,

, ,

2
,

ˆ ˆAV( | )

ˆ ˆ( | )

1 1

1 1 ( )

12 1

1 1
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bd

bd r ht

m p bd r ht

m r k
kk U

k bd
kk U

r k k bd
kk U

a
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kk U

t t t

E V t t t

NE
N Q

N
N Q

N
N Q

N
N Q

∈

ε
∈

ε
∈

∈

=

≅ =

  = − ε  − π 
  ′− − π 

  ′− − ε  − π  
 = − η − π 

∑

∑
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∑
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z z
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(4.2)
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avec 

2 2 2 2

( )2
, 2 2

(1 ) si

autrement,
bd

bd

r k kk r kj j bd
j k Ua

bd r k

r kj k
j U

c g g c k U

g c

≠ ∈

∈

σ − + σ ∈


η = 
σ



∑

∑
 

où 1 1 1
1( , ..., , ..., ) ( ) ,k kj kN k k U U U U Ug g g − − −′ ′ ′ ′= =g z Z Ω Z Z Ω  
{ } 1

col ,N

U k k=
′=Z z { }1

1
diag 1/ 1 .N

U k k

−
== π −Ω  L’expression 

(4.2) a été obtenue en utilisant les deux résultats suivants : 

2
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2 1 1 1 1 1 1

2 2 2

1 1 1
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( ) ( )

( ( ,..., ,..., ) )
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m k bd

r k U U U U U bd r U U U U U k

r k bd r k r kj k
j U

m r k k bd k U U U U U m

r k N r bd r kbd k r N bd N

r kk k bd k

E

V g c

E E
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ε
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′= σ =σ
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= σ δ

∑

z

z
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z Z Ω Z Z Ω VΩ Z Z Ω Z z

g g

z B z Z Ω Z Z Ω

I

 

où 1diag{ }Nbd r k bd k kc == δV  et 1diag{1} .N

N k==I   
Le résultat (4.2) montre qu’il est possible de définir une 

stratégie d’échantillonnage dont le but est de contrôler les 
variances anticipées. En effet, si les quantités 2

,
a

bd r kη  (ou 
leurs prédictions correctes 2

,ˆ )a
bd r kη  sont utilisées pour 

remplacer les résidus 2
, ,bd r kη  le problème (3.1.1) définit un 

plan d’échantillonnage qui garantit que les conditions 

, greg ,
ˆ ˆAV( | )bd r ht bd rt t t V= ≤z z ( 1, ..., ; 1, ...,b B d= = ;bM r =  

1, ..., )R  seront respectées. 
Le résultat qui suit est intéressant. Dans le cas particulier 

d’une partition unique, si les probabilités d’inclusion, ,kπ  et 
les facteurs d’hétéroscédasticité, ,kc  sont relativement 
constants dans chaque domaine, la sélection d’un échan-
tillon équilibré réduit la variance anticipée. Ce résultat est 
démontré dans Falorsi et Righi (2008).   

 
5. Brève extension au cas d’un estimateur  

       indirect simple de petit domaine  
Si une partition donnée de la population produit un trop 

grand nombre de domaines, il se peut que des contraintes 
budgétaires obligent à définir une erreur d’échantillonnage 
préétablie trop grande des estimateurs directs des domaines 
de la partition ; le cas échéant, il est parfois nécessaire 
d’adopter un estimateur de petit domaine indirect afin de 
contrôler les erreurs quadratiques moyennes des estimations 
des domaines de la partition. Dans la suite de l’exposé, nous 
montrerons comment la stratégie d’échantillonnage décrite 
aux sections 2 et 3 peut être étendue au cas d’un estimateur 
indirect simple de petit domaine. Considérons le cas 

suffisamment général dans lequel le vecteur kx  des 
covariables auxiliaires contient une coordonnée à l’origine  
(constante), telle que .k sbd bd kN w∈∑=  
Soit bɺɺ  la partition pour laquelle il est nécessaire 

d’adopter un estimateur de petit domaine indirect et 
considérons le modèle (7.1.1) décrit dans Rao (2005, page 
116). Dans le contexte étudié ici, le modèle pour l’estima-
teur direct, , greg , greg

ˆ ˆ / ,r rbd bd bd
t t N=ɺɺ ɺɺ ɺɺ  du domaine bdɺɺ  peut être 

défini comme étant 

, greg
ˆ

( 1, ..., ; 1, ..., )

r r r rbd bd bd bd bd

b

t h v u

d M r R

′= + +

= =

a φɺɺ ɺɺ ɺɺ ɺɺ ɺɺ

ɺɺ
 (5.1)

 

où 
bd
aɺɺ  est un vecteur de dimension 1p ×  des covariables 

au niveau du domaine, rφ  est un vecteur de dimension 
1p ×  inconnu des coefficients de régression, 

bd
hɺɺ  est une 

quantité connue reliée au domaine th, rbd
bd vɺɺɺɺ ∼

2iid(0, )rb νσɺɺ  
indépendante de l’erreur d’échantillonnage rbd

uɺɺ ∼  approxi-
mativement 2ind(0, ),rtbd

σɺɺ  avec 2
, greg ,
ˆ ˆ( |rt p r htbd bd

V t tσ = =zɺɺ ɺɺ  
2) / .
bd

t Nz ɺɺ  Pour les valeurs 
2
rb νσɺɺ  et 2

rtbd
σɺɺ  connues, l’esti-

mateur BLUP de rbd
tɺɺ  est  

, blup , greg
ˆˆ ˆ( (1 ) )r r r r rbd bd bd bd bd bd

t N t ′= γ + − γ a φɺɺ ɺɺ ɺɺ ɺɺ ɺɺ ɺɺ  (5.2) 

avec  

2 2 2 2 2/( )r r rt rbd b bd bd b bd
h hν νγ = σ σ + σɺɺ ɺɺ ɺɺ ɺɺ ɺɺ ɺɺ  (5.3) 

et 

1

2 2 2

1

2 2 2
,greg

1

ˆ ( )

ˆ ( )

b

b

M

rt rbd bd bd b bd
d

M

r rt rbl bl bd b bd
l

h

t h

−

ν
=

ν
=

 ′= σ + σ 
 

 
σ + σ 

 

∑

∑

φ a a

a

ɺɺ

ɺɺ

ɺɺ ɺɺ ɺɺ ɺɺ ɺɺ

ɺɺ ɺɺ ɺɺ ɺɺ ɺɺ  (5.4)

 

L’EQM de l’estimateur BLUP est  

2 2 2
, blup

1

2 2 2

1

ˆEQM( ) (1 )

( ) .
b

r r rt rbd bd bd bd bd

M

rt rbd bd bd bd b bd bd
d

t N

h

−

ν
=


= γ σ + − γ



 ′ ′ σ + σ  
  
∑a a a a
ɺɺ

ɺɺ ɺɺ ɺɺ ɺɺ ɺɺ

ɺɺ ɺɺ ɺɺ ɺɺ ɺɺ ɺɺ ɺɺ

 

(5.5)

 

L’examen des expressions (5.3) et (5.5) montre que, pour 
une valeur donnée de la variance 2 ,rb νσɺɺ  il est possible de 
contrôler l’ , blup

ˆEQM( )rbd
tɺɺ  dans la planification du plan 

d’échantillonnage en définissant une valeur appropriée de la 
variance 2 .rtbd

σɺɺ  La procédure itérative qui suit permet de 
trouver les probabilités d’inclusion k

′π  qui garantissent que 
la taille d’échantillon est minimale et que les contraintes 

, greg ,
ˆ ˆ( | )p bd r ht bd rV t t t V= ≤z z  (pour ;b b d≠ =ɺɺ 1, ..., ;bM  
1, ..., )r R=  et , blup

ˆEQM( ) ( 1, ..., ;r rbd bd b
t V d M≤ =ɺɺ ɺɺ ɺɺ r =  

1,..., )R  sont respectées. 
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Initialisation : À l’itération initiale ( 0),j =  trouver les pro-
babilités d’inclusion ,j

k
′π  qui sont la solution du problème 

(3.1.1), en appliquant les contraintes , greg ,
ˆ ˆ( |p r htbd

V t t =zɺɺ  
) bd rt V≤z  (pour 1,..., ;b B= 1, ...,d = ; 1,..., ).bM r R=   

Itération : L’itération générique ( 1, 2, ...)j =  s’énonce 
comme il suit.  

• Calculer 2 2 1[ / ( ( ))] [(1/ )j j
k Urt kbd bd

N N N Q −
∈∑σ = − π −ɺɺ ɺɺ  

2
,1] r kbd

ηɺɺ ( 1, ..., ; 1, ..., ).
b

d M r R= =ɺɺ  
• Calculer j

rbd
γɺɺ  et , blup

ˆEQM( )j
rbd
tɺɺ ( 1, ..., ;

b
d M= ɺɺ  

r = 1, ..., )R  respectivement au moyen des équations 
(5.3) et (5.5) en utilisant les variances d’échantillonnage 

2j

rtbd
σɺɺ  au lieu de 2 .rtbd

σɺɺ  
• Calculer 2 2

, blup
ˆeff EQM( ) / ( ).j j j

r r rtbd bd bd bd
t N= σɺɺ ɺɺ ɺɺ ɺɺ  

• Trouver les probabilités d’inclusion ,j

k
′π  qui sont la 

solution du problème (3.1.1), en utilisant les valeurs 
2 2
, , eff ( 1, ..., ; 1, ..., ;j j

r k r k rbd bd bd b
d M r R kη = η = = =ɺɺ ɺɺ ɺɺ ɺɺ  

1, ..., )N  pour remplacer les valeurs 2
, .r kbd

ηɺɺ   
Vérification : Si la condition qui suit est satisfaite pour une 
petite quantité 1, | ,j j

k U k kv v−
∈∑ | π − π ≤  alors l’algo-

rithme s’arrête et les probabilités d’inclusion k
′π  sont celles 

calculées à l’itération .j  Sinon, l’itération est calculée répé-
titivement jusqu’à ce que la condition soit respectée. 

 
6. Analyse empirique  

Afin de vérifier les propriétés empiriques de la stratégie 
d’échantillonnage proposée, nous avons effectué deux 
expériences qui ont toutes deux révélé que la stratégie 
proposée donne de bons résultats. La première expérience, 
qui portait sur des données artificielles, est décrite dans 
Falorsi et Righi (2008) ; la stratégie d’échantillonnage 
proposée à la section 2 est appliquée en entier, y compris la 
répartition de l’échantillon décrite aux sections 3.1 et 3.2. La 
deuxième expérience, une simulation basée sur des données 
réelles sur les entreprises, est décrite ci-après. 
L’analyse porte sur la population de 1999 d’entreprises 

comptant de 1 à 99 employés de la division Activités 
informatiques et activités rattachées (classification à deux 
chiffres de la NACE Rév.  1). La base de données utilisée 
pour l’étude par simulation contient N = 10 392 entreprises. 
Les variables d’intérêt choisies pour la simulation sont la 
valeur ajoutée et le coût de la main-d’œuvre. Les valeurs 
des variables, disponibles pour chaque unité de la popula-
tion, proviennent d’une source de données administratives. 
Nous avons considéré deux partitions, à savoir la région 
géographique avec 20 domaines marginaux (DOM1) et le 
groupe d’activités économiques (classification à trois 
chiffres de la NACE Rév.1) avec six groupes distincts 
(DOM2) selon la classe de taille (définie en fonction du 
nombre de personnes employées : 1 = 1 4 ;−  2 = 5 9 ;−  

3 = 10 19 ;−  4 = 20 99)−  avec 24 domaines marginaux. Par 
conséquent, le nombre global de domaines marginaux est 
égal à 44, tandis que le nombre de strates par recoupement 
est de 480, mais seulement 360 de celles-ci possèdent une 
unité de population ou plus. 
Dans la présente étude, n  est fixé à 360. Nous avons 

étudié cinq plans d’échantillonnage, qui sont présentés au 
tableau 6.1. Les deux premiers, qui servent de référence, 
sont de simples plans à stratification unidimensionnelle avec 
échantillonnage aléatoire simple sans remise dans chaque 
strate. Le premier de ces plans, appelé STDOM1, est stra-
tifié par la partition 1 et le deuxième, STDOM2, est stratifié 
par la partition 2. Pour STDOM1, les tailles marginales 
d’échantillon ont été définies par (3.3.1). Le paramètre 1α  
et les tailles marginales d’échantillon connexes 1 (dn d =  
1, ..., 20)  assurent que le coefficient de variation (CV), 
exprimé en pourcentage, des estimations d’Horvitz-
Thompson des totaux de la variable auxiliaire Nombre 

d’employés soient inférieurs à 34,5 % pour tous les do-
maines de la partition 1. De manière analogue, la valeur du 
paramètre 2α  a été définie au moyen de (3.3.1), ce qui 
assure que, sous le plan d’échantillonnage STDOM2, le CV, 
en pourcentage, des estimations d’Horvitz-Thompson des 
totaux de la variable auxiliaire est inférieur à 8,7 % pour 
tous les domaines de la partition 2. Dans la suite, nous 
désignons comme étant des petits domaines ceux dont la 
taille d’échantillon planifiée est plus grande que la taille 
d’échantillon calculée d’après une règle de répartition avec 

1 ( 1, 2)b bα = = . Ces petits domaines doivent être sur-
échantillonnés afin de pouvoir borner les erreurs d’échan-
tillonnage (Marker 2001). 
Nous notons que les règles de répartition susmentionnées 

sont faciles à appliquer dans tout contexte de sondage réel. 
Nous examinons les plans d’échantillonnage équilibrés qui 
respectent les tailles marginales d’échantillon définies par 
STDOM1 pour la première partition et par STDOM2 pour la 
deuxième : le plan BAL s’appuie sur les équations 
d’équilibrage (2.2.2) avec la spécification (2.3.2) du vecteur 
;kz  les échantillons BALPOP satisfont (ou satisfont approxi-

mativement) les équations d’équilibrage k s k bd k k∈∑ π δ π =  

bdn k s k bd k k bdn∈∑ π δ π =  et k s bd k k bdN∈∑ δ π = (b =  
1, ..., ; 1, ..., ).bB d M=  Nous avons obtenu les probabilités 

kπ  des deux plans par la méthode simplifiée décrite à la 
section 3.3. En outre, pour achever la comparaison, nous 
avons considéré un plan coordonné (dénommé CPAR) 
obtenu en sélectionnant un seul échantillon pour chaque 
population marginale par échantillonnage de Pareto (Särndal 
et Lundström 2005) et en veillant à ce que le chevauchement 
des deux échantillons soit maximal. Les tailles marginales 
d’échantillon, définies respectivement par les plans STDOM1 
et STDOM2, ne sont satisfaites qu’à titre d’espérance sur 
l’échantillonnage répété sous le plan CPAR ; les probabilités 
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d’inclusion sont calculées par la méthode itérative décrite 
dans Falorsi et coll. (2006). Nous avons sélectionné 500 
échantillons Monte-Carlo pour chaque plan d’échantil-
lonnage. 
Pour chaque échantillon, nous avons calculé les estima-

tions des totaux de domaine avec l’estimateur d’Horvitz-

Thompson (HT), l’estimateur GREG modifié et l’estimateur 
synthétique exprimés sous la forme ,syn ,

ˆ .
bdk Ubd r r kt y∈∑= ɶ  En 

ce qui concerne les estimateurs utilisant de l’information 
auxiliaire, nous avons exécuté deux modèles linéaires 
homoscédastiques simples, à savoir le modèle (6.1) qui 
utilise dix variables auxiliaires, dont six sont les indicateurs 
d’appartenance au groupe d’activités économiques  et les 
quatre autres sont les indicateurs d’appartenance à la classe 
de taille, et le modèle (6.2), qui utilise les 44 variables 
indicatrices d’appartenance au domaine. Le modèle linéaire 
(6.1) s’exprime par 

( )m k h jE y = β + β  pour ,h jk U U∈ ∩  (6.1) 

où hU  est la population d’entreprises du e (h h = 1, ..., 6)  
groupe d’activités économiques et jU  est la population 
d’entreprises de la e ( 1, ..., 4)j j =  classe de taille du 
nombre d’employés, et hβ  et jβ  sont les effets fixes du eh  
groupe d’activités économiques de la ej  classe de taille. 
Le modèle linéaire (6.2) est 

1 2( )m k d dE y = β + β  pour 1 2 ,d dk U U∈ ∩  (6.2) 

où 1dβ  et 2dβ  sont les effets de domaine distincts. 
 
Tableau 6.1 
Plans d’échantillonnage utilisés dans l’étude par simulation 
 

Plan d’échantillonnage Abréviation 
Stratifié par la partition 1 avec EASSR* dans 
chaque strate 

STDOM1 

Stratifié par la partition 2 avec EASSR* dans 
chaque strate 

STDOM2 

Échantillonnage équilibré sur les tailles 
marginales d’échantillon et sur les tailles de 
population 

BALPOP 

Échantillonnage équilibré sur les tailles 
marginales d’échantillon  

BAL 

Échantillonnage coordonné de Pareto  CPAR 
*EASSR : échantillonnage aléatoire simple sans remise  
Il convient de souligner que le but principal de 

l’expérience est de comparer différents plans d’échantil-
lonnage en utilisant le même estimateur. Dans ce contexte, 
le choix du meilleur modèle n’est pas un problème 
essentiel ; par conséquent, nous avons considéré deux 
modèles possibles assez généraux qui peuvent être 
appliqués dans toutes les conditions des domaines planifiés. 
Le modèle (6.1) est un peu plus fiable que l’autre, parce que 
les estimations des paramètres de régression sont fondées 
sur de grandes tailles d’échantillon ; par contre, le modèle 

(6.2) permet d’évaluer l’effet de la planification des tailles 
d’échantillon de domaine, mais les estimations de chaque 
paramètre de régression sont fondée sur de petites tailles 
d’échantillon. Sous le modèle (6.2), les estimateurs synthé-
tique et GREG modifié donnent des résultats identiques. 
Dans les équations qui suivent, chaque stratégie d’échantil-
lonnage est indiquée en abrégé par le couple (plan, est.), où 
plan indique l’un des cinq plans d’échantillonnage 
mentionnés au tableau 6.1 et est. représente les estimateurs 
HT, synthétique et GREG modifié susmentionnés. 
L’analyse qui suit est fondée sur l’ensemble de petits 

domaines. Nous avons calculé deux mesures de qualité, à 
savoir le biais relatif absolu moyen (BRA)  et l’erreur 
quadratique moyenne relative (EQMR),  exprimées par 

500

,est
1

BRA (plan, est.)

1 1 ˆ (plan) 100,
card( ) 500

F

i

bd r bd r bd r

bd F i

t t t
F

∈ =

=

− ×  ∑ ∑
 

500 2 2
,est

1

EQMR (plan, est.)

1 1 ˆ (plan) 100
card( ) 500

F

i
bd r bd r bd r

bd F i

t t t
F

∈ =

=

 − ×    
∑ ∑

 

où F  est un sous-ensemble particulier des domaines 
marginaux, card( )F  est la cardinalité de F, ,est

ˆ (plan)i
bd rt  et 

la ei  estimation d’échantillon Monte-Carlo ( 1, ..., 500)i =  
du total bd rt  en suivant la stratégie (plan, est.). En 
particulier, F  représente alternativement le sous-ensemble 
de petits domaines de DOM1, celui de DOM2 ou 
l’ensemble global de petits domaines (de DOM1 ainsi que 
DOM2). 
L’étude par simulation Monte-Carlo fait ressortir que les 

méthodes de stratification multidimensionnelle proposées 
dans le présent article permettent de contrôler le biais et la 
variabilité par rapport aux deux stratégies de référence 
(STDOM1 et STDOM2) en regroupant l’une des deux 
variables de stratification. 
Les principaux résultats de l’expérience se rapportant à 

l’ensemble de petits domaines sont présentés au tableau 6.2. 
Ce dernier comprend quatre parties : la première illustre les 
mesures de qualité de l’estimateur HT, les deuxième et 
troisième sont consacrées, respectivement, aux estimateurs 
synthétique et GREG modifié basés sur dix variables 
auxiliaires (modèle (6.1)), tandis que la quatrième donne le 
résultat des estimateurs synthétique et GREG modifié basés 
sur les 44 variables indicatrices d’appartenance au domaine 
(modèle (6.2)). Nous limitons nos commentaires à la 
variable valeur ajoutée, mais des considérations semblables 
pourraient être exprimées pour la variable coût de la 
main-d’œuvre. En général, les commentaires se rapportent à 
l’ensemble global de petits domaines. 
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Tableau 6.2 
Biais relatif absolu moyen (BRA)  et erreur quadratique moyenne relative (EQMR)  des stratégies d’échantillonnage de petit 
domaine 

 

Valeur ajoutée Coût de la main-d’œuvre 
DOM1 DOM2 Global DOM1 DOM2 Global 

Plan 
d’échantillonnage 

BRA  EQMR  BRA  EQMR  BRA  EQMR  BRA  EQMR  BRA  EQMR  BRA  EQMR  

  Estimateur d’Horvitz-Thompson (partie 1) 
STDOM1 1,79 43,19 8,18 148,28 5,41 102,74 1,72 42,82 6,86 155,87 4,63 106,88 
STDOM2 3,42 107,49 0,47 15,26 1,75 55,23 3,32 105,66 0,46 12,66 1,70 52,96 
BALPOP 0,77 24,86 1,29 38,49 1,06 32,58 0,74 23,60 1,20 34,26 1,00 29,64 

BAL 0,84 25,43 1,45 40,61 1,19 34,03 0,79 24,22 1,57 35,80 1,23 30,78 
CPAR 1,35 32,52 2,18 53,85 2,18 44,60 1,44 31,68 2,62 51,44 2,11 42,88 

 Estimateur synthétique avec 10 variables auxiliaires (partie 2) 
STDOM1 14,22 18,88 13,81 100,55 13,99 65,16 12,29 18,40 9,25 95,03 10,57 61,83 
STDOM2 24,82 33,96 14,48 15,96 20,34 26,16 13,13 14,79 12,46 23,11 12,75 19,51 
BALPOP 13,68 17,51 24,98 43,98 20,09 32,51 11,89 15,60 12,35 33,08 12,15 25,50 

BAL 14,92 18,46 21,82 41,66 18,83 31,61 13,37 16,91 10,41 32,64 11,69 25,82 
CPAR 13,68 17,83 23,45 44,63 19,22 33,02 11,82 16,13 11,69 34,93 11,75 26,78 

 Estimateur GREG modifié avec 10 variables auxiliaires (partie 3) 
STDOM1 2,35 30,13 11,26 119,95 7,40 81,03 1,86 29,28 11,79 119,23 7,49 80,25 
STDOM2 3,98 58,62 0,95 15,26 2,26 34,05 2,90 52,66 0,93 12,66 1,78 29,99 
BALPOP 1,11 19,41 2,20 25,80 1,73 23,03 1,01 16,42 1,99 21,73 1,57 19,43 

BAL 1,63 19,41 1,76 26,11 1,70 23,21 1,21 16,72 2,08 21,96 1,70 19,69 
CPAR 1,04 21,27 1,63 29,30 1,37 25,82 1,03 18,27 1,11 24,60 1,08 21,86 

 Estimateur synthétique ou GREG modifié avec 44 variables auxiliaires (partie 4) 
STDOM1 3,39 31,30 27,48 63,22 17,04 49,39 2,76 30,80 28,67 63,05 17,44 49,08 
STDOM2 17,24 102,24 1,37 20,65 8,25 56,00 23,00 102,64 1,42 19,10 10,77 55,30 
BALPOP 1,07 20,71 1,97 26,98 1,58 24,26 1,08 17,62 1,93 24,07 1,56 21,27 

BAL 1,47 20,36 2,13 28,46 1,84 24,95 1,41 17,66 2,02 25,10 1,75 21,88 
CPAR 1,79 23,38 2,22 32,39 2,03 28,48 1,65 20,73 2,08 30,39 1,90 26,21 

 
 
En premier lieu, l’examen de l’estimateur HT nous mène 

aux constatations qui suivent. 
 

• Les deux plans de référence (STDOM1 et STDOM2) 
ont une (EQMR)  pour les domaines non planifiés 
égale à 148,28 % et 107,49 %, respectivement. Ces 
valeurs sont la cause des grandes valeurs de 
l’ (EQMR)  calculées pour l’ensemble global de petits 
domaines, lesquelles sont égales à 102,74 % et 
55,23 %, respectivement. 

• Le plan STDOM2 donne de meilleurs résultats que le 
plan STDOM1. Cette constatation tient au fait que le 
critère de stratification de STDOM2 est corrélé aux 
variables d’intérêt et exerce un contrôle sur un plus 
grand nombre de petits domaines que la stratification 
STDOM1. 

• En ce qui concerne l’ensemble global de petits 
domaines, le plan BALPOP est plus efficace, en ce qui 
a trait au BRA  (1,06 %) et à l’ EQMR  (32,58 %), 
même si le plan BAL est à peine moins bon. 

• La stratégie fondée sur l’échantillonnage coordonné 
produit des valeurs pires que l’échantillonnage équili-
bré, mais donne de meilleurs résultats en terme 
d’ EQMR  que les stratégies de référence. 
Dans le cas de l’estimateur synthétique fondé sur dix 

variables auxiliaires, quelques questions se dégagent. 
• Tous les plans sont caractérisés par un biais important. 
Le plan STDOM1 a un BRA  égal à 13,99 % (bien que 
son EQMR , qui est égale à 65,16 %, soit inaccep-
table). Les autres plans ont un BRA  supérieur à 18 %. 
Ces résultats indiquent que l’estimateur synthétique ne 
devrait être utilisé qu’avec prudence. 

• Le plan STDOM2 est celui dont l’ EQMR  est la plus 
faible (26,16 %), ce qui est dû à une forte réduction de 
la variance de DOM1. Cependant, son BRA  (20,34 %) 
est plus grand que celui de tous les autres plans. 

• En ce qui concerne le biais et la variance, le com-
portement des plans équilibrés et coordonné sont plus 
ou moins les mêmes. Le plan BAL produit les valeurs 
de BRA  (18,33 %) et d’ EQMR  (31,61 %) les plus 
faibles. 
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Les résultats expérimentaux pour l’estimateur GREG 
modifié mènent aux commentaires qui suivent. 

• Tous les plans révèlent une amélioration importante des 
mesures de qualité. En général, le BRA  est remarqua-
blement réduit comparativement au même indicateur 
calculé sur l’estimateur synthétique. Seul le plan 
STDOM1 produit encore un BRA  élevé (7,40 %). 

• Dans le cas du plan STDOM2, la réduction du biais est 
plus que compensée par l’accroissement de la variabi-
lité, ce qui donne une EQMR  égale à 34,05 %. 

• Les plans équilibrés et coordonnés produisent tous de 
bons résultats, quoique les plans équilibrés soient un 
peu meilleurs, l’ EQMR  étant approximativement 
égale à 23 %.  
Enfin, dans la quatrième partie, nous notons que les 

estimateurs synthétique ou GREG modifié basés sur les 
44 variables auxiliaires produisent des résultats analogues à 
ceux de l’estimateur GREG modifié basé sur 10 variables 
auxiliaires. Les plans équilibrés sont les meilleurs, avec une 
légère préférence pour l’échantillonnage BALPOP. 
En général, les plans équilibrés semblent représenter une 

bonne stratégie en vue de contrôler le biais et la variance de 
l’ensemble global de petits domaines. 
La conclusion est que, dans les quatre parties du tableau, 

BALPOP est le plan qui donne généralement les meilleurs 
résultats globaux en ce qui concerne le biais et la précision. 
La stratégie basée sur le plan d’échantillonnage BALPOP 
conjugué à l’estimateur GREG modifié avec les dix 
variables auxiliaires (partie 3) est un choix prudent pour la 
valeur ajoutée ainsi que pour le coût de la main-d’œuvre. Le 
plan BAL donne aussi de bons résultats. En outre, le tableau 
indique que l’utilisation de l’estimateur synthétique de la 
partie 2 doit être envisagée avec prudence, car le biais peut 
être beaucoup plus important que prévu et que le carré du 
biais serait l’élément dominant de l’ EQMR  

 
7. Conclusion   

Le présent article illustre une stratégie d’échantillonnage 
efficace qui permet d’obtenir des tailles d’échantillon 
planifiées pour les domaines appartenant à différentes 
partitions de la population et de s’assurer que les erreurs 
d’échantillonnage des estimations de domaine soient infé-
rieures à des seuils donnés. La stratégie d’échantillonnage, 
qui englobe le cas multivarié multidomaine, est utile quand 
la taille globale d’échantillon est bornée. Dans ces condi-
tions, la solution standard, qui consiste à utiliser un échan-
tillon stratifié dont les strates sont données par le recoupe-
ment des variables qui définissent les diverses partitions, 
n’est pas applicable, puisque le nombre de strates est plus 
grand que la taille globale d’échantillon. 

La stratégie d’échantillonnage proposée est fondée sur 
l’utilisation d’une méthode d’échantillonnage équilibré et 
d’un estimateur de type GREG. Elle peut être étendue 
facilement à une stratégie comportant l’utilisation d’estima-
teurs de petit domaine directs et indirects. 
L’un des principaux avantages de la solution proposée est 

son application facile, puisqu’elle est exécutée par des 
algorithmes qui sont fondés sur des outils logiciels gratuits 
ou qui peuvent être utilisés avec des tableurs automatisés. 
Toutefois, d’autres aspects intéressants se dégagent. 
L’analyse empirique des données réelles sur les entre-

prises révèle de bonnes propriétés de la stratégie proposée, 
qui semble être robuste même lorsque l’on s’écarte des 
conditions idéales (autrement dit, les estimations semblent 
être de haute qualité, même si les probabilités d’inclusion de 
l’échantillon diffèrent des probabilités optimales). Ces ré-
sultats justifient des travaux supplémentaires afin d’établir 
de manière systématique les conditions sous lesquelles la 
méthode proposée donnera de bons résultats. 
En outre, la stratégie proposée semble bien convenir pour 

les grands ensembles de données, en ce qui concerne le 
temps de calcul et, par conséquent, elle paraît appropriée 
pour les enquêtes à grande échelle. 
Enfin, l’approche décrite représente une stratégie globale 

originale d’échantillonnage pour petits domaines qui tient 
compte simultanément du plan d’échantillonnage et de 
l’estimateur. L’article analyse en profondeur les questions 
liées au plan de sondage, mais d’autres travaux de recherche 
sont nécessaires pour étudier plus minutieusement les 
problèmes d’estimation. En particulier, les futurs travaux 
devraient être axés sur l’amélioration des estimateurs fondés 
sur un modèle ou assistés par un modèle due à la présence 
d’unités d’échantillonnage dans chaque domaine d’estima-
tion, ce qui permettra d’utiliser des modèles contenant des 
effets de petit domaine spécifiques et produira des esti-
mations plus précises des paramètres d’intérêt au niveau du 
petit domaine. Ces aspects semblent représenter un domaine 
d’étude prometteur. 
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