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Résumé 
Le présent article porte sur le traitement de la répartition optimale dans l’échantillonnage stratifié multivarié comme une 
optimisation matricielle non linéaire en nombres entiers. Un problème non linéaire d’optimisation multi-objectifs en 
nombres entiers est étudié à titre de cas particulier. Enfin, un exemple détaillé, y compris certaines méthodes proposées, est 
donné à la fin de l’exposé. 
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1. Introduction 
 
L’échantillonnage probabiliste est l’un des volets de la 

statistique utilisés le plus fréquemment dans tous les 
domaines de recherche scientifique. Une bonne méthode 
d’échantillonnage d’une population donne lieu à une 
extraction appropriée de données utiles qui permettent de 
bien comprendre les aspects importants de la population. 
L’échantillonnage stratifié est l’une des méthodes classiques 
d’obtention de ce genre d’information. Il s’appuie sur le 
calcul de la taille des échantillons de strate, qui peut se faire 
selon diverses méthodes. Cependant, on a montré que la 
répartition optimale était une approche utile. La répartition 
optimale est considérée comme un problème d’optimisation 
non linéaire dans lequel la fonction objectif est la variance 
sous une contrainte de coût, ou inversement. Habituelle-
ment, on le résout en utilisant l’inégalité de Cauchy-
Schwarz (Stuart 1954) citée dans Cochran (1977), ou la 
méthode du multiplicateur de Lagrange (voir à ce sujet 
Sukhatme, Sukhatme, Sukhatme et Asok 1984). 
La théorie classique de l’échantillonnage s’appuie sur 

une variable ou un paramètre de décision unique ; par 
exemple, dans notre cas, l’échantillonnage stratifié univarié 
repose sur l’étude d’un paramètre, la taille d’échantillon et 
la répartition de cet échantillon entre les strates (voir 
Cochran 1977, Sukhatme et coll. 1984, et Thompson 1997). 
En outre, dans le contexte de l’échantillonnage stratifié, 
certains auteurs ont proposé des approches multivariées 
tenant compte de diverses caractéristiques pour déterminer 
la taille de l’échantillon et sa répartition entre les strates 
(voir, entre autres, Sukhatme et coll. 1984 et Arthanari et 
Dodge 1981).  
Si l’on procède à une répartition optimale et que la fonc-

tion de coût est la fonction objectif, sous certaines con-
traintes de variance dans les différentes caractéristiques, le 
problème peut se réduire à une question de programmation 

mathématique classique et, à ce propos, il existe deux 
approches bien connues, à savoir celle d’Arthanari et Dodge 
(1981), d’un point de vue déterministe et celle de Prékopa 
(1978), d’un point de vue stochastique. Dans le second cas, 
le problème peut être résolu en utilisant n’importe quelle 
méthode présentée dans Díaz-García et Garay (2007). 
Autrement, si nous souhaitons minimiser les variances 

sous la contrainte d’une fonction de coût ou d’une taille 
donnée d’échantillon, nous pouvons adopter plusieurs 
approches pour résoudre le problème (voir Sukhatme et coll. 
1984). Toutefois, les approches susmentionnées ne résolvent 
pas le problème du suréchantillonnage, autrement dit les 
situations où la taille d’échantillon dans une ou plusieurs 
strates est plus grande que la taille de la strate ; de surcroît, 
les tailles d’échantillon obtenues ne sont pas des nombres 
entiers et doivent être approximées. En outre, comme nous 
le verrons, toutes les approches publiées antérieurement 
dans ce domaine sont des cas particuliers de la méthode 
d’optimisation multi-objectifs. Si ces difficultés pouvaient 
être surmontées, nous aurions un aperçu formel et une 
théorie unifiée pour résoudre le problème de la répartition 
optimale sous échantillonnage stratifié multivarié et nous 
pourrions prendre en considération toute la littérature 
(théorique ainsi que pratique) sur l’optimisation multi-
objectifs et les questions connexes. 
Dans le présent article, nous étudions la répartition 

optimale dans l’échantillonnage stratifié multivarié comme 
un problème non linéaire d’optimisation matricielle en 
nombres entiers sous la contrainte d’une fonction de coût ou 
d’une taille d’échantillon donnée. En formulant certaines 
hypothèses, nous proposons un moyen de résoudre le 
problème, par plusieurs méthodes particulières (voir la sous-
section 3.1). Le deuxième objectif de l’article est lié au fait 
suivant : si nous définissons une fonction vectorielle parti-
culière de la fonction objectif du problème d’optimisation 
matricielle, alors à la sous-section 3.2, nous montrons que la 
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répartition optimale dans l’échantillonnage stratifié 
multivarié peut aussi être étudiée comme un problème non 
linéaire d’optimisation multi-objectifs en nombres entiers. 
Aux sous-sections 3.2.1 et 3.2.2, nous proposons diverses 
méthodes pour résoudre ces problèmes. Enfin, à la section 4, 
nous appliquons certaines des méthodes décrites à un 
exemple numérique concernant la sylviculture. 

 
2. Échantillonnage stratifié multivarié  

Considérons une population de taille N, divisée en H 

sous-populations (strates). Nous souhaitons trouver un 
échantillon représentatif de taille n et une répartition 
optimale entre les strates satisfaisant les exigences 
suivantes : i) minimiser la variance de la moyenne estimée 
sous une contrainte budgétaire ou ii) minimiser le coût sous 
une contrainte de variance ; il s’agit du problème classique 
de répartition optimale dans l’échantillonnage stratifié 
univarié (voir Cochran 1977, Sukhatme et coll. 1984, et 
Thompson 1997). Par contre, si nous considérons plus d’une 
caractéristique (variable), le problème est celui d’une 
répartition optimale dans l’échantillonnage stratifié multi-
varié. Afin d’obtenir une expression formelle du problème 
de répartition optimale dans l’échantillonnage stratifié, 
considérons la notation qui suit.  
2.1 Notation  
L’indice inférieur 1, 2, ,h H= …  désigne la strate, 
1, 2, , ,hi N= …  l’unité dans la strate h et 1, 2, , ,j G= …  la 

caractéristique (variable). En outre :   
hN  Nombre total  d’unités dans la 

strate h 

hn  Nombre d’unités provenant de 
l’échantillon dans la strate h 

j

hiy  
Valeur obtenue pour la ei  unité dans 
la strate h de la ej  caractéristique 

1( , , )Hn n ′=n …  Vecteur du nombre d’unités dans 
l’échantillon 

h
h

N
W

N
=  Taille relative de la strate h 

1

hN
j

hi
j i

h

h

y

Y
N

==
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Moyenne de population dans la 
strate h de la ej  caractéristique 

1
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j
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j i

h

h

y

y
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∑

 
Moyenne d’échantillon dans la 
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h h hy y ′=y …  Vecteur des moyennes d’échantillon 
dans la strate h 
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y W y
=

=∑  
Estimateur de la moyenne de popu-
lation dans l’échantillonnage stratifié 
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Estimateur du vecteur des moyennes 
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stratifié multivarié 
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strate h des ej  et ek  caractéris-
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Enfin, soit ST( ) ,G

u ∈ℜV y  de sorte que ST( )u =V y  
� 1

ST(Var( ),y �
ST, Var( )) ,Gy ′…  où, si ,G ′∈ℜa a  désigne la 

transposée de a. 

 
3. Nouvelle approche du problème de répartition 
        optimale dans l’échantillonnage stratifié 

         multivarié  
À la présente section, nous proposons d’envisager la 

répartition optimale dans l’échantillonnage stratifié multi-
varié comme un problème d’optimisation matricielle pour 
lequel nous étudions un certain nombre de solutions 
possibles. Nous constatons que le problème d’optimisation 
multi-objectifs est un cas particulier d’une optimisation 
matricielle. Dans le même ordre d’idée, nous notons que la 
répartition optimale dans l’échantillonnage stratifié multi-
varié peut être considérée comme un problème d’optimi-
sation multi-objectifs. Dans chaque cas, les solutions 
respectives se calculent facilement.  
3.1 Optimisation matricielle  
Formellement, la répartition optimale dans l’échantillon-

nage stratifié peut être étudiée en résolvant le problème 
d’optimisation matricielle non linéaire suivant : 

�
ST

0

minCov( )

sous la contrainte

,c C′ + =

n
y

c n

 (1) 

où C est le coût total, 0c  est un coût fixe et 1( , , ).Hc c′ =c …   
Notons que les solutions proposées pour le problème (1) 

prennent des valeurs réelles; or, les tailles d’échantillon hn  
doivent être des entiers. Nous devons également résoudre le 
problème du suréchantillonnage, c’est-à-dire les situations 
où h hn N≥  pour au moins certaines strates h (voir Arvanitis 
et Afonja 1971). Afin de surmonter ces deux complications, 
nous proposons, au lieu de (1), l’approche alternative 
suivante : 

�
ST

0

minCov( )

sous les contraintes

2 , 1, 2, ,

,

h h

n

c C

n N h H

n

′ + =

≤ ≤ =

∈

n
y

c n

…

ℕ

 (2) 

où ℕ  désigne l’ensemble de nombres naturels. 
Manifestement, la difficulté que pose l’expression du 

problème de cette façon tient à la définition de la signifi-
cation du minimum d’une fonction matricielle. L’idée de 

minimiser une fonction matricielle, en particulier la matrice 
de variance-covariance, a été étudiée dans divers domaines 
de la théorie statistique. Ainsi, pour déterminer les 
estimateurs par la régression d’un modèle linéaire général 
multivarié, on minimise le déterminant ou la trace des 
sommes des carrés et des sommes des matrices produits des 
erreurs (voir Giri 1977). De même, le choix ou la 
comparaison de certains modèles de plans expérimentaux se 
fait par minimisation d’une fonction de la matrice de 
variance-covariance des estimateurs des traitements (voir 
Khuri et Cornell 1987 et Azaïs et Druilhet 1997). 
Heureusement, il est possible de réduire le problème de 

minimisation matricielle non linéaire (2) à un problème de 
minimisation univariée non linéaire en tenant compte des 
éléments suivants (notons que la méthode décrite ici n’est 
que l’une des diverses options possibles (voir Ríos, Ríos 
Insua et Ríos Insua 1989 et Miettinen 1999). Observons que 
�

STCov( )y  est une fonction explicite de n et qu’elle doit 
donc être représentée par � �

ST STCov( ) Cov( ( )).≡y y n  En 
outre, supposons que � STCov( ( ))y n  est une matrice définie 
positive pour tout n, � STCov( ( )) > .y n 0  Soit, maintenant, 

1n  et 2n  deux valeurs possibles du vecteur n et soit 
�

ST 1Cov( ( ))= −B y n �
ST 2Cov( ( )).y n  Nous disons que 

� �
ST 1 ST 2Cov( ( )) Cov( ( )) ,< ⇔ <y n y n B 0  (3) 

c’est-à-dire si la matrice B est définie négative. En outre, 
notons que � SSTT 1Cov( ( ))y n  et � SSTT 2Cov( ( ))y n  sont diagona-
lisables. Alors, soit 

1
Dn  et 2

Dn  les matrices diagonales 
associées à � SSTT 1Cov( ( ))y n   et  � SSTT 2Cov( ( )),y n  respective-
ment, avec 

1 1 1diag( , , ), > > >0G GD = α α α αn … ⋯  et 

2 1 1diag( , , ), > > >0,G GD = τ τ τ τn … ⋯  où jα  et jτ  
désignent les valeurs propres de � SSTT 1Cov( ( ))y n  et 
�

SSTT 2Cov( ( )),y n  respectivement. Donc, l’expression (3) peut 
aussi être présentée sous la forme : 

� �
1 2SSTT 1 SSTT 2Cov( ( )) Cov( ( )) ,D D< ⇔ − <n ny n y n 0  

c’est-à-dire 

� �
SSTT 1 SSTT 2

1, ,

Cov( ( )) Cov( ( )) 0j j

j G=

< ⇔ α − τ <y n y n
…

 
et (4) 

� �
SSTT 1 SSTT 2Cov( ( )) Cov( ( )),≠y n y n  

qui définit un ordre de Pareto faible (voir Steuer 1986, Ríos 
et coll. 1989 et Miettinen 1999). Alors, d’après Steuer 
(1986), Ríos et coll. (1989) et Miettinen (1999), il existe une 
fonction : ,S →ℜf  telle que 

� �

�( ) �( )
SSTT 1 SSTT 2

SSTT 1 SSTT 2

Cov( ( )) Cov( ( ))

Cov( ( )) Cov( ( )) .

<

⇔ <

y n y n

f y n f y n
 
(5)
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où � ( 1) / 2
STCov( ( )) G GS +∈ ⊂ℜy n  et S est l’ensemble de 

matrices définies positives. Partant de (5), Steuer (1986), 
Ríos et coll. (1989) et Miettinen (1999) prouvent que le 
problème de minimisation matricielle non linéaire (2) se 
réduit au problème de minimisation univariée non linéaire 
suivant : 

�( )ST

0
1

min Cov( )

sous les contraintes

2 , 1, 2, ,

;

H

h h

h

h h

h

c n c C

n N h H

n

=

+ =

≤ ≤ =

∈

∑

n
f y

…

ℕ

 (6) 

Malheureusement ou heureusement, la fonction ( )⋅f  
n’est pas unique. Par exemple, dans d’autres contextes 
statistiques, nous voyons les fonctions ( )⋅f  suivantes 
utilisées fréquemment (voir Giri 1977) :  
1. la trace de la matrice �

STCov( ( )) ;y n  
� �

ST ST(Cov( ( ))) tr (Cov( ( ))) ;=f y n y n   
2. le déterminant de la matrice � STCov( ( )) ;y n  

� �
ST ST(Cov( ( ))) Cov( ( )) ;=f y n y n   

3. la somme de tous les éléments de la matrice 
�

STCov( ( )) ;y n  

� �
ST ST ST

, 1

(Cov( ( ))) Cov( , ) ;
G

j k

j k

y y
=

= ∑f y n  

4. � �
ST max ST(Cov( ( ))) (Cov( ( ))),= λf y n y n  où maxλ  est 

la valeur propre maximale de la matrice 
�

STCov( ( )) ;y n   
5. � �

ST min ST(Cov( ( ))) (Cov( ( ))),= λf y n y n  où minλ  est 
la valeur propre minimale de la matrice 
�

STCov( ( )) ;y n   
6. � �

ST ST(Cov( ( ))) (Cov( ( ))),j= λf y n y n  où jλ  est la 
ej  valeur propre de la matrice � STCov( ( )),y n      

entre autres.  
En particulier, Dalenius (1957) a étudié le problème (6) 
quand � �

ST ST(Cov( ( ))) Cov( ( )) ,=f y n y n  autrement dit la 
minimisation de la variance généralisée � STCov( ( )) ;y n  
voir aussi Arvanitis et Afonja (1971).   
3.2 Optimisation multi-objectifs  
Considérons maintenant la fonction vectorielle 
: ,GS →ℜF  telle que �

ST ST(Cov( )) ( ).u=F y V y  Un autre 
moyen d’établir le problème (2) est 

�

�

1
ST

ST

ST

0

Var( )

min ( ) min

Var( )

sous les contraintes

2 , 1, 2, ,

,

u

G

h h

h

y

y

c C

n N h H

n

 
 

=  
 
 

′ + =

≤ ≤ =

∈

n n
V y

c n

⋮

…

ℕ

 (7) 

qui est un problème non linéaire de l’optimisation multi-
objectifs en nombres entiers (voir Steuer 1986, Ríos et coll. 
1989 et Miettinen 1999). 
Dans le contexte de l’échantillonnage, soulignons que, 

dans les problèmes d’optimisation multi-objectifs, il existe 
rarement un point *n  considéré comme un optimum, 
autrement dit, peu de cas satisfont à l’exigence que 
� *

STVar( ( ))jy n  soit minimale pour tout 1, , .j G= …  Cela 
justifie la notion qui suit du point de Pareto (qui est défini 
plus faiblement qu’un point optimal) :  

Nous disons que *
ST( )uV y  est un point de Pareto 

de ST( )uV y  s’il n’existe aucun autre point 
1

ST( )uV y  tel que 1 *
ST ST( ) ( ),u u≤V y V y  c’est-à-

dire pour tout j, � �1 *
ST STVar( ) Var( )j jy y≤  et 

1
ST( )u ≠V y  *

ST( ).uV y   
Les critères d’existence de points de Pareto d’un problème 
d’optimisation multi-objectifs sont établis dans Ríos et coll. 
(1989) et dans Miettinen (1999). En particulier, nous avons :  

Soit ST( ) : H G

u ℜ →ℜV y  et considérons un 

compact non vide N H⊂ ℕ  tel que N est 

l’ensemble de toutes les valeurs possibles de n 
déterminées par les contraintes en (7). Si 
�

STVar( )jy  est une fonction semi-continue supé-

rieurement pour chaque 1, , ,j G= …  alors le 
problème (7) possède une solution de Pareto 

optimale.   
Par ailleurs, Steuer (1986), Ríos et coll. (1989) et Miettinen 
(1999) ont étudié l’extension de l’optimisation scalaire 
(conditions de Kuhn-Tucker) au cas vectoriel. En particulier, 
ils ont proposé les conditions nécessaires pour les solutions 
de Pareto, qui deviennent des conditions suffisantes si N est 
convexe, si les fonctions � STVar( ), 1, ,j j G=y …  sont 
convexes et si les multiplicateurs généralisés de Lagrange 
,jδ  associés à chaque fonction � STVar( ),jy  sont positifs, 
> 0jδ  pour tout j. Notons que les résultats susmentionnés 

pour l’existence d’une solution de Pareto et pour les 
conditions de Kuhn-Tucker sont valides quand les variables 
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hn  sont continues, pour tout 1, , .h H= …  Cependant, il 
faut se souvenir qu’afin d’obtenir la solution d’un problème 
d’optimisation en nombres entiers, il est normal d’émettre 
l’hypothèse initiale que ce genre de problème est un 
problème d’optimisation continue. Pour commencer, nous 
calculons la solution du problème d’optimisation continue, 
puis, par des méthodes heuristiques ou de séparation et 
évaluation (branch-and-bound), nous passons à la résolution 
du problème d’optimisation en nombres entiers. Dans ce 
contexte, pour l’optimisation en nombres entiers, en 
pratique, il est suffisant de voir que le problème corres-
pondant d’optimisation continue possède une solution de 
Pareto optimale et de confirmer que l’ensemble N  de toutes 
les valeurs possibles de n contient au moins un ∈n N  pour 
lequel toutes les coordonnées sont des nombres entiers. 
Les méthodes de résolution d’un problème d’optimi-

sation multi-objectifs sont basées sur l’information que l’on 
possède au sujet d’un problème particulier. Trois scénarios 
sont possibles, selon que l’information est complète, 
partielle ou nulle (voir Ríos et coll. 1989, Miettinen 1999 et 
Steuer 1986). Dans un contexte d’échantillonnage stratifié, 
posséder une information complète signifie que le chercheur 
connaît suffisamment bien la population pour proposer une 
fonction de valeur (il s’agit d’une fonction : Hφ ℜ →ℜ  
telle que, en notant ST ST( ) ( ( )),u u≡V y V y n  nous avons que 

* *
SSTT ST 1 SSTTmin ( ( )) min ( ( )) ( ( ( )))u u u< ⇔ φ <V y n V y n V y n  

*
ST 1 1( ( ( ))), )uφ ≠V y n n n  reflétant l’importance de chaque 

variance des caractéristiques étudiées, possibilité qui, de nos 
jours, se rencontre très rarement. En cas d’information 
partielle, le chercheur connaît très bien la caractéristique 
principale étudiée et il s’agit d’un appui suffisant pour la 
recherche. Enfin, en cas d’information nulle, situation qui 
est la plus fréquente, le chercheur ne possède des renseigne-
ments qu’au sujet des estimateurs du paramètre de 
l’expérience, ce qui lui permet de trouver une solution 
appropriée. 
Faute d’espace, il est impossible de donner une expli-

cation exhaustive de toutes les méthodes proposées pour 
résoudre les problèmes d’optimisation multi-objectifs (7) ; 
pour une description détaillée, consulter Ríos et coll. (1989), 
Miettinen (1999) et Steuer (1986). En outre, au lieu des 
méthodes classiques, certaines méthodes heuristiques 
permettent d’aborder le problème d’une autre façon (voir 
Jones et coll. 2002). En guise d’exemple, nous donnons ci-
après un aperçu de deux méthodes utilisées fréquemment, la 
première ayant trait au cas où l’information est complète 
(fonction de valeur, également appelée fonction d’utilité) et 
la deuxième, au cas où l’information est nulle (méthode 
fondée sur les distances).  

3.2.1 Fonction de valeur  
Comme nous l’avons mentionné plus haut, cette méthode 

s’applique au cas où l’information est complète si bien que 
le chercheur est capable de résumer l’importance de toutes 
les caractéristiques étudiées dans une fonction réelle, 
comme il est illustré au paragraphe suivant (voir aussi Ríos 
et coll. 1989, Miettinen 1999 et Steuer 1986, entre autres). 
Sous la méthode de la fonction de valeur, le problème (7) 

s’exprime de la façon suivante : 

ST

0
1

min ( ( )),

sous les contraintes

2 , 1, 2, ,

,

u

H

h h

h

h h

h

y

c n c C

n N h H

n

=

φ

+ =

≤ ≤ =

∈

∑

n
V

…

ℕ

 (8) 

où ( )φ ⋅  est une fonction scalaire qui résume l’importance de 
chacune des variances des G caractéristiques. 
Il est clair que de nombreuses approches décrites dans la 

littérature traitant de la répartition optimale dans l’échantil-
lonnage stratifié multivarié, dont la répartition intermédiaire 
(compromise allocation), la répartition intermédiaire mini-
misant la perte relative totale et la répartition intermédiaire 
en prenant la moyenne des valeurs optimales (voir 
Sukhatme et coll. 1984), sont des cas particuliers de la 
méthode susmentionnée. 
Notons que la fonction de valeur ( )φ ⋅  peut prendre un 

nombre infini de formes, ce qui constitue un obstacle 
fondamental à sa définition. Cependant, certaines fonctions 
simples ont donné d’excellents résultats dans les appli-
cations et peuvent être considérées comme des approches 
prometteuses. L’une de ces formes particulières est celle de 
la méthode de pondération. Sous cette approche, le 
problème (8) peut s’exprimer : 
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de manière que 1 1, 0 1, 2, ,G
j j jw w j G=∑ = ≥ ∀ = …  où jw  

pondère l’importance de chaque caractéristique. 
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Des diverses méthodes multi-objectifs, nous constatons 
que la fonction de valeur est, en général, celle qui est 
appliquée le plus fréquemment, parce que ses propriétés 
sont celles qui ont été étudiées le plus en détail (voir Ríos 
et coll. 1989, Miettinen 1999, Steuer 1986, ainsi que les 
références qu’ils mentionnent).  
3.2.2 Méthode fondée sur les distances  
Parfois, le chercheur ne possède pas suffisamment 

d’information préalable au sujet des variables ou a de la 
difficulté à décider quelles sont les caractéristiques les plus 
importantes de l’expérience. Le cas échéant, la méthode 
décrite ici est très utile, parce qu’elle ne nécessite pas 
beaucoup d’antécédents ; en outre, elle ne requiert qu’un 
vecteur d’objectifs idéaux, qui est déterminé avec 
l’information nulle exprimée dans le problème (voir Ríos 
et coll. 1989 et Steuer 1986).  
Alors, le problème (7) est résolu en obtenant les valeurs 

optimales par minimisation de la distance entre la valeur 
optimale et le vecteur de cibles. 
Soit jθ  le point ou objectif idéal pour la fonction objectif 

�
STVar( ), 1, , ,jy j G= …  c’est-à-dire que le vecteur de cibles 

ΘΘΘΘ  est donné par 

1

.

G

θ 
 =  
 θ 

⋮ΘΘΘΘ  

Notons que nous pouvons calculer le vecteur de cibles 
ΘΘΘΘ  sans information supplémentaire, ce qui est un des 
grands avantages de cette méthode. En fait, il se calcule en 
minimisant individuellement la fonction objectif � STVar( ),jy  

1, , ,j G= …  de sorte que le vecteur ΘΘΘΘ  est défini comme 
étant le vecteur des minima individuels de cette fonction, ce 
que nous obtenons en résolvant les G  problèmes de 
minimisation non linéaires en nombres entiers (voir Rao 
1979) suivants : 
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pour 1, , .j G= …  

Lorsque le vecteur ΘΘΘΘ  est calculé, nous étudions le 
problème d’optimisation avec la nouvelle fonction objectif, 
à savoir 
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 (9) 

où ( , )d ⋅ ⋅  représente une fonction de distance générale. En 
particulier, quand nous appliquons le programme (9) à la 
distance euclidienne, nous obtenons 
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Une autre option est la fonction de distance qui a été 
proposée par Khuri et Cornell (1987) : 
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Remarques  
1. Soulignons que nous avons utilisé la contrainte de 

coût 1 0
H
h h hc n c C=∑ + =  dans chaque méthode 

d’optimisation. Cependant, dans certaines situations, 
nous ne restreignons pas les coûts, mais imposons 
des contraintes sur la disponibilité des heures-
personnes pour exécuter une enquête ou sur le temps 
total disponible pour exécuter l’enquête, etc. Ces 
limites peuvent être décrites en utilisant l’expression 
suivante (voir Arthanari et Dodge 1981) : 

1

.
H

h
h

n n
=

=∑  
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2. Notons que les méthodes d’optimisation multi-
objectifs proposées ici sont générales et qu’elles 
doivent être ajustées dans certains problèmes ; par 
exemple, nous ne tenons pas compte de l’unité 
(grandeur) de chaque variance dans les sommes 
respectives pour la fonction de valeur. Nous 
proposons une solution, à savoir remplacer la 
variance de chaque caractéristique par le coefficient 
de variation correspondant 

�
ST STVar( ) / , 1. , ;j jy y j G= …  

ensuite, il est préférable d’utiliser la distance de 
Khuri et Cornell plutôt que la distance euclidienne.  

3. Il est souhaitable d’envisager d’autres estimateurs 
qu’un estimateur de la moyenne, par exemple l’esti-
mateur de la moyenne nationale, ou la comparaison 
de moyennes régionales, etc. En particulier, le 
rédacteur associé a recommandé des estimateurs du 
type : 

�

1

H
G

h h
h

w
=

= ∈ℜ∑T y  (10) 

où plusieurs poids hw  pourraient même être utilisés 
pour la même variable. Par exemple, si l’un des poids 

hw  est égal à 1, qu’un autre est égal à -1 et que les 
autres sont égaux à 0, nous pouvons calculer la 
différence entre les moyennes de deux strates 
différentes. En général, nous pouvons optimiser le 
problème (2) en remplaçant la fonction objectif 
�

STCov( )y  par toute fonction d’intérêt. Par exemple, 
nous pourrions utiliser la matrice de variance-
covariance estimée � ˆCov( )T  de l’estimateur (10), 
parmi de nombreuses autres options.  

 
4. Exemple numérique  

Les données d’entrée sont tirées d’Arvanitis et Afonja 
(1971) qui décrivent une enquête sur les forêts réalisée dans 
le comté de Humbolt, en Californie. La population a été 
subdivisée en neuf strates en fonction du volume de bois 
d’œuvre par unité de surface déterminé d’après des photo-
graphies aériennes. Les deux variables incluses dans 
l’exemple sont la surface terrière (ST) (en terminologie 
sylvicole, « surface terrière » s’entend de la surface d’une 
section perpendiculaire à l’axe longitudinal d’un arbre 
mesurée à 4,5 pieds du sol) en pieds carrés et le volume net 
en pieds cubes (Vol.), exprimées toutes deux sur la base 
d’un acre. Le tableau 1 donne les variances, les covariances 
et le nombre d’unités dans la strate h. 
Pour cet exemple, le problème d’optimisation matricielle 

sous l’approche (2) est 
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 (11) 

Le tableau 2 donne les solutions de l’optimisation 
obtenues par certaines des méthodes décrites aux sections 2 
et 3. En particulier, nous présentons les solutions pour les 
approches de la trace, du déterminant, de la fonction de 
valeur, de la distance euclidienne et de la distance de Khuri 
et Cornell. Nous incluons aussi la répartition optimale pour 
chaque caractéristique, pour ST et pour Vol. (les deux 
premières lignes du tableau 2). Les deux dernières colonnes 
donnent les valeurs minimales des variances individuelles 
pour les répartitions optimales produites par chaque 
méthode, respectivement. Pour calculer les résultats, nous 
nous sommes servis du logiciel commercial Hyper 
LINGO/PC, version 6.0 (voir Winston 1995). Les méthodes 
d’optimisation utilisées par défaut par LINGO pour 
résoudre les problèmes non linéaires d’optimisation en 
nombres entiers sont celles du gradient réduit généralisé 
(GRG) et de la séparation et évaluation (voir Bazaraa et coll. 
2006). Suivent certains aspects techniques des calculs : le 
nombre maximal d’itérations des méthodes présentées au 
tableau 2 était 1 193 (problème du déterminant) et la durée 
moyenne d’exécution était d’une seconde pour tous les 
programmes. Enfin, notons que l’écart le plus important 
entre les tailles des strates produit par diverses méthodes a 
été obtenu en minimisant la variance généralisée 
�

STCov| ( )|.y  Cela tient, sans aucun doute, au fait qu’il s’agit 
de la seule des méthodes présentées au tableau 2 qui tient 
compte de la covariance entre les deux caractéristiques 
étudiées.  

Tableau 1 
Variances, covariances et nombre d’unités dans chaque 
strate 

 

 Variance  

Strate hN  ST Vol. Covariance 
1 11 131 1 557 554 830 28 980 
2 65 857 3 575 1 430 600 61 591 
3 106 936 3 163 1 997 100 72 369 
4 72 872 6 095 5 587 900 166 120 
5 78 260 10 470 10 603 000 293 960 
6 51 401 8 406 15 828 000 357 300 
7 24 050 20 115 26 643 000 663 300 
8 46 113 9 718 13 603 000 346 810 
9 102 985 2 478 1 061 800 39 872   
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Tableau 2 
Tailles d’échantillon et estimateur des variances pour les diverses répartitions calculées 

 

Répartition 1n  2n  3n  4n  5n  6n  7n  8n  9n  � 1
STVar y( )  � 2

STVar y( )  

ST 10 94 144 136 191 113 81 109 122 5,591 5 441,105 

Vol. 7 62 119 136 200 161 98 134 83 5,953 5 139,531 

�( )STtr Cov( )y  7 62 119 135 200 161 98 134 84 5,591 5 139,531 

�
STCov( )y  9 93 128 129 193 123 86 106 133 5,616 5 403,876 

Fonction de valeura 7 62 119 135 200 161 98 134 84 5,591 5 139,531 
b

Ed  7 62 119 136 200 160 98 134 84 5,944 5 139,557 
c

KCd  10 86 137 135 192 126 86 115 113 5,613 5 308,11 

 a  1 2 0,50w w= =  
 b  Distance euclidienne 
 c  

Distance de Khuri et Cornell   
 

5. Conclusion  
Il est difficile de proposer des règles en vue de choisir 

une méthode pour l’optimisation matricielle (2) quand il 
existe d’importantes différences numériques entre deux 
d’entre elles. Par exemple, le tableau 2 révèle des résultats 
contradictoires en ce qui concerne les répartitions optimales 
et les variances minimales pour les méthodes de la trace et 
du déterminant. Une situation semblable se présente en ce 
qui concerne le choix du critère pour les tests d’hypothèse 
dans le problème MANOVA (voir Giri 1977). En fait, 
l’existence de critères généraux fondés sur des tests de 
puissance ne suffit pas pour prendre une décision objective 
et le choix final dépend des compétences du chercheur. 
Cependant, quand le problème de la répartition optimale 

dans l’échantillonnage stratifié multivarié est considéré 
comme un problème non linéaire d’optimisation multi-
objectifs en nombres entiers, nous pouvons formuler 
certaines recommandations générales afin de réduire le 
nombre de méthodes appropriées dans chaque situation. 
Premièrement, nous devons reconnaître le contexte de 
recherche du problème (c’est-à-dire information complète, 
information partielle ou information nulle). Puis, nous 
pouvons choisir la méthode en fonction de l’information 
disponible. Il importe de souligner qu’on ne doit appliquer 
qu’une seule méthode pour arriver à la solution d’un 
problème de répartition. Par conséquent, les résultats 
obtenus pour un exemple particulier ne sont comparables 
que dans le contexte dans lequel cet exemple a été établi. 
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