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Résumé 
Dans les enquêtes longitudinales, la non-réponse survient souvent selon un schéma non monotone. Nous considérons 
l’estimation des moyennes dépendantes du temps sous l’hypothèse que le mécanisme de non-réponse dépend de la dernière 
valeur. Puisque cette dernière valeur peut elle-même manquer quand la non-réponse est non monotone, le mécanisme de 
non-réponse examiné est non ignorable. Nous proposons une méthode d’imputation qui consiste à établir d’abord certains 
modèles d’imputation par la régression en fonction du mécanisme de non-réponse, puis à appliquer l’imputation par la 
régression non paramétrique. Nous supposons que les données longitudinales suivent une chaîne de Markov admettant des 
moments finis de deuxième ordre. Aucune autre contrainte n’est imposée à la distribution conjointe des données 
longitudinales et à leurs indicateurs de non-réponse. La variance est estimée par une méthode du bootstrap. Nous présentons 
certains résultats de simulation et un exemple concernant  une enquête sur l’emploi. 
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1. Introduction   
Une enquête est dite longitudinale si les données sont 

recueillies auprès de chaque unité échantillonnée à plusieurs 
points dans le temps. Par exemple, dans l’enquête Current 
Employment Survey (CES), habituellement appelée enquête 
sur la paye, menée par le Bureau of Labor Statistics des 
États-Unis, les données sont recueillies mensuellement 
auprès des établissements, par la poste, par téléphone, par 
télécopieur et par entrée de données électroniques (Butani, 
Harter et Wolter 1997). L’enquête Survey of Income and 
Program Participation (SIPP) et de nombreuses enquêtes 
économiques réalisées par le Census Bureau des États-Unis 
sont d’autres exemples. Des cas de non-réponse surviennent 
dans les études longitudinales. Nous supposons que chaque 
unité échantillonnée répond au moment de l’enquête de base 
(premier point dans le temps). La non-réponse est monotone 
si une unité non répondante à un certain point dans le temps 
ne recommence pas à participer à l’enquête par après. 
Cependant, la non-réponse non monotone est fréquente dans 
des enquêtes telles que la CES et la SIPP et comporte une 
plus grande gamme de profils de non-réponse. 

Soit 1, , Ty y…  les valeurs d’une variable fournies par 
une unité échantillonnée, où T est le nombre total de points 
dans le temps, et 1, , Tδ δ…  les indicateurs de réponse 
( 1tδ =  si ty  est une réponse et 0tδ =  si ty  est une non-
réponse). La non-réponse est entièrement aléatoire si les 
indicateurs 1( , , )Tδ δ…  sont statistiquement indépendants 
de 1( , , ),Ty y…  ce qui est rare dans les enquêtes. Une 
hypothèse plus raisonnable est que la non-réponse au 
temps t dépend des valeurs antérieures observées ou non 

observées 1 1, , .ty y −…  Dans le présent article, nous nous 
concentrons sur l’hypothèse plus forte que le mécanisme de 
non-réponse dépend de la dernière valeur, c’est-à-dire que la 
non-réponse ty  dépend de la dernière valeur 1ty −  (observée 
ou non observée). L’hypothèse que le mécanisme de non-
réponse dépend de la dernière valeur est formulée dans de 
nombreuses enquêtes économiques (par exemple la CES ; 
voir Butani, Harter et Wolter 1997). Si la non-réponse est 
également monotone, ty  est une non-réponse avec certitude 
ou 1ty −  est observée. Il s’agit d’un cas particulier de ce que 
l’on nomme données manquantes ignorables (Little et 
Rubin 1987). Toutefois, si la non-réponse est non 
monotone, la non-réponse dépendante de la dernière valeur 
est non ignorable, car le fait que ty  soit une réponse dépend 
du fait que 1ty −  pourrait être une non-réponse. 

Les méthodes existantes de traitement de la non-réponse 
non monotone se résument brièvement comme il suit. Sous 
modélisation paramétrique, des méthodes telles que le 
maximum de vraisemblance, l’imputation multiple ou 
l’analyse bayésienne peuvent être appliquées (par exemple 
Troxel, Harrington et Lipsitz 1998 ; Troxel, Lipsitz et 
Harrington 1998 ; Schafer 1997) s’il est possible de trouver 
un modèle paramétrique approprié pour la distribution 
conjointe de 1( , , )Ty y…  et 1( , , )Tδ δ… . La validité de ces 
méthodes dépend toutefois de la spécification correcte des 
modèles paramétriques. Une méthode d’imputation simple 
par la régression linéaire (voir, par exemple, Butani et coll. 
1997) consiste à imputer à une non-réponse ty  la valeur 
prédite par un modèle ajusté de régression linéaire de ty  en 
fonction de 1,ty −  où le modèle de régression est ajusté en 
utilisant des données provenant d’unités échantillonnées 
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pour lesquelles ty  ainsi que 1ty −  sont observées et la 
prédiction est faite en utilisant pour prédicteur soit la valeur 
observée 1ty −  soit la valeur imputée antérieurement d’une 
non-réponse 1.ty −  Néanmoins, sous le mécanisme de non-
réponse non monotone (1), nous pouvons montrer que 
l’imputation par la régression linéaire simple produit un 
biais même si le modèle de régression linéaire de ty  en 
fonction de 1ty −  est correct. Le biais est causé principale-
ment par la façon erronée d’utiliser les valeurs imputées 

1ty −  pour imputer les valeurs manquantes .ty  Une méthode 
de censure permet de créer un ensemble de données où la 
non-réponse est monotone en écartant toutes les réponses 
d’une unité échantillonnée après la première valeur de y 
manquante. Des méthodes appropriées pour la non-réponse 
monotone (Paik 1997 ; Robins, Rotnitzky et Zhao 1995 ; 
Troxel, Lipsitz et Brennam 1997) peuvent alors être 
appliquées à l’ensemble de données réduit. Bien que cette 
approche produise des estimateurs corrects, elle n’est pas 
efficace si T  n’est pas petit, puisque de nombreuses 
réponses sont écartées. 

L’objectif du présent article est de proposer une méthode 
d’imputation pour les enquêtes longitudinales pour les-
quelles la non-réponse est non monotone et le mécanisme de 
non-réponse dépend de la dernière valeur (1). L’imputation 
est une méthode utilisée couramment pour compenser la 
non-réponse dans les analyses de données d’enquête (Kalton 
et Kasprzyk 1986 ; Rubin 1987). Après avoir imputé toutes 
les non-réponses, les paramètres (tels que la moyenne de 
)ty  peuvent être estimés par des méthodes classiques en 

traitant les valeurs imputées comme des observations. La 
méthode d’imputation que nous proposons produit des 
estimateurs approximativement sans biais et convergents 
des moyennes de 1, , .Ty y…   

La présentation de la suite de l’article est la suivante. À la 
section 2, nous décrivons nos hypothèses. À la section 3, 
nous exposons le processus d’imputation. À la section 4, 
nous discutons de certaines propriétés des estimateurs 
résultants des moyennes de population, ainsi que de la 
méthode du bootstrap proposée pour estimer la variance. À 
la section 5, nous présentons certains résultats de simulation. 
À la section 6, nous donnons un exemple fondé sur la CES. 
Enfin, à la dernière section, nous résumons l’étude. 

 
2. Hypothèses et modèle d’imputation  

Soit P une population finie désignée par l’indice 
1, ,i N= …  et soit S un échantillon de taille n tiré de P 

conformément à un plan d’échantillonnage donné. Selon le 
plan d’échantillonnage, les poids de sondage ,iw i S∈  sont 
construits de manière que, pour tout ensemble de valeurs 
{ : },iz i P∈   

( )
1

,
N

s i i i
i S i

E w z z
∈ =

=∑ ∑   

où sE  est l’espérance par rapport à S. Pour chaque unité 

1, ( , , )i T ii P y y, ,∈ …  est un vecteur d’items d’intérêt ob-
tenus aux temps 1, , .t T= …  En présence de non-réponse, 
chaque unité possède aussi le vecteur 1( , , )i T i, ,δ δ…  
d’indicateurs de réponse. Pour simplifier, nous omettrons 
l’indice i dans notre discussion. 

Nous adoptons une approche assistée par modèle en 
supposant que les vecteurs 1 1( , , , , , )i T i i T iy y, , , ,δ δ… …  sont 
indépendants et identiquement distribués (i.i.d.) provenant 
d’une superpopulation. L’hypothèse i.i.d. peut être relâchée 
en divisant P en plusieurs sous-populations (appelées 
classes d’imputation) de sorte qu’elle soit vérifiée 
approximativement dans chaque classe d’imputation. Les 
classes d’imputation sont habituellement construites en 
utilisant une variable catégorique dont les valeurs sont 
observées pour toutes les unités échantillonnées ; par 
exemple, sous échantillonnage stratifié, les strates ou les 
unions de strates sont fréquemment utilisées comme classes 
d’imputation. Chaque classe d’imputation devrait contenir 
un grand nombre d’unités échantillonnées. Souvent, si de 
nombreuses strates sont de petite taille, les classes 
d’imputation sont crées par poststratification (Valliant 1993) 
et/ou regroupement de petites strates. 

Quand les classes d’imputation sont construites, l’impu-
tation est effectuée dans chacune d’elles. Donc, pour 
simplifier, à partir de maintenant, nous supposons qu’il 
n’existe qu’une seule classe d’imputation. 

Sous le mécanisme de non-réponse dépendant de la 
dernière valeur, 

1 1 1 1

1

( 1 )

( 1 ) 2 .
t T t t T

t t

P y y

P y t T

− +

−

δ = | , , ,δ , , δ , δ , , δ

= δ = | , = , ,

… … …

…
 
(1)
 

Nous ne formulons aucune autre hypothèse concernant 

1( 1 ).t tP y −δ = |  En l’absence de non-réponse, nous 
supposons que 1( )Ty y, ...,  est une chaîne de Markov, c’est-
à-dire que 

1 1( , , ) ( ), 2, , ,t T t tL y y y L y y t T−| = | =… …  (2) 

où ( )L ξ|ζ  désigne la loi conditionnelle de ξ  sachant .ζ  
Nous n’émettons aucune autre hypothèse concernant 

1( ),t tL y y −|  excepté que ty  possède un moment fini de 
deuxième ordre. Dans de nombreuses enquêtes écono-
miques, une hypothèse plus forte que (2) est faite, à savoir : 

1 1 , 2, , ,t t t ty y y t T− −= β + | | ε = …  (3) 

où β  est un paramètre inconnu, les tε  sont indépendants 
des ,ty  1 0ε =  et les 2, , Tε ε…  ont une moyenne nulle et 
une variance commune (par exemple les données de la 
CES ; voir Butani et coll. 1997). Sous (3), le meilleur 
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estimateur linéaire sans biais de β  est l’estimateur par le 
ratio bien connu. 

Pour considérer les résultats asymptotiques, nous 
adoptons le cadre de travail de Krewski et Rao (1981) et de 
Bickel et Freedman (1984). Nous supposons que la 
population finie P est un membre d’une suite de populations 
finies désignée par l’indice v. On sous-entend que v→∞  
pour tous les processus limites. Quand ,v→∞  la taille de la 
population N et la taille de l’échantillon n augmentent à 
l’infini. Dans les enquêtes par sondage, on impose 
habituellement aux poids iw  les conditions de régularité 
suivantes : 

( ) 2
0 1max et Var ,i s i

i P
i S

n w b N n w b N
∈ ∈

≤ ≤∑  (4) 

où 0b  et 1b  sont des constantes positives et Vars  est la 
variance par rapport au plan d’échantillonnage. Dans (4), la 
première condition assure qu’aucun poids iw  ne soit 
anormalement grand (voir Krewski et Rao 1981), tandis que 
la deuxième condition signifie que Var ( )i Ss iw N∈∑ /  est, au 
plus, d’ordre 1.n−  Ces conditions sont satisfaites pour les 
plans d’échantillonnage aléatoires simples stratifiés. 

 
3. Processus d’imputation  

L’imputation que nous proposons est un type d’imputa-
tion par la régression. Donc, l’un des problèmes clés de 
notre méthode est de trouver les bons « prédicteurs » pour 
les non-réponses. Pour une non-réponse , 2,ty t ≥  soit r le 
point dans le temps auquel l’unité a produit la dernière 
valeur observée, c’est-à-dire que ry  est observée, mais que 

1 1r t ty y y+ −, ..., ,  sont des non-réponses. Sous les hypothèses 
(1) et (2), nous pouvons utiliser ry  comme prédicteur pour 
imputer .ty    
3.1 Cas où 1r t= −= −= −= −   

Examinons d’abord le cas où 1.r t= −  Soit 

1 1 1 1( ) ( , 0, 1)t t t t t t ty E y y, − − − −φ = | δ = δ =  

l’espérance conditionnelle (fonction de régression) pour une 
non-réponse ty  avec valeur observée 1.ty −  Si 1t t, −φ  est 
connue, nous pouvons simplement imputer ty  par 

1 1( ).t t ty, − −φ  Mais 1t t, −φ  est habituellement inconnue. Nous 
montrons en annexe que l’hypothèse (1) implique que 

1 1 1 1( ) ( , 1, 1), 2, , .t t t t t t ty E y y t T, − − − −φ = | δ = δ = = …  (5) 

Donc, 1t t, −φ  peut être estimée par régression de ty  sur 1ty −  
en utilisant les données provenant de toutes les unités 
échantillonnées pour lesquelles ty  et 1ty −  sont observées. 

L’idée d’utiliser (5) pour l’imputation est la même que 
celle appliquée dans le cas de la non-réponse monotone 
traité par Paik (1997). Cependant, contrairement au cas de la 

non-réponse monotone, 1( )t t x, −φ  peut ne pas être linéaire en 
x pour la non-réponse non monotone. Donc, nous consi-
dérons la méthode non paramétrique décrite dans Cheng 
(1994) pour la régression. L’estimateur à noyau de 1( )t t x, −φ  
est 

1

1 1
1 1

ˆ ( )

,

t t

t i t i

i t t i t i i t t i
i S i S

x

x y x y
w I y w I

h h

, −

− , − ,
, − , , , − ,

∈ ∈

=φ

− −   
κ κ   
   

∑ ∑  

où ( )xκ  est une densité de probabilité, > 0h  est une 
fenêtre et  

1
1

1 1, 1 2, , .

0 autrement,
t i t i

t t i

t T
I

, − ,
, − ,

δ = δ = =
= 


…
 

Une non-réponse ,t jy  avec réponse 1,t jy −  est imputée par 

11
ˆ ( ).t jt j t t

yy − ,, , −
= φɶ  

Cheng (1994) a proposé la fenêtre 2 /5 ,h Cn−=  où C est 
une constante. En général, C peut différer d’une application 
à l’autre et devrait être choisie en utilisant des techniques 
exposées dans la littérature sur l’estimation par le noyau 
(par exemple, Cheng 1994 et le chapitre 5 de Härdle 1990) 
et/ou des études empiriques.  
3.2 Cas où 1r t< −< −< −< −   

Quand 1,r t< −  la situation est plus compliquée. Soit 

1( ) ( 0, 1).t r r t r t r ry E y y, +φ = | , δ = = δ = δ =⋯  

Si le mécanisme de non-réponse (1) est non ignorable, la 
valeur espérée de ty  sachant ry  avec 1r t< −  n’est pas la 
même pour la valeur observée et la valeur manquante de 
,ty  ce qui exclut l’utilisation de valeurs observées de ty  

comme résultat dans l’estimation .t r,φ  Xu (2007) démontre 
explicitement que  

1 1 1 1

( )

( , 1, , , , 1)

t r r

t r t t t r r r

y

E y y a a

,

− − + +

φ

≠ | δ = δ = δ = δ =…
 
(6)
 

où 0ja =  ou 1, 1, , 1.j r t= + −…  Par contre, dans le cas 
de la non-réponse monotone, les deux membres de (6) sont 
les mêmes (Paik 1997), si bien que le deuxième membre de 
(6) peut être utilisé comme modèle d’imputation par la 
régression et les valeurs observées de ty  peuvent être 
utilisées pour estimer .t r,φ  

Nous devons trouver une espérance conditionnelle de ty  
(sachant ry  et une certaine situation de réponse) qui est 
égale à ( )t r ry,φ  et qui nous permet d’exécuter l’imputation. 
Nous montrons en annexe que 

2 1( ) ( , 0, 1),

1, , 2, 2, , .

t r r t r t r r ry E y y

r t t T

, + +φ = | δ = = δ = δ = δ =

= − =

⋯

… …
 

(7)
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Pour estimer t r,φ  en ajustant la régression conformément à 
(7), nous ne possédons pas de valeurs de ty  observées 
comme résultats dans la régression, parce que 0tδ =  pour 
les unités définies par le deuxième membre de l’équation 
(7). Si nous effectuons l’imputation séquentielle suivant 

1, 2, ,1,r t t= − − …  alors les non-réponses ty  pour les 
unités pour lesquelles 1 1r+δ =  ont déjà été imputées. Donc, 
nous pouvons utiliser ces valeurs de ty  imputées 
antérieurement comme résultats dans la régression. Bien 
que, à chaque point fixe t dans le temps, l’imputation soit 
exécutée séquentiellement suivant 1, 2, ,1,r t t= − − …  
l’imputation pour divers points dans le temps peut être 
effectuée dans n’importe quel ordre, parce que, en tout 
point t dans le temps, les valeurs imputées sont utilisées 
comme résultats au temps t uniquement. 

Puisque t r,φ  est habituellement non linéaire, nous 
utilisons la régression à noyau. Pour 2, ,t T= …  et 

2, 3, ,1,r t t= − − …  l’espérance conditionnelle ( )t r x,φ  
pour tout x  est estimée par 

,

ˆ ( )

,

t r

r i r i

i t r i i t r it i
i S i S

x

x y x y
w I w Iy

h h

,

,
, , , ,,

∈ ∈

φ

− −   
= κ κ   

   
∑ ∑ɶ

 
(8)
 

où 
t iy ,ɶ  est une valeur imputée antérieurement et 

2 11 0, 1,

1, , 2, 2, , .

0 autrement

t i r i r i r i

t r iI r t t T

, + , + , ,

, ,

δ = = δ = δ = δ =
= = − =
 ,

⋯

… …  

Une non-réponse t jy ,  avec dernière réponse r jy ,  est 
imputée par  

ˆ ( ).r jt j t r
yy ,, ,

= φɶ  

L’hypothèse de chaîne de Markov (2) assure que 
l’utilisation de valeurs imputées antérieurement 

t iy ,ɶ  comme 
résultats dans (8) produise un estimateur asymptotiquement 
valide de t r,φ  (voir le résultat (11) en annexe).  
3.3 Une illustration  

Afin d’illustrer le processus d’imputation décrit plus haut 
et la façon dont les schémas de non-réponse sont groupés en 
cellules d’imputation, nous considérons l’imputation au 
temps 4t =  (tableau 1). Dans le tableau 1, la direction 
horizontale correspond à quatre points dans le temps et la 
direction verticale correspond à divers schémas de non-
réponse, où chaque schéma est représenté par un vecteur de 
dimension 4 constitué de 0 et de 1 avec 0 indiquant une non-
réponse et 1 indiquant une réponse. Il existe, en tout, 

1 32 2 8T − = =  schémas de non-réponse. Conformément au 
processus d’imputation décrit plus haut, à l’étape 1, nous 
considérons les non-réponses au temps 4 avec les dernières 
réponses au temps 3, qui correspondent aux schémas 3 et 4. 
Conformément au modèle d’imputation (5), nous ajustons 

une régression en utilisant les données dans les schémas 7 et 
8 indiquées par + (utilisées comme prédicteurs) et par ×  
(utilisées comme résultats) dans le bloc du tableau 1 sous le 
titre Étape 1. Puis, nous obtenons les valeurs imputées 
(indiquées par ○ ) à partir de la régression ajustée en 
utilisant les données indiquées par * comme prédicteurs 
dans le bloc sous le titre Étape 1. Ensuite, nous nous 
concentrons sur le bloc du tableau 1 situé sous le titre 
Étape 2. Les non-réponses au temps 4t =  avec les réponses 
au temps 2t =  sont celles du schéma 2. Suivant le modèle 
d’imputation (7), nous ajustons une régression en utilisant 
les données du schéma 3 indiquées par + (utilisées comme 
prédicteurs) et par ⊗  (valeurs imputées antérieurement 
utilisées comme résultats). Puis, nous obtenons les valeurs 
imputées (indiquées par ○ ) à partir de la régression ajustée 
en utilisant les données indiquées par * comme prédicteurs. 
Enfin, nous nous concentrons sur le bloc du tableau 1 sous 
le titre Étape 3. Les non-réponses au temps 4t =  avec les 
dernières réponses au temps 1t =  sont celles du schéma 1. 
Conformément au modèle d’imputation (7), nous ajustons 
une régression en utilisant les données du schéma 2 indi-
quées par + (utilisées comme prédicteurs) et par ⊗  (valeurs 
imputées antérieurement utilisées comme résultats). Ensuite, 
nous obtenons les valeurs imputées (indiquées par ○ ) à 
partir de la régression ajustée en utilisant les données 
indiquées par * comme prédicteurs. 
  
Tableau 1  
Illustration du processus d’imputation au temps t = 4 
 

 Étape 1: r = 3 Étape 2: r = 2 Étape 3: r = 1 
 Temps Temps Temps 
Schéma 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 
(1,0,0,0)         *   ○  
(1,1,0,0)      *  ○  +   ⊗  
(1,1,1,0)   * ○   +  ⊗      
(1,0,1,0)   * ○          
(1,0,0,1)             
(1,1,0,1)             
(1,0,1,1)   + ×          
(1,1,1,1)   + ×           
:+   données observées utilisées comme prédicteurs dans 

l’ajustement de la régression 
:×   données observées utilisées comme réponses dans l’ajustement 

de la régression 
:⊗  données imputées utilisées comme réponses dans l’ajustement 

de la régression 
* :  données observées utilisées comme prédicteurs dans 

l’imputation 
:○  valeurs imputées 

 
4. Estimation des moyennes de population en 

       utilisant les données imputées  
Soit tY  la moyenne de population finie au temps t. La 

moyenne d’échantillon basée sur les données observées et 
imputées s’écrit 
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ˆ ,i t it
i S

w yY ,
∈

=∑ ɶ  (9) 

où 
t iy ,ɶ  est égal à la valeur observée si 1t i,δ =  et est une 

valeur imputée si 0.t i,δ =  Établissons maintenant que, en 
tant qu’estimateur de la moyenne de population au 
temps ˆ, tt Y  donné par (9) est convergent et asymptotique-
ment normal sous le cadre asymptotique décrit à la 
section 2.  
Théorème 1. Formulons les hypothèses (1), (2) et (4), et 
supposons que nous travaillons dans le cadre asymptotique 
décrit à la section 2. Supposons en outre que les conditions 
de régularité suivantes sont appliquées :  
(C1) 2( ) , 1, , .tE y t T< ∞ = …   
(C2) 0 ( 1) 1t rP I ,< = <  et 2[ ( ) ( )] ,t r r t r rE y p y, ,σ / < ∞  où 

1 1 1( ) ( 1 1),t t t t tp x P y x, − − −= δ = | = , δ =  ( )t rp x, =  

1 1( 0 1t r r r t XP y x + −δ = | = ,δ = δ = ,δ = = µ⋯ 2 0),r+δ =  
1, , 2,r t= −…  2 ( ) Var( , 1),t r t r t rx y y x I, ,σ = | = =  t rI ,  

est équivalent à t r iI , ,  avec les t i,δ  remplacés par les 
,tδ  1, , 1, 2, , .r t t T= − =… …    

(C3) ( )t r x,φ  et ( ) ( ) ( )t r t r rg x p x f x, ,=  possèdent des 
dérivées secondes bornées telles que 

2
,[{ ( ) ( )} ( )

{1 ( )}/ ( )

t r r t r r t r r

t r r t r r

E y y g y

p y g y

, ,

, ,

′′σ + φ

× − < ∞
 

 et 
2

, , ,[{ ( ) ( ) ( ) ( )}

{1 ( )}/ ( )] ,

t r r t r r t r r t r r

t r r t r r

E y g y y g y

p y g y

,

, ,

′′ ′ ′φ + φ

× − < ∞
 

où ( )rf x  est la densité de probabilité de 
, 1, , 1, 2, , .ry r t t T= − =… …   

(K) La fonction noyau κ  est une densité de probabilité 
bornée et symétrique sur la ligne réelle avec 
deuxième moment fini.  

(B) La fenêtre h satisfait 2 2(log )nh n/ → ∞  et 
4 0nh →  quand .n→∞    

Alors, pour 1, , ,t T= …   

2ˆ( ) (0 ),t t d tn Y N− µ → , σ  (10) 

où 2( ),t t tE yµ = σ  est un paramètre inconnu, et d→  indique 
la convergence en loi par rapport à la loi conjointe de 

1 2( , , , , , )i T i i T iy y, , , ,δ δ… …  et à l’échantillonnage (modèle 
et plan). 

La preuve est donnée en annexe. les conditions (K) et (B) 
sont exactement les mêmes que celles énoncées dans Cheng 
(1994) et les conditions (C1) à (C3) sont les mêmes que 
celles de Cheng (1994) appliquées aux unités définies par 
les deuxièmes membres des équations (5) à (7). 

À cause de la complexité de l’imputation, il est difficile 
d’obtenir une forme explicite de 2

tσ  dans (9). Nous 
considérons la méthode du bootstrap. Un bootstrap correct 
peut être obtenu en appliquant le processus d’imputation 
dans chacun des échantillons bootstrap, c’est-à-dire en 
imputant chaque ensemble de données bootstrap exactement 
de la même façon que l’ensemble de données originales 
(Shao et Sitter 1996). Plus précisément, nous procédons 
comme il suit.  
1. Dans chaque classe d’imputation, tirer de l’échantillon 

un échantillon bootstrap par échantillonnage aléatoire 
simple avec remise, où la taille de l’échantillon 
bootstrap est égale au nombre d’unités échantillonnées 
dans la classe d’imputation. Combiner les échantillons 
bootstrap pour former *.S  L’ensemble de données 
bootstrap contient toutes les données observées, les 
poids, et les indicateurs de réponse des unités dans *.S   

2. Appliquer la méthode d’imputation proposée à 
l’ensemble de données bootstrap. Calculer l’analogue 
bootstrap *ˆ .tY   

3. Répéter indépendamment les étapes qui précèdent B 
fois pour obtenir *1 *ˆ ˆ, , .Bt tY Y…  La variance d’échan-
tillon de *1ˆ , ,tY …  *ˆ B

tY  est notre estimateur de variance 
par le bootstrap pour ˆ .tY   

Notons que la méthode du bootstrap requiert un grand 
nombre de calculs répétés, ce qui est le prix à payer pour 
remplacer le calcul théorique des variances asymptotiques. 
Il est également possible d’utiliser d’autres méthodes du 
bootstrap valides pour les données d’enquête décrites dans 
Shao et Tu (1995, chapitre 6). 

À la section suivante, nous évaluons la performance de 
l’estimateur de variance par le bootstrap proposé à l’aide 
d’une simulation. 

 
5. Simulation  

Nous avons exécuté une étude par simulation pour 
évaluer la performance de la méthode d’imputation 
proposée en ce qui concerne l’estimation de la moyenne de 
.ty  Nous avons considéré un échantillon de taille 1 000. 

Chaque unité échantillonnée possède des données longitu-
dinales de taille 4.T =  Les valeurs des moyennes de 
population pour les quatre points dans le temps sont 1,33, 
1,94, 2,73 et 3,67, respectivement. Nous avons produit des 
données longitudinales conformément à deux modèles. 
Dans le premier, 1( , , )Ty y…  suit une loi normale multi-
variée et suit le modèle AR(1) avec coefficient de 
corrélation de 0,9 et erreur-type de 1. Dans le deuxième, 

1(log , , log )Ty y…  suit une loi normale multivariée et suit 
le modèle AR(1) avec coefficient de corrélation de 0,9 et 
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erreur-type de 1. Au temps 1,t =  toutes les données sont 
observées. Pour 2, , ,t T= …  les non-réponse sont générées 
en utilisant 

1
1

1

exp{1 1,2 }
( 0 )

1 exp{1 1,2 }
t

t t

t

y
P y

y

−
−

−

−
δ = | =

+ −
 

pour le cas des données normales et  

1
1

1

exp{2 0,7 }
( 0 )

1 exp{2 0,7 }
t

t t

t

y
P y

y

−
−

−

−
δ = | =

+ −
 

pour le cas des données log-normales. Ces modèles de non-
réponse ont été choisis de manière que les probabilités 
inconditionnelles de non-réponse soient environ les mêmes 
dans les deux cas (voir le tableau 2). 

Aux fins de comparaison, nous avons inclus cinq esti-
mateurs dans la simulation : la moyenne d’échantillon des 
données complètes, qui est utilisée comme cas idéal ; la 
moyenne d’échantillon des réponses en ne tenant pas 
compte des non-réponses, la moyenne d’échantillon basée 
sur l’imputation par la régression linéaire simple décrite à la 
section 1, la moyenne d’échantillon basée sur la censure 
(décrite à la section 1) et l’imputation par la régression 
linéaire pour des données manquantes monotones (Paik 
1997), ainsi que la moyenne d’échantillon basée sur la 
méthode d’imputation que nous proposons. Dans la 
régression non paramétrique décrite aux sections 3.1 et 3.2, 
nous avons utilisé la densité normale standard comme 
noyau ( )xκ  et choisi la fenêtre h de manière qu’elle soit 
environ 2/ 54 ,n−  c’est-à-dire celle utilisée dans la simulation 
de Cheng (1994). 

Les tableaux 3 et 4 donnent (en se fondant sur 
1 000 exécutions de la simulation) le biais relatif et la 
variance des estimateurs de la moyenne, l’estimateur de 
variance par le bootstrap (basé sur 200 répliques bootstrap), 
la probabilité de couverture de l’intervalle de confiance (IC) 
à 95 % approximatif obtenu en utilisant l’estimateur 
ponctuel 1,96 variance bootstrap,± ×  et la longueur de 
l’IC. Les résultats des tableaux 3 et 4 se résument comme il 
suit.  

1. Biais. La méthode d’imputation proposée produit 
des estimateurs dont le biais est négligeable dans 
tous les cas envisagés. La moyenne d’échantillon 
des réponses uniquement est manifestement biaisée 
à moins que 1.t =  Même si, dans certains cas ses 
valeurs sont faibles, le biais donne lieu à une 
probabilité de couverture très faible de l’IC, parce 
que la variance de la moyenne d’échantillon est 
beaucoup plus faible que le carré du biais. La 
méthode d’imputation par la régression linéaire 

simple n’est correcte que quand 2t =  et que les 
données suivent une loi normale. Dans le cas 
normal, le biais relatif à 3t =  est très petit, mais à 

4,t =  il est de 1,1 %, ce qui donne une probabilité 
de couverture de l’IC de 76,3 % seulement. La 
méthode de censure et d’imputation par la 
régression linéaire est correcte dans le cas normal 
et produit un faible biais. Par contre, dans le cas 
log-normal, l’imputation par la régression linéaire 
simple ainsi que la méthode de censure avec 
imputation par régression linéaire sont biaisées, 
parce que les fonctions de régression ne sont pas 
linéaires.  

2. Bootstrap et IC. La méthode du bootstrap comme 
estimateur de la variance de l’estimateur de la 
moyenne donne des bons résultats dans tous les 
cas, même quand l’estimateur de la moyenne 
comporte un biais. L’IC connexe a une probabilité 
de couverture qui s’approche du niveau nominal de 
95 % quand l’estimateur de la moyenne est sans 
biais.  

3. Imputation proposée contre censure. Quand nous 
utilisons la censure et l’imputation par la régression 
linéaire, l’estimateur de la moyenne est biaisé dans 
le cas log-normal et, donc, la méthode d’imputation 
proposée est clairement meilleure. Dans le cas 
normal, les deux méthodes sont correctes. Ce-
pendant, les résultats du tableau 3 illustrent l’effet 
du rejet des données observées. Quand 2,t =  la 
méthode de censure donne de meilleurs résultats 
que la méthode d’imputation proposée, parce 
qu’aucune unité n’est vraiment censurée et que la 
méthode de censure s’appuie sur la régression 
linéaire correcte, tandis que la méthode d’imputa-
tion proposée repose sur l’ajustement d’une 
régression non paramétrique. Quand 3,t =  la 
performance de la méthode de censure est environ 
la même que celle de la méthode d’imputation 
proposée, mais quand 4,t =  les résultats de la 
méthode de censure sont beaucoup moins bons que 
ceux de la méthode d’imputation proposée. 
L’examen du tableau 2 montre qu’en moyenne, 
25 % des unités échantillonnées sont censurées 
quand 3t =  et que 45 % le sont quand 4.t =  Le 
gain lié à l’utilisation de la régression linéaire 
correcte ne suffit pas à compenser l’effet du rejet 
des données observées, surtout quand 4.T =  
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Tableau 2  
Probabilités inconditionnelles de non-réponse dans l’étude par simulation 

 

   Probabilité de non-réponse 
 Schéma de non-réponse Cas normal Cas log-normal 

t = 3 Monotone (1,0,0) 0,14  0,16  
  (1,1,0) 0,12 0,26 0,09 0,25 
 Intermittente (1,0,1) 0,25 0,25 0,20 0,20 
 Complète (1,1,1) 0,49 0,49 0,55 0,55 

t = 4 Monotone (1,0,0,0) 0,04  0,06  
  (1,1,0,0) 0,02  0,02  
  (1,1,1,0) 0,04 0,10 0,02 0,10 
 Intermittente (1,0,0,1) 0,10  0,10  
  (1,0,1,0) 0,04  0,03  
  (1,0,1,1) 0,21  0,17  
  (1,1,0,1) 0,10 0,45 0,06 0,36 
 Complète (1,1,1,1) 0,45 0,45 0,54 0,54 

  
 

Tableau 3 
Résultats des simulations pour l’estimation des moyennes (cas normal) 

 

Méthode Quantité t = 1 t = 2 t = 3 T = 4 

Données complètes Biais relatif 0,0 % 0,0 % 0,0 % 0,0 % 

 Variance 310×  0,962 0,981 1,052 1,033 

 Variance par le bootstrap 1,002 1,002 1,002 1,006 

 Prob. de couverture de l’IC 95,4 % 94,9 % 94,5 % 94,5 % 

 Longueur de l’IC 0,124 0,124 0,124 0,124 

Réponses Biais relatif  16,8 % 8,3 % 3,5 % 
 Variance 310×   1,319 1,240 1,051 
 Variance par le bootstrap  1,364 1,178 1,062 
 Prob. de couverture de l’IC  0,0 % 0,0 % 2,4 % 
 Longueur de l’IC  0,145 0,134 0,128 

Biais relatif  0,0 % 0,0 % 1,1 % 
Variance 310×   1,121 1,434 1,185 
Variance par le bootstrap  1,172 1,466 1,192 
Prob. de couverture de l’IC  94,9 % 94,7 % 76,3 % 

Imputation par la régression 
linéaire simple 

Longueur de l’IC  0,134 0,150 0,135 

Biais relatif  0,0 % 0,0 % 0,0 % 
Variance 310×   1,121 1,437 1,642 
Variance par le bootstrap  1,172 1,476 1,819 
Prob. de couverture de l’IC  94,9 % 94,7 % 96,1 % 

Censure et imputation par la 
régression linéaire 

Longueur de l’IC  0,134 0,150 0,167 

Biais relatif  0,2 % 0,3 % 0,2 % 
Variance 310×   1,196 1,438 1,264 
Variance par le bootstrap  1,231 1,401 1,224 
Prob. de couverture de l’IC  95,0 % 93,7 % 94,1 % 

Imputation proposée 

Longueur de l’IC  0,137 0,146 0,137 
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Tableau 4  
Résultats des simulations pour l’estimation des moyennes (cas log-normal) 

 

Méthode Quantité t = 1 t = 2 t = 3 t = 4 

Données complètes Biais relatif 0,0 % 0,0 % 0,0 % 0,0 % 
 Variance  0,069 0,172 0,383 1,074 
 Variance par le bootstrap 0,067 0,161 0,418 1,138 
 Prob. de couverture de l’IC 94,4 % 93,8 % 94,9 % 94,6 % 
 Longueur de l’IC 1,008 1,557 2,511 4,142 
Réponses Biais relatif  28,1 % 18,8 % 10,8 % 
 Variance   0,366 0,614 1,378 
 Variance par le bootstrap  0,344 0,668 1,461 
 Prob. de couverture de l’IC  0,1 % 2,1 % 31,6 % 
 Longueur de l’IC  2,267 3,171 4,690 

Biais relatif  7,0 % 12,6 % 12,5 % 
Variance   0,266 0,877 1,589 
Variance par le bootstrap  0,240 0,807 1,611 
Prob. de couverture de l’IC  71,6 % 39,3 % 23,2 % 

Imputation par la régression 
linéaire simple 

Longueur de l’IC  1,894 3,481 4,938 
Biais relatif  7,0 % 12,1 % 13,8 % 
Variance   0,266 0,874 2,735 
Variance par le bootstrap  0,240 0,836 2,617 
Prob. de couverture de l’IC  71,6 % 43,9 % 36,4 % 

Censure et imputation par la 
régression linéaire 

Longueur de l’IC  1,894 3,540 6,277 
Biais relatif  0,1 % 0,1 % 0,1 % 
Variance   0,189 0,447 1,119 
Variance par le bootstrap  0,179 0,482 1,236 
Prob. de couverture de l’IC  94,5 % 95,7 % 95,6 % 

Imputation proposée 

Longueur de l’IC  1,644 2,697 4,317 

 
6. Exemple   

Dans le cadre de la CES présentée à la section 1, les 
données sur l’emploi sont recueillies mensuellement auprès 
des établissements non agricoles. Durant tout mois après le 
mois de référence, le taux de non-réponse est de l’ordre de 
20 à 40 % et la non-réponse est non monotone. En outre, il 
est habituellement supposé que les hypothèses (1) et (2) sont 
vérifiées. En fait, l’hypothèse (3), qui est plus forte que 
l’hypothèse (2), est souvent émise (Butani, Harter et Wolter 
1997). Nous considérons un échantillon aléatoire simple 
stratifié tiré d’un ensemble de données de la CES (un sous-
ensemble d’un échantillon des années 1980). Le tableau 5 
donne la taille des strates, la taille d’échantillon selon la 
strate, ainsi que le taux de non-réponse selon la strate. 
Chaque méthode d’imputation est appliquée dans un groupe 
de strates (groupe 1 = strates 1 à 4 ; groupe 2 = strates 5 à 7 ; 
groupe 3 = strates 8 à 11 ; groupe 4 = strate 12 ; 
groupe 5 = strates 13 à 15 ; groupe 6 = strate 16). 

Afin d’estimer les nombres d’emplois du mois 1 
(référence) au mois 8, nous avons appliqué cinq méthodes 
dans l’étude par simulation de la section 5. Le noyau et la 
fenêtre utilisés pour la régression non paramétrique étaient 
les mêmes que dans la simulation (section 5). Comme les 
nombres d’emplois dans la population sont tirés une fois par 
an des dossiers administratifs de l’assurance-chômage, les 
données correspondant aux non-réponses survenues 

n’importe quel mois deviennent en fait disponibles plus tard, 
de sorte que la moyenne d’échantillon fondée sur les 
données complètes peut être calculée comme norme. Les 
moyennes d’échantillon calculées par diverses méthodes 
sont présentées au tableau 6, ainsi que les estimations 
bootstrap de leur variance (fondées sur une taille d’échan-
tillon bootstrap de 200). Dans le cas des moyennes d’échan-
tillon basées sur les réponses et trois méthodes d’imputation, 
nous avons également calculé le biais relatif estimé défini 
comme étant égal à (moyenne d’échantillon/ moyenne 
d’échantillon basée sur les données complètes) 1.−  

Le tableau 6 montre que la moyenne d’échantillon basée 
sur la méthode d’imputation proposée est fort comparable à 
celle fondée sur les données complètes, tandis que la 
moyenne d’échantillon basée sur les répondants présente 
manifestement un biais. Vu que la non-réponse est non 
ignorable, l’imputation par la régression linéaire simple 
produit un certain biais à partir du mois 4, quoique le biais 
relatif estimé soit, au plus, égal à 5,5 % en valeur absolue. 
La méthode de censure avec imputation par la régression 
linéaire est entachée d’un certain biais après le mois 4, 
probablement parce que les données ne suivent pas une loi 
normale, si bien que l’ajustement de la régression linéaire 
n’est pas correct. En outre, les variances estimées sont 
grandes comparativement à celles obtenues pour la méthode 
proposée, ce qui traduit l’effet du rejet des données 
observées. 
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Tableau 5  
Taille de la strate, taille de l’échantillon et taux de non-réponse dans l’exemple de la CES 

 

 Taille de Taille de Non-réponse en pourcentage 
Strate la strate l’échantillon t = 1 t = 2 t = 3 t = 4 t = 5 t = 6 t = 7 t = 8 

1 223 102 0 32,4 39,2 34,3 27,5 30,4 28,4 33,3 
2 1 649 110 0 28,2 31,8 30,0 34,5 33,6 26,4 29,1 
3 1 900 120 0 37,5 39,2 34,2 44,2 41,7 40,0 40,8 
4 419 98 0 41,8 48,0 35,7 38,8 44,9 38,8 38,8 
5 1 947 132 0 37,1 33,3 25,8 25,0 27,3 23,5 28,8 
6 2 391 180 0 41,1 36,1 42,8 37,8 39,4 39,4 38,3 
7 5 365 256 0 35,2 34,0 33,6 36,7 35,2 40,6 39,1 
8 2 330 201 0 30,3 36,8 40,3 34,8 37,3 37,3 37,8 
9 1 164 113 0 35,4 29,2 33,6 30,1 29,2 32,7 33,6 
10 593 106 0 37,7 44,3 40,6 47,2 41,5 37,7 32,1 
11 2 222 182 0 24,2 26,4 27,5 27,5 28,0 20,3 27,5 
12 6 880 512 0 40,0 39,6 40,6 41,0 41,4 39,8 38,9 
13 2 373 160 0 36,9 40,6 36,2 33,8 39,4 30,0 36,9 
14 50 42 0 40,5 38,1 28,6 45,2 33,3 33,3 31,0 
15 4 100 241 0 36,5 38,6 34,4 34,9 42,7 33,2 32,8 
16 3 951 412 0 37,9 36,9 36,9 38,1 40,3 40,5 39,3 

 
Tableau 6  
Estimations dans l’exemple de la CES 

 

Méthode Quantité t = 1 t = 2 t = 3 T = 4 t = 5 t = 6 t = 7 t = 8 
Données complètes moyenne 38,05 38,41 38,70 38,95 39,16 38,91 38,79 38,81 
 �var.  0,805 0,814 0,828 0,830 0,990 0,832 0,822 0,852 

Réponses moyenne  54,03 54,31 54,15 55,08 55,15 54,20 54,50 
 �biais   40,7 % 40,3 % 39,0 % 40,7 % 41,7 % 39,7 % 40,4 % 
 �var.   1,647 1,488 1,506 1,990 1,708 1,413 1,491 

moyenne  38,45 38,72 39,33 38,81 41,04 40,54 39,79 
�biais   0,1 % 0,1 % 1,0 % -0,9 % 5,5 % 4,5 % 2,5 % 

Imputation par la 
régression linéaire 
simple �var.   0,821 0,834 0,866 0,963 1,979 1,465 1,008 

moyenne  38,45 38,71 39,17 38,25 40,46 40,34 40,30 
�biais   0,1 % 0,0 % 0,6 % -2,3 % 4,0 % 4,0 % 3,8 % 

Censure et 
imputation par la 
régression linéaire �var.   0,821 0,833 0,881 1,289 1,497 1,630 1,660 

Imputation proposée moyenne  38,37 38,68 38,97 39,10 39,05 38,72 38,88 
 �biais   -0,1 % -0,1 % 0,0 % -0,1 % 0,4 % -0,2 % 0,2 % 
 �var.   0,813 0,834 0,837 1,019 0,962 0,924 0,910 
�biais  : (moyenne d’échantillon/moyenne d’échantillon basée sur les données complètes) - 1 
�var.  : estimation bootstrap de la variance 

 
7. Conclusion  

Dans le cas de données longitudinales avec non-réponse 
non monotone, nous proposons une méthode d’imputation 
sous les hypothèses que les mécanismes de non-réponse 
dépendent de la dernière valeur et que les données 
longitudinales suivent une chaîne de Markov. Notre 
méthode est non paramétrique et produit des estimateurs 
convergents et suivant asymptotiquement une loi normale 
des moyennes de population. Comme les variances 
asymptotiques des estimateurs des moyennes de population 
sont très compliquées, nous proposons une simple méthode 
du bootstrap pour estimer la variance. Certains résultats de 
simulation montrent que la méthode proposée donne de 

bons résultats. À titre d’illustration, nous utilisons la CES, 
qui est l’un des exemples qui a motivé notre étude. 

En général, la non-réponse au temps t peut dépendre non 
seulement de la dernière valeur observée au temps 1,t −  
mais aussi d’autres valeurs antérieures recueillies à des 
points dans le temps antérieurs à 1.t −  De surcroît, les 
données longitudinales ne suivent pas nécessairement une 
chaîne de Markov, si bien qu’il pourrait exister une 
dépendance de long terme entre les données provenant de 
divers points dans le temps. Dans l’un ou l’autre cas, la 
méthode que nous proposons n’est pas applicable. Une 
méthode générale est en cours d’élaboration. 
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Annexe  
Preuve de (5) 

Soit ( )L ξ  la distribution de ξ  et ( )L ξ | ζ  la distribution 
conditionnelle de ξ  sachant .ζ  Alors,  

1 1

1 1

1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1

( , 0, 1)

( , , 0, 1)

( 0 1)

( 0 , , 1) ( , , 1)

( 0 , 1) ( , 1)

( , 1),

t t t t

t t t t

t t t

t t t t t t t

t t t t t

t t t

L y y

L y y

L y

L y y L y y

L y L y

L y y

− −

− −

− −

− − − −

− − − −

− −

| δ = δ =

δ = δ =
=

,δ = ,δ =

δ = | δ = δ =
=

δ = | δ = δ =

= | δ =

 

où la troisième égalité découle de (1). De même, nous 
pouvons montrer que 

1 1 1 1( , 1, 1) ( , 1).t t t t t t tL y y L y y− − − −| δ = δ = = | δ =  

Donc, 1 1 1 1( , 0, 1) ( , 1, 1)t t t t t t t tL y y L y y− − − −| δ = δ = = | δ = δ =  
et le résultat (5) s’ensuit.  
Preuve de (7)  

En utilisant la même notation que dans la preuve 
précédente, nous avons 
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où la dernière égalité découle de (1). De même, nous 
pouvons montrer que  
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Donc,  
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et le résultat (7) s’ensuit.  
Preuve du théorème 1 
Posons que ( 2, , )t T= …  est fixe et que t rn , =  le nombre 
d’unités avec 1, 1, , 1.t r iI r t, , = = −…  Nous commençons 
par montrer que, pour 1,r t< −   
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où la dernière égalité découle de l’hypothèse (2). Alors 
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et  
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Donc, {( , ), 1, , }t ty t Tδ = …  est une chaîne de Markov. Par 
conséquent,  
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Alors, le premier membre de (11) est égal à  
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qui est le deuxième membre de (11). 
Il découle de la construction de 

t iy ,ɶ  décrite à la section 3, 
du résultat (11) et de la preuve du théorème 2.1 dans Cheng 
(1994) que 

2( ) (0, )t r t r d t rt r
n Ny, , ,, − µ → σ  
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pour une certaine 2 ,t r,σ  où 11/ n
it r t r it r t i

n Iy y=, , ,, ,∑= ɶ  et 
[ ( ) 1], 1, , 1.t r t r r t rE y I r t, , ,µ = φ | = = −…  Le résultat 

découle de  
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