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Estimation pour petits domaines sous une contrainte

Junyuan Wang, Wayne A. Fuller et Yongming Qu '

Résumé

La prédiction sur petits domaines fondée sur des effets aléatoires, appelée (MPLSBE), est une méthode de construction
d’estimations pour de petites régions géographiques ou de petites sous-populations en utilisant les données d’enquéte
existantes. Souvent, le total des prédicteurs sur petits domaines est forcé d’étre égal a ’estimation par sondage directe et ces
prédicteurs sont alors dits calés. Nous passons en revue plusieurs prédicteurs calés et présentons un critére qui unifie leur
calcul. Nous dérivons celui qui est I'unique meilleur prédicteur linéaire sans biais sous ce critére et discutons de 1’erreur
quadratique moyenne des prédicteurs calés. L’imposition de la contrainte comporte implicitement la possibilité que le
modeéle de petit domaine soit spécifi¢ incorrectement et que les prédicteurs présentent un biais. Nous étudions des modéeles
augmentés contenant une variable explicative supplémentaire pour lesquels les prédicteurs sur petits domaines ordinaires
présentent la propriété d’autocalage. Nous démontrons a 1’aide de simulations que les prédicteurs calés ont un biais un peu
plus faible que le prédicteur MPLSBE habituel. Cependant, si le biais est une préoccupation, une meilleure approche
consiste a utiliser un modéle augmenté contenant une variable auxiliaire supplémentaire qui est fonction de la taille du
domaine. Dans les simulations, les prédicteurs fondés sur le modeéle augmenté ont une EQM plus petite que MPLSBE quand
le modele incorrect est utilisé pour la prédiction. De surcroit, ’EQM augmente trés 1égérement comparativement a celle de
MPLSBE si la variable auxiliaire est ajoutée au modele correct.

Mots clés :
le plan; modeles linéaires mixtes.

1. Introduction

Dans certaines situations, il est souhaitable d’établir
d’aprés les données d’enquéte existantes des estimateurs
fiables pour de petites régions géographiques ou de petites
sous-populations. Cependant, les tailles des échantillons de
domaine peuvent étre telles que les estimateurs habituels
produisent des erreurs-types inacceptablement grandes et il
est alors raisonnable d’utiliser un estimateur fondé sur un
modéle. Voir Rao (2003) pour une discussion compléte de
I’estimation pour petits domaines.

Un modéle pour I’estimation pour petits domaines peut
s’écrire

v, = xp+b, )]

Y=y +e, i=1 .., n @)

ou les y, sont les moyennes inobservables de petits
domaines, les Y, sont les estimateurs d’aprés les données
d’enquéte observables, les x; sont des vecteurs connus, B
est le vecteur des parametres de régression, les b, sont des
variables aléatoires indépendantes et de méme loi telles que
E(b) =0 et V(b) = G,, etles e, sont les erreurs d’échan-
tillonnage telles que E(e; | y,) =0 et V(e | y,) = 62. En
combinant (1) et (2), nous obtenons

Y=xB+b+e, i=1.,n (3)

qui est un cas particulier du modele linéaire mixte.

Modgéle des composantes de la variance; meilleure prédiction linéaire sans biais; calage; convergence sous

En supposant que les composantes de la variante csf, et
o, sont connues, le meilleur estimateur linéaire sans biais

de B est

B=[xz'x]xz'Y

-1
n
2 2\-1
- |:Z(Gb+6w-) xl.x;}
i=1

ot X'=(x,..,x,), Y =(,.,Y) et X = Var(¥) =
diag(o; + 65, ..., G; + G.,). En outre, le meilleur prédic-

teur linéaire sans biais (MPLSB) de y, est
' = xiB v, - xB), )

n
2, 24l
Z (o, +0,) XY,

i=1

)

v, = (0, +0.) o). (6)

Voir Henderson (1963) et Rao (2003). Quand les compo-
santes de la variance sont inconnues, nous les remplagons
dans (4) et (6) par des estimateurs pour obtenir , c’est-a-
dire le MPLSB empirique ou MPLSBE.

Souvent, I’estimateur direct du total de tous les domaines
étudiés est considéré comme étant d’une précision adéquate.
Si cela est le cas, le praticien pourrait choisir d’utiliser
I’estimateur du total convergent sous le plan et exiger que la
somme pondérée des prédicteurs sur petits domaines soit
égale a cet estimateur. Donc, il est désirable que les pré-
dicteurs sur petits domaines J, satisfassent
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Z(Di V= Z(’OiYi’ @)

ou les ®, sont les poids d’échantillonnage, tels que
Yr, Y estun estimateur du total (ou de la moyenne)
convergent sous le plan. Un certain nombre de méthodes,
souvent appelées « étalonnage » ou «calage», ont été
proposées pour construire des prédicteurs qui satisfont (7).
Voir, par exemple, Mantel, Singh et Barcau (1993) et You
et Rao (2003).

Afin de passer ce genre de méthodes en revue, repré-
sentons par y = (3, ..., #') le prédicteur MPLSB de
y =0y, y,) définien (5), ou

7" = XB+b, ®)
B et b représentant toute solution de
Xz'x x'z!' |[p]_|XZ'Y ©)
'x z'+x)'|Lb] | 'Y [

X, =c, 1, et I, = diag(c>, ..., 6-,). L’équation (9) est

appelée I’équation du modele mixte. Trouver une solution
de cette équation €quivaut a trouver une solution au pro-
bléme de minimisation

%ﬁg (Y —XB-b)Z,' (Y - XB—b)+b'Z,' b}. (10)

Pfeffermann et Barnard (1991) ont proposé le prédicteur
modifié

j\}PB — XﬁPB + 5PB, (11)

ou ﬁp B et H'® représentent toute solution du probléme de
minimisation (10) avec B et b soumis a la contrainte

Z wi(x;B +b) = Z o, Y. (12)
i=1 i=1
Cela mene au prédicteur

P2 =3+ [Var (7)] 'cov (7, y){i ®,Y, - ﬁ},(B)

J=1

\ ~ ~H ~H ~ 2
ou y o= 2L o ¥, COV(yi > yA) = o, v; 6, t

a0, =) (= y)x] VB x;, et Var(i) =

o, cov(F, 7).

Isaki, Tsay et Fuller (2000) ont impos¢ la contrainte par
une méthode qui, approximativement, consiste a construire
les meilleurs prédicteurs de n — 1 quantités qui ne sont pas
corrélées avec Y. ;Y. Aprés certaines opérations matri-
cielles, le prédicteur d’Isaki-Tsay-Fuller (ITF) peut é&tre
réécrit sous la forme

~ITF ~H
yi =y +

-1
[Z‘;@Var(yj)} (o,.Var(Y,.)(Z;ijj—Z;wjﬁfj, (14)
J= Jj= j=
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ou \//a\r(Y;) est un estimateur de G, + G_,.
Soulignons que le prédicteur de Pfeffermann-Barnard
(PB) (13) et le prédicteur ITF (14) sont de la forme

i=wit af(z Y =2 0 f’.i]’ 13
= =

ou Y ,®;a =1 Autrement dit, nous pouvons considérer
qu’imposer la contrainte (7) revient a un probléme d’ajuste-
ment. Pour qu’un prédicteur ajust¢ J; satisfasse (7), nous
allouons la différence ¥j_j»;Y; — X0,y aux prédic-
teurs sur petits domaines j, en utilisant a,.

A Paide du modéle au niveau des unités, You et Rao
(2002) ont proposé un estimateur de B tel que les pré-
dicteurs résultants satisfont (7). IIs ont dit que ces prédic-
teurs étaient autocalés. En appliquant leur méthode au mo-
deéle au niveau du domaine (3), nous obtenons

IR =Y+ (- 1) X Byes (16)

ou
A n ! u
Byr = {Z o, -7)x xz’i| Z@i(l — )XY (17)
i=l i=l

Tout prédicteur qui a la propriété d’autocalage, tel que le
prédicteur (16) de You et Rao (YR), est un prédicteur de la
forme (15), puisque la différence ¥ ;Y - X} 0,7,
est égale a zéro.

A la section 2, nous dérivons le « meilleur » prédicteur
de la forme (15). Les résultats conduisent a une vision
unifiée de plusieurs prédicteurs fondés sur le MPLSB. A la
section 3, nous proposons une autre approche qui posséde la
propriété d’autocalage. A la section 4, nous décrivons
brievement I’erreur quadratique moyenne (EQM) et a la
section 5, nous recourons a des études par simulation pour
comparer les prédicteurs. A la section 6, nous présentons
nos conclusions et une discussion.

2. «Meilleur » prédicteur linéaire sans
biais sous une contrainte

Afin de trouver le « meilleur » prédicteur linéaire sans
biais de y qui satisfait la contrainte (7), nous commengons
par supposer que les paramétres pour les composantes de la
variance sont connus. Selon le lemme 1 de Pfeffermann et
Barnard (1991), il est impossible de comparer, composante
par composante, des prédicteurs qui satisfont la contrainte
(7) pour trouver le meilleur d’entre eux. Par conséquent, un
certain critere global est requis. L’un des critéres naturels est

0G") = icp,-w:' — (18)
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oules o,i=1 ..
positifs.

, n sont un ensemble choisi de poids

Théoréme 1. Soit le modéle a effets aléatoires

Y, =xB+b +e,

1

i=1..n

ou les b, sont indépendants et de méme loi de moyenne
nulle et de variance c,, les e, sont indépendants et de loi
de moyenne nulle et de variance >, et b = (b, ..., b))
est indépendant de e = (e,, ..., e,). Supposons que 612, et
G, sont connues, et que B est inconnu. Soit 3 le MPLSB
de y, définien (5). Soit

it =5t va Sor-Sost] o
= =

ou g; = (Z;’Zlcp, o; 2! ¢, a) et o, sont les poids fixes de
(7). Alors p* = (yl, o DY) est, parmi tous les prédicteurs
linéaires sans biais, le seul qui satisfait (7) et minimise le
critere (18).

Preuve : Voir I’annexe A.

Remarque 1. Quand les composantes de la variance sont
inconnues, nous les remplacons dans (6) par des estimateurs
appropriés pour obtenir le MPLSB empirique, ou MPLSBE,
dénoté par )A/lH Donc, nous obtenons le prédicteur modifié

“To]

Remarque 2. Le critére (18) définit une « fonction de
perte », ou le choix des poids ¢, dépend du probleme
étudié. Par exemple, un statisticien peut décider d’attribuer
des poids plus élevés aux domaines « plus importants » et
des poids plus faibles aux domaines « moins importants ».
Souvent, @, est une fonction des composantes de la
variance. Dans certains cas, on peut choisir ¢, de sorte que
les prédicteurs dérives possédent certaines propriétes
souhaitables. Par exemple, ¢, = [Var(Y)]"' donne les
prédicteurs ITF, qui sont les prédicteurs MPLSB (au sens
classique) dans le sous-espace qui est orthogonal a
(®,, ..., ®,)" dans I’espace couvert par Y.

Remarque 3. Si @, =0 [cov(j/lH, )7)]’1 ou j =
2 0; ! 7, nous obtenons le predicteur (13) dérive par
Pfeffermann et Barnard (1991). Quand ¢, = [Var(y/ N
nous obtenons celui utilisé par Battese, Harter et Fuller
(1988).

3. Un autre moyen d’imposer la contrainte

Nous avons discuté d’une famille de prédicteurs pour
lesquels le total des prédicteurs sur petits domaines est égal
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au total des estimations d’enquéte directes. L.’imposition de
la contrainte (7) comporte implicitement la possibilité que le
prédicteur sur petits domaines du total présente un biais
parce que le modele (3) est mal spécifié. Dans les
applications pratiques, ’erreur de spécification du modéle
est une préoccupation valide, car le mécanisme réel de
production de ¥ est inconnu.

Une erreur de spécification courante survient quand les
variables explicatives utilisées dans le modele ne sont pas
les mémes que celles qui ont produit ¥. Donc, la direction
du biais global pourrait ne pas étre la méme que celle du
biais pour un petit domaine particulier. Le cas échéant, les
prédicteurs de la forme (15) pourraient accroitre le biais
pour certains petits domaines comparativement au biais
avant ajustement. Mantel et coll. (1993) ont conclu qu’en
général, I’effet de 1’étalonnage est une légeére amélioration
du biais global au prix d’une certaine détérioration des
autres mesures d’évaluation.

Puisque le biais n’est pas nul s’il existe une corrélation
non nulle entre ®, et (¥, —J,), on peut le réduire en
incluant ®; dans le modéle. Autrement dit, pour un modele
donné, une approche consiste a utiliser le mode¢le augmenté

Y=XB+b+e (21)

ot X, =(X,0) e o=(o,.., ®,) pour obtenir le
MPLSB ou MPLSBE. Quand ® est dans le modele,
I’ajustement nécessaire pour satisfaire la contrainte (7) sera
souvent beaucoup plus faible que celui requis pour le
modéle sans @.

Grace a I’approche du mode¢le augmenté, nous pouvons
aller une étape plus loin et construire des prédicteurs qui
satisfont la contrainte (7). En premier lieu, supposons que
les variances csi. sont connues. Notons que

Zw(l

et o, (1-v,)Var(¥,) = o,c>. En appliquant la théorie du
modele linéaire, nous pouvons montrer que le prédicteur
construit avec le modele augmenté

1 - xB) (22)

Y=XB+b+e, (23)

ou X, =(X, ®,) et ®, = (0,0 c2,) posséde la
propriété d’autocalage quand nous utilisons 1’estimateur par
les moindres carrés généralisés (MCG) de B. Notons que
cette approche donne un prédicteur différent de celui de
You-Rao (16).

Si les 6>, sont inconnues, nous remplagons G, dans @
par son estimateur 62. A condition que les 67, dans @,
soient les mémes que les 67, utilisés pour construire 7y,, les
prédicteurs ont la propriété d’autocalage. Si les 7, sont de
la forme G~ f(u,), oii G- estinconnue, mais que u, et /()

Statistique Canada, N° 12-001-X au catalogue
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sont connues, nous pouvons construire les variables pour le

modele (23) en utilisant ®, = (o, f(&,), ..., ®, f(u,))

sans estimer G-. Par exemple, si 6>, = m;' 62, le @, pour
h -1 -1 ’

le modele (23) est (m;” @, ..., m, ®,)".

4. L’EQM des prédicteurs modifiés

Nous pouvons montrer que tout prédicteur de la forme
(15) peut s’écrire

7 =Y-C'BC,(I,-D)(¥ - XB) (24

enposantque C, = 4, T, ou

I
Aa a (_anfl Infl),
a, = (ay, .., a,).

Par conséquent, nous pouvons utiliser I’estimateur de la
variance de p“ défini en (14) et proposé dans Isaki et coll.
(2000) pour estimer ’EQM de tout prédicteur de la forme
(15). Souvent, ’EQM d’un prédicteur ajusté est proche de
celle du prédicteur avant I’ajustement.

Comme le modéle augmenté (23) posseéde la propriété
d’autocalage, nous pouvons employer, pour estimer ’EQM,
la formule utilisée pour les prédicteurs MPLSBE habituels.

5. Etude par simulation

5.1 Conditions de simulation

Afin d’étudier les propriétés empiriques des prédicteurs
sur petits domaines décrits aux sections 2 et 3, nous utilisons
des données congues pour simuler une grande enquéte
nationale dans laquelle on souhaite produire des estimations
par Etat. Le tableau 1 contient les populations approxima-
tives des 50 Etats des Etats-Unis en 1’an 2000. Les tailles
d’échantillon m; données dans le tableau sont approxima-
tivement proportionnelles aux racines carrées des popu-
lations des Etats.

Nous avons produit en tout 10 000 échantillons pour
I’étude par simulation. Chacun était composé d’observations
produites a I’aide du modéle

Y, = x/B+b +g, (25)

y
ou x =(,z), B'= (60, 3,0), z,=Pop}* — Pop"’, Pop,
est la population de I’Etat i en millions, Pop™® est la
moyenne de Pop??, b, ~ NI(0, 1), et g; ~ NI(0, 16). Les
b, et les e, sont indépendants. Pour les observations au
niveau de I’Etat, le modéle devient

Y =xB+b +e, (26)

1
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ou Y, =m 'S, et ¢ =m 'Y e, Avec les tailles
d’échantillon données au tableau 1, le vy, défini en (6) est
0,784 pour I’Etat le plus grand (Californie) et 0,304 pour

I’Etat le plus petit (Wyoming).

Tableau 1 Populations et tailles d’échantillon pour la
simulation

Population Taille de Population Taille de

Etat (en Péchantillon Ktat (en I’échantillon
milliers) (m;) milliers) (m;)
1 33 640 58 26 4000 20
2 21160 46 27 3610 19
3 19 360 44 28 3240 18
4 16 000 40 29 3240 18
5 12 250 35 30 2 890 17
6 12 250 35 31 2 890 17
7 11 560 34 32 2 560 16
8 10 240 32 33 2 560 16
9 8410 29 34 2250 15
10 8410 29 35 1 960 14
11 7 840 28 36 1 690 13
12 7290 27 37 1 690 13
13 6250 25 38 1 690 13
14 6250 25 39 1210 11
15 5760 24 40 1210 11
16 5760 24 41 1210 11
17 5760 24 42 1210 11
18 5290 23 43 1 000 10
19 5290 23 44 810 9
20 5290 23 45 810 9
21 4 840 22 46 810 9
22 4410 21 47 640 8
23 4410 21 48 640 8
24 4410 21 49 640 8
25 4000 20 50 490 7

Pour étudier les propriétés des cinq prédicteurs, c’est-a-
dire MPLSBE, Pfeffermann-Bernard (PB), Isaki-Tsay-
Fuller (ITF), You-Rao (YR) et le modéle augmenté (23)
(AUG2), nous nous sommes servis de deux modéles
d’estimation. Le premier est un modéle spécifié
incorrectement avec x, = 1 dans la notation de (26). Nous
I’appelons modele (A). De méme, nous dénommons modéle
(B) le modéle générateur de données (26) avec x; = (1, z,).

Suivant la méthode décrite dans Wang et Fuller (2003),
I’estimateur de o, est

&; = max{0,5[V (611", &;}, 7)

ou

6% = ;Ci [%(Y; - x; ﬁMCO)Z - 65;}: (28)

I}(éb):go;,ciz {[%(Y;_x;f’MCO)Z_éﬁi} _6127}2’ 29)

¢, = (X0 m>) ' 'm?, Byeo est lestimateur par les
moindres carrés ordinaires du coefficient de régression de
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A2 _ -1 2
X;, 6 =m; s; ¢t
—Y,)* est la variance d’échantillon

Y, sur x;, k estla dimension du vecteur
57 = (m = D)7EL (Y
pour le domaine i.

Le prédicteur MPLSBE est

P = X Byce + 1. (4 — X Byco ) (30)
ou
9, = (6, +6.)"6,, G1)
et
n -7,
Buica = {;(Gi +65)7x, x!} ;(esb +62)7'x.Y | (32)

est I’estimateur par les moindres carrés généralisés de B. La

contrainte considérée est 2% o, = ¥ o, Y;, ou
50 -1
0, = (Z Popij Pop.. (33)
i=1

Avec le prédicteur MPLSBE, nous dérivons les prédicteurs
PB et ITF en utilisant (13) et (14). Nous dérivons le
prédicteur YR en utilisant (16) avec §, défini en (31) et
ﬁYR défini en (17). Le prédicteur AUG2 est de la forme
(30) avec x| = (1, ®,62) sous le modéle augmenté (A) et
x, = (1, z,, ;&%) sous le modéle augmenté (B).

Pour chacun des dix prédicteurs, nous calculons le critére

o) =0, 022@ (Vi =) (34)

ot ¢, = (y,m 'o.)”". Notons que ¢;' est la variance du
prédicteur de y, construite a I’aide des parametres connus.

5.2 Résultats de la simulation

L’estimateur de cslz, construit sous le modele (B) a une
moyenne Monte Carlo de 1,001 et un écart-type de 0,386.
Quand nous utilisons le modele (A) pour I’estimation, la
moyenne Monte Carlo de I’estimateur de o, est 1,720 et
’écart-type est de 0,521. Le carré de la moyenne de 3z, est
0,636. Par conséquent, la méthode d’estimation avec
I’utilisation du modele (A) integre une part importante de
I’effet fixe de domaine du modéele (B) dans 1’effet aléatoire.
Quand 6; est plus grand, ¥, est plus grand et une plus forte
proportion de Y, est utilisée pour construire les prédicteurs,
ce qui annule en partie ’effet de I’erreur de spécification du
modeéle. Sous le modéle augmenté (A), I’estimateur de o;
est égal a 1,197, c’est-a-dire qu’une part nettement plus
faible de I’effet fixe de domaine du modele (B) est intégrée
dans I’effet aléatoire.

Le tableau 2 contient certaines statistiques sommaires
pour les prédicteurs fondés sur 10 000 échantillons simulés.
Le biais empirique dans > o,(¥; — ;) est nul pour tous les
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prédicteurs quand le modéle (B) ou sa version augmentée
est utilisé, parce que le modele de prédiction concorde avec
le modele de génération des données. L’écart-type simulé de
la différence > (Y, — ) est égal a 0,022 pour le
prédicteur MPLSBE habituel. L’écart-type de 2 o,(Y; — 7,)
est nul pour les quatre autres prédicteurs, parce que ceux-ci
satisfont la contrainte Y% o, 9, = ¥ o, Y.

Tableau 2
Propriétés Monte Carlo des prédicteurs pour petits domaines
(moyenne de 10 000 échantillons générés par le modéle B)

Quantit¢ MPLSBE PB ITF YR AUG2

Prédicteur construit sous le modeéle (A)

Yo,(¥; - ;) Moyenne
(E.-T))
O(y) Moyenne

0,100 0,000 0,000 0,000 0,000
(0,027 (0,000 (0,000) (0,000) (0,000)
1438 1446 1419 1,558 1298

Prédicteur construit sous le modele (B)

Yo, (¥~ ) Moyenne
(E.-T)
O(y) Moyenne

0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
(0,022) (0,000 (0,000) (0,000) (0,000)
1203 1202 1202 1208 1219

La prédiction fondée sur le modele (A) ou sa version
augmentée est biaisée, parce que le modéle de génération
des données (B) contient une fonction de la taille de
population. La moyenne simulée de la différence pondérée
Yo, - P, est -0,100, ou P, est le prédicteur
MPLSBE. La valeur de la statistique ¢ pour le biais pondéré
est -3,70. La variance simulée de la moyenne pondérée de la
prédiction est égale a

50
V{Z o, y,.A} = 0,060.
i=1

L’erreur quadratique moyenne estimée de la prédiction sur
le modéle (A) de >, y, pour les données générées par le
modele (B) est

EQM{Z(D Gy — v } {i o, J”/,.A} + Biais?

i=1
= 0,060+ (~0,100)>=0,070. (35)

La variance de > o, Y; est
50

V{z o, Y;} =
i=1

Donc, 'utilisation de > ®, Y, comme estimateur de > o, y,
est environ 12,5 % plus efficace que celle du prédicteur
Yo, $,, fondé sur le modéle (A). Etant donné le calage, les
quatre prédicteurs (PB, ITF, YR et AUG2) de > , y, ontla
méme EQM que la moyenne estimée directement > , Y.
Le carré du biais représenterait une proportion beaucoup
plus importante de I’erreur quadratique moyenne si les petits
domaines étaient plus nombreux.

50
> (o, +m;'c.) =0,0622.  (36)

i=1
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La valeur du critere QO pour MPLSBE est 1,20 sous le
modele (B). Donc, I’estimation des parametres accroit la
variance moyenne des prédicteurs d’environ 20 % compara-
tivement a [D’utilisation des parameétres connus. Si les
prédictions sont faites en utilisant des valeurs connues de
o., la valeur du crittere Q pour MPLSBE est 1,06. Par
conséquent, I’estimation de &>, est celle qui contribue le
plus a I’accroissement de la variabilité. Comme le biais est
nul quand le modele (B) est utilis€ pour I’estimation, les
ajustements que produisent les prédicteurs contraints sont
faibles, si bien que les prédicteurs ajustés donnent des
valeurs de critéres fort semblables a celles des prédicteurs
non ajustés. Les prédicteurs YR ont des valeurs de critére un
peu plus grandes que les prédicteurs PB et ITF correspon-
dants, parce que le prédicteur YR utilise un estimateur
inefficace de B. Les prédicteurs reposant sur le modéle
augmenté ont une valeur de crittre Q légérement plus
grande, parce que le modéle contient une variable redon-
dante. L’accroissement de moins de 2 % de Q est de I’ordre
de n”', c’est-a-dire la perte attendue en raison de 1’ajout
d’un parametre inutile dans une prédiction par les moindres
carrés.

La valeur du critétre Q pour MPLSBE sous le modéle
(A) est de 1,438 comparativement a 1,203 pour MPLSBE
sous le modele (B). II s’agit de la pénalité due a I’erreur de
spécification du modele. Parmi les méthodes d’ajustement
fondées sur le modéle (A), la méthode ITF est celle dont la
valeur de Q la plus faible. Les différences entre les
prédicteurs PB, ITF et MPLSBE sont faibles. La valeur de
Q est environ 8 % plus grande pour la méthode You-Rao
que pour MPLSBE. Le prédicteur fondé sur le modéle
augmenté a une valeur de QO environ 11 % plus petite que le
prédicteur MPLSBE. Dans un certain sens, le modele
augmenté est spécifié moins incorrectement.

Non seulement I’approche d’augmentation donne lieu au
calage des prédicteurs sur petits domaines, mais elle réduit
aussi le biais au niveau du domaine quand le modele est
spécifié incorrectement. Les tableaux 3 et 4 donnent les
propriétés Monte Carlo des prédicteurs pour certains do-
maines. Dans les tableaux, les biais estimés sont normalisés
par (y,m; ' 62)*, la racine carrée de ’'EQM du prédicteur
MPLSB avec paramétres connus, et les EQM estimées sont
normalisées par v, m;' .. Quand le modéle correct (B) est
utilisé, le biais Monte Carlo au niveau du domaine approche
de zéro. Voir le tableau 3. En outre, 1’écart est faible entre
I’EQM calculée pour les diverses méthodes, le modéle
augmenté produisant une EQM un peu plus grande (moins
de 2 %). De nouveau, le tableau 3 montre que le processus
de calage a peu d’effet sur 'EQM des prédicteurs au niveau
du domaine comparativement au prédicteur MPLSBE.
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Tableau 3

Propriétés Monte Carlo des prédicteurs individuels de
domaine en utilisant des versions du modele (B)
(10 000 échantillons générés par le modéle B)

Etat Quantité EMPLSB PB ITF YR AUG2

Biais 0,011 0,012 0012 0,013 0,011
' Eom 1,100 1,101 1,105 1,104 1,120
Biais 0,000 0,001 0,001 0,002 0,001
2 EQM 1,072 1,072 1,072 1,076 1,092
Biais 20,001 -0,001 -0,001 -0,001 -0,001
14 gom 1,058 1,058 1,058 1,058 1,074
Biais 0,015 0015 0015 0,015 0,018
26 goMm 1,078 1,077 1,078 1,079 1,092
Biais -0,005 -0,005 -0,005 -0,006 -0,003
33 gom 1,123 1,122 1,122 1,132 1,135
Biais 0,012 0012 0012 0,009 0,014
00 goMm 1222 1222 1222 1247 1246

Si nous utilisons un modele spécifié incorrectement, tel
que le modéle (A), le biais de la somme des prédicteurs
MPLSBE en tant qu’estimateur du total est négatif dans
notre exemple, parce que les Etats pour lesquels le biais est
négatif ont une pondération , élevée. Voir le tableau 4.
Des méthodes d’ajustement, comme PB ou ITF, répartissent
le biais entre tous les petits domaines. Donc, 1’ajustement
réduit le biais négatif des prédicteurs de domaine ayant un
grand biais négatif et augmente le biais positif des
prédicteurs ayant un grand biais positif. Par conséquent,
I’EQM est plus petite pour les grands états et elle est un peu
plus grande pour les petits états. Le prédicteur YR produit
un biais plus important que le prédicteur ITF. Par ailleurs,
les prédicteurs construits avec x| = (I, ®,6>,), c’est-a-dire
le modéle augmenté (A), sont nettement supérieurs a ceux
construits sous le modele (A). Le biais au niveau des
domaines, que ceux-ci soient grands ou petits, est réduit.

Tableau 4

Propriétés Monte Carlo des prédicteurs individuels
de domaine en utilisant des versions du modéle (A)
(10 000 échantillons générés par le modéle B).

Etat Quantitt MPLSBE PB ITF YR AUG2

Biais 20,597 0,225 -0,052 -0,473 0,030
1 EQM 1471 1,165 1,130 1331 1,139
Biais -0,496 -0,227 -0,170 -0,358 -0,070
2 EQM 1330 1,134 1,115 1207 1,124
Biais -0,121 0,004 -0,031 0,055 -0,025
14 EQM 1,100 1,085 1,086 1,089 1,105
Biais 0,057 0,157 0,115 0,249 0,053
26 EQM 1,126 1,148 1,136 1,188 1,132
Biais 0,380 0,453 0,406 0,601 0,202
38 EQM 1340 1,405 1361 1,571 1233
Biais 0,922 0,980 0,931 1,178 0,537
50 EQM 2,196 2,316 2,215 2,767 1,577
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6. Conclusion

Dans le présent article, nous passons en revue plusieurs
prédicteurs calés. Nous jetons un nouveau regard sur la
contrainte d’étalonnage (7). Nous considérons 1’imposition
de la contrainte comme un probléme d’ajustement et nous
présentons un critére qui unifie la dérivation des prédicteurs
calés. L’approche du critére pour résoudre le probleme
permet de considérer d’autres prédicteurs.

L’imposition de la contrainte comprend implicitement la
possibilité que le modéle pour petits domaines soit spécifié
incorrectement et que les prédicteurs présentent un biais.
Quand le modele est mal spécifié, I’ajustement par calage
corrige le biais global, mais non le biais au niveau du petit
domaine. L’approche du modele augmenté aboutit a un
prédicteur autocalé et réduit le biais au niveau du petit
domaine. En outre, ’estimation de la variance des prédic-
teurs calés extérieurement est relativement complexe, tandis
que I’estimation de la variance des prédicteurs autocalés est
simple. Brievement, si ’on est préoccupé par le biais,
I’utilisation du modéle augmenté autocalé est préférable au
calage externe.

7. Annexe

Preuve du théoréme 1 : Soit 7 un prédicteur MPLSB de
¥, etsoit y un prédicteur linéaire sans biais de y,. Selon
les résultats standard pour le MPLSB (voir, par exemple,

Robinson (1991) et Harville (1976)), nous avons
cov(F =y B, = F) =0, si i# ), (AD)

pour i =1 ..,n et j=1 .. n Soit R(p*) la sériec de
prédicteurs linéaires sans biais qui satisfont (7). Pour tout
¥y € R(p"), selon (A.1), nous avons

E{(G, - »)} = E{G - )+ E{O, - 7). (A2)

Par conséquent,

0() = Y 0, E{G; - »))
i=1

= icpiE{(?f’—y,-)zhi 0, E{(D, 7). (A3)

n
i=1

Puisque y satisfait (7), nous avons Y.
et, pour le p; défini en (19),

ﬁ=ﬂ+4i%m—ﬁﬁ
Jj=1

Lo — n
oy =250,

=ﬁ+ﬂz@@—ﬁﬁ
=l
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Selon (A.1),

06 = 3 ¢, EG - )’
i=1
n n n 2
:Z(Pi E{{@i[{_%)"'ﬁi {Z(D‘/ J;_i _Zw/‘ }fj} }

2
=Z<pl~E{(f,-“—y,~)2}+E{Zw_,«(Y_i—ﬁf)} }zwa (A
i=1 j=1 i=1
Puisque 7, = (X1, ¢;' ®)) "' ¢;' o, dans (A.4), nous avons

0G%) = Y. 0 E{G! — )"}
i=1

+ E{i o, (¥; = 5’.;1)} HZ": o 09,-2}_ .(AS)

J=1

Notons que

(A.6)

ou g, ={E[(};, - )7?’)2]}0‘5. En vertu de I'inégalité de
Cauchy,

2
[Zw,-g,- < [Zcp{lwf}[ch,-gf}
Jj=1 i=1 i=1

= [Z ¢; OfMZ @B, - ﬁf)z}l. (A7)

En combinant (A.3), (A.5), (A.6) et (A.7), nous avons
0G7) < 0(h). ]

Pour démontrer le caractére unique de J{', nous devons
vérifier quand les inégalités (A.6) et (A.7) deviennent des
égalités. L’inégalité (A.6) devient une égalité si, et uni-
quement si,

e A RN (A8)
. 0 1. i s
pour certames constantes c¢; et c¢;, j = 2, ..., n. L’inéga-
lité (A.7) devient une égalité si, et uniquement si,
Vo oi\v, g] = v e gl =0, (A9)

ou, de maniére équivalente,

@] 0 E{(; - 7 =viel E{G, - 7)) (A10)
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En outre,

(A.11)

En combinant (A.8), (A.10) et (A.11), nous obtenons que
I’égalité tient si, et Ppiquement s, j/j = . Donc, nous
avons montré que Y est le seul prédicteur linéaire sans
biais qui satisfait (7) et minimise le critére (18).
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