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Estimateurs par la régression généralisée d’un total de population
finie utilisant la méthode de Box-Cox

Yan Li!

Résumé

Un nouvel estimateur par la régression généralisée d’un total de population finie basé¢ sur la méthode de transformation de
Box-Cox et son estimateur de la variance sont proposés sous un plan général de sondage a probabilités inégales. En étant
convergent par rapport au plan de sondage, 1’estimateur proposé retient la propriété de robustesse de 1’estimateur GREG,
méme si le modele sous-jacent est défaillant. En outre, la méthode de Box-Cox permet de trouver automatiquement une
transformation raisonnable de la variable dépendante en se servant des données. La robustesse et I’efficacité du nouvel
estimateur sont évaluées analytiquement et par des études en simulation de Monte Carlo.

Mots clés :
vraisemblance (PMV).

1. Introduction

Les estimateurs par la régression généralisée (GREG) de
totaux et de moyennes de population finie sont établis au
moyen de modeles de régression appropriés. Bien que 1’on
se serve de modéles pour construire ces estimateurs, la
sélection des échantillons et 1’évaluation des propriétés
statistiques des stratégies d’estimation résultantes doivent se
faire sous randomisation. Des exemples peuvent étre con-
sultés dans Sarndal, Swensson et Wretman (1992), Estevao,
Hidiroglou et Sérndal (1995), Fuller, Loughin et Baker
(1994), ainsi que Jayasuriya et Valliant (1996). Le choix
d’'un bon modele est essentiel si ’on veut limiter la
variabilit¢ d’un estimateur assisté par modéle tel que
I’estimateur GREG. Si le modele hypothétique décrit bien la
population finie, "utilisation de 1’estimateur GREG au lieu
de I’estimateur d’Horvitz-Thompson (Horvitz et Thompson
1952) peut réduire considérablement la variance. Une
discussion générale de 1’estimation par la régression est
présentée dans Fuller (2002). Séarndal et coll. (1992) offrent
une description détaillée du cadre de travail assisté par
modele pour la construction d’estimateurs de sondage.

Les études portant sur I’estimateur GREG ont été
réalisées pour la plupart dans le contexte de la modélisation
par la régression linéaire. Essentiellement, I’estimateur
GREG intégre les variables auxiliaires pertinentes par la
voie de leurs totaux de population de contrdle connus,
méme si les variables auxiliaires sont connues pour chaque
unité de la population (Cassel, Sdrndal et Wretman 1976;
Sarndal 1980; Deville et Sarndal 1992; Sarndal et coll.
1992; Jiang et Lahiri 2006). De nos jours, il est assez
fréquent que I'on dispose d’information auxiliaire com-
pléte : les données de recensement, les registres administra-
tifs, les données de télédétection et les enquétes antérieures

Estimateur par la régression généralisée (GREG); méthode de Box-Cox; pseudo maximum de

constituent une mine de renseignements précieux qui
peuvent étre utilisés pour accroitre la précision de la
procédure d’estimation (Montanari et Ranalli 2003). Par
conséquent, des modeles complexes et des méthodes
souples s’appuyant sur I’information auxiliaire compléte ont
été introduits dans les sondages ces dernicres années. Les
techniques des splines pénalisées ont été¢ adaptées pour
construire des estimateurs fondés sur un modele (Zheng et
Little 2004) et assistés par un modéle (Breidt, Claeskens et
Opsomer 2005) pour un total de population finie en se
basant sur des données d’enquéte complexe. Breidt et
Opsomer (2000) ont considéré un estimateur par la
régression non paramétrique, assisté par modele, recourant a
la régression par polyndomes locaux et ont montré que la
régression non paramétrique peut accroitre significativement
I’efficacité des estimateurs quand les modéles paramétriques
sont spécifiés incorrectement. Leurs travaux ont été étendus
du modéle a une seule covariable au cas du modéle additif
semi-paramétrique. Wu et Sitter (2001) ajustent un modele
de travail général, qui pourrait comprendre a la fois des
composantes linéaires et non linéaires, puis le calent sur les
valeurs prédites résultantes par régression linéaire simple.
Montanari et Ranalli (2005) combinent I’estimation par
calage fondé sur un modele et des méthodes non para-
métriques, et proposent des estimateurs non paramétriques
assistés par modele pour une moyenne de population finie.
Alors qu’en statistique classique, on procéde souvent a
une transformation appropriée de la variable dépendante
dans le modéle hypothétique pour obtenir la normalité, la
linéarité et I’homoscédasticité (Carroll et Ruppert 1988), la
littérature sur les transformations dans le contexte de 1’infé-
rence en population finie n’est pas trés riche. L’intérét croit
cependant pour 1’élaboration de méthodes utilisant une
transformation appropriée et des données de sondage. Dans
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certaines applications des sondages, particuliérement les
enquétes auprés des entreprises et des établissements, les
variables étudiées sont souvent continues, positives et forte-
ment asymétriques (par exemple, le revenu). Pour estimer le
total de population finie, I’application d’un mode¢le linéaire &
la variable étudiée pourrait ne pas convenir, mais étre
raisonnable pour une transformation strictement monotone
de cette variable. Chen et Chen (1996) ont envisagé 1’utili-
sation de données d’enquéte transformées pour améliorer la
précision de I’approximation normale. Korn et Graubard
(1998) ont comparé divers intervalles de confiance, y
compris des intervalles fondés sur une transformation logit,
pour I’estimation de proportions dans le cas d’un petit
nombre prévu de dénombrements positifs. Karlberg (2000)
a proposé un estimateur basé sur un modéle de superpopu-
lation lognormal-logistique pour prédire le total de popu-
lation finie d’une variable étudiée a distribution fortement
asymétrique. Les résultats de simulation ont indiqué que
P’estimateur fondé sur le modéle lognormal-logistique offre
une alternative sensée a d’autres estimateurs, particuliere-
ment quand la taille de 1’échantillon est faible. Chambers et
Dorfman (2003) ont discuté de I’estimation d’une moyenne
de population finie sous certaines transformations générales,
mais connues, des données continues.

Les chercheurs jugent la technique de transformation
fructueuse pour I’analyse des données d’enquéte. L’étape
clé consiste a trouver une transformation appropriée, bien
adaptée a ces données. Dans de nombreuses applications, la
forme de la transformation est déterminée subjectivement.
Malheureusement, les renseignements a priori ou la théorie
ne suggerent pas nécessairement celle qu’il convient
d’utiliser. Le cas échéant, il serait commode d’identifier la
transformation de maniére adaptative, en utilisant les
données d’enquéte.

Les travaux de Box et Cox (1964) ont mené a 1’éla-
boration de méthodes du type « les données décident de la
transformation » pour la construction de modéles avec
erreurs indépendantes et identiquement distribuées. Leur
article et d’autres traitant du sujet, dont Tukey (1957), John
et Draper (1980), ainsi que Bickel et Doksum (1981), ont
inspiré une foule d’études appliquées. Spitzer (1976) a
examing la relation entre la demande d’argent et la trappe a
liquidité a 1’aide d’un modéle de Box-Cox généralisé. Dans
le contexte de la recherche sur la malaria, Newman (1977) a
conclu que la spécification fonctionnelle de Box-Cox était
supérieure aux spécifications antérieures. Miner (1982),
ainsi que Davison, Arnade et Hallahan (1989) ont étudi¢ la
modélisation des fonctions du rendement du soja et de
I’exportation de soja par les Etats-Unis, respectivement. Ils
ont conclu que la transformation de Box-Cox produit des
termes d’erreur qui suivent approximativement une loi
normale. Une bibliographie sur la transformation de
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Box-Cox peut étre consultée dans un article de synthése
publié par Sakia (1992). Pour une application de la
méthodologie de Box-Cox a un mod¢le linéaire mixte, voir
Gurka (2004, 2006).

Li et Lahiri (2007) appliquent la transformation de Box-
Cox a la variable étudiée pour obtenir des prédicteurs fondés
sur un modele dun total de population finie qui sont
robustes. Ils mentionnent aussi les estimateurs assistés par
modele dans une sous-section (section 2.6), mais n’étudient
pas leurs propriétés. Le présent article fournit cette analyse.
Nous employons la technique de Box-Cox pour ajuster une
régression de la variable étudiée sur un ensemble de
variables auxiliaires. Puis, nous utilisons la régression
ajustée pour prédire les valeurs de la variable étudiée pour
les unités non observées de la population finie qui, a leur
tour, fournissent un estimateur de type régression adaptative
dans le cadre de travail assisté par un mode¢le.

La présentation de I’article est la suivante. A la section 2,
nous proposons un nouvel estimateur et examinons les
propriétés analytiques de ce dernier en fonction du plan de
sondage. A la section 3, pour mieux évaluer la robustesse et
I’efficacité de I’estimateur proposé, nous le comparons aux
estimateurs GREG fondés sur les modeles de travail linéaire
et loglinéaire sous-jacents par simulations de Monte Carlo.
A la section 4, nous discutons des résultats. Enfin, a la
section 5, nous tirons certaines conclusions au sujet des
domaines dans lesquels les travaux de recherche pourraient
se poursuivre.

2. Un nouvel estimateur du total de
population finie

Supposons que la quantité d’intérét est le total de popu-
lation finie

T:Zyi’

ieU

ou U ={l, .., N} dénote une population finie de taille
connue N, et y,>0 est la valeur de la variable étudiée
associée a I'unité i. Ecrivons Y = (y, ..., v,). Pour esti-
mer 7, nous tirons un échantillon s de taille n» de la
population finie selon un plan d’échantillonnage proba-
biliste. Soit w;, le poids d’échantillonnage de I’unité i. Ce
poids est simplement 1’inverse de la probabilité¢ d’inclusion
de I'unit¢ i, dénotée par =, = P(ies)(@ =1, .., N).
Nous supposons que nous avons de I’information sur
X = (X505 Xy), o0 X, = (1, X, ..., X)) est un vecteur
colonne de k variables auxiliaires pour ['unité i. Pour tout
échantillon s de taille #, nous redéfinissons Y et X de
fagon que les n premicéres lignes de Y et X correspondent
a celles figurant dans I’échantillon. Ecrivons
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X
<} =)
Y, X,
ou

.y, est un vecteur colonne de dimensions n x1 de
valeurs observées de la variable étudiée;

.y, estun vecteur colonne de dimensions (N — n) x 1
de valeurs non observées de la variable étudiée;

. X, est une matrice de dimensions 7 x (k +1) de
variables auxiliaires connues dans 1’échantillon;

. X, est une matrice de dimensions (N — n) x (k +1)

de variables auxiliaires connues hors de 1’échantillon.

Tout au long de I’article, nous utilisons £, et V, pour
dénoter I’espérance, ou valeur prédite, et la variance sous le
plan d’échantillonnage.

2.1 Estimateurs GREG de totaux de population finie

L’estimateur GREG est défini ici comme étant

fG = Zj’i,w +Z(y,' - J;i,w)/nia
ieU ies

ou y,, estle prédicteur de y, fondé sur un modele. Quel
que soit le degré avec lequel le modéle sous-jacent décrit
bien la population, les estimateurs GREG du total de
population finie sont convergents par rapport au plan sous
des contraintes faibles (Sarndal et coll. 1992). Le modéle
utilisé le plus fréquemment est le modele de régression
linéaire standard, donné par

M, : Y =Xp+g

ot & ~ (0, o’I), une loi de probabilit¢ a N variables de
vecteur moyen 0 et de matrice de variance-covariance oI,
et I est la matrice d’identité de dimensions N x N (rien ne
serait perdu dans ce contexte en remplagant o°I par une
matrice définie positive plus générale). Dans cette équation,
P est un vecteur colonne de dimensions (k +1)x1 de
coefficients de régression. Les paramétres ¢~ et B sont I'un
et ’autre des paramétres de superpopulation inconnus. Un
prédicteur sans biais pour la ¢ unité est donné par

j>i,w = x;Bw! (1)

ou ﬁw est I’estimateur des moindres carrés pondérés (MCP)
de P sous M, et

-1
B, = (Z‘/Vixi X:j (Zwi X; yij'
les les

Dans certaines applications, surtout dans les enquétes
aupres des entreprises et les enquétes agricoles, un modéle
linéaire n’est pas nécessairement approprié pour y, mais
peut étre raisonnable pour une transformation strictement
monotone de y. Pour I’ensemble de données utilisé dans
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Royall et Cumberland (1981), Chen et Chen (1996) ont
observé que la distribution de la population finie était
fortement asymétrique et que la transformation logarith-
mique aidait a la rendre symétrique. Le besoin d’effectuer la
transformation logarithmique et les avantages de celle-ci
étaient €vidents. Par conséquent, nous considérons le mo-
dele de régression loglinéaire, ou la transformation logarith-
mique est appliquée a la variable dépendante

M, : logY = XB + &,

ou & ~ (0, 5’T). Un prédicteur évident pour la i° unité est
donné par

P = €M @)

-1
ﬁlw = [Zwi X; x;j [Zwi X; logyij'

Le modele M, requiert une spécification subjective de
la transformation appliquée a la variable étudiée, ce qui peut
étre raisonnable dans des situations ou nous savons quelle
est la transformation appropriée grice a des données
empiriques a priori ou a la théorie. En I’absence de toute
connaissance a priori au sujet de la transformation, il est
prudent de choisir cette derniére parmi une famille flexible
de transformations en utilisant les données.

Tukey (1957) a examiné la famille de transformations
puissance :

n) _ y }\4 * 0,
log(y) A =0,

ou y > 0. Afin d’éliminer la discontinuité & A = 0, Box et
Cox (1964) ont proposé la famille de transformations
suivante :

o oM =D/h A =0,
log(y) A =0,

ou y > 0. Le paramétre A détermine la nature de la
transformation. Par exemple, les valeurs A =1, 0, 0,5, -1
correspondent a I’absence de transformation, une transfor-
mation logarithmique, une transformation racine carrée et
une transformation inverse, respectivement. Le parameétre de
transformation A est estimé d’aprés les données. L’analyse
de Box-Cox peut mener & une transformation logarithmique,
mais tout aussi bien aboutir a une autre transformation de la
famille susmentionnée, selon les données réelles observées.

Nous considérons le modéle de superpopulation suivant
pour la variable étudiée transformée :

M,: Y = XB +e¢,

Statistique Canada, N° 12-001-X au catalogue
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ou les résidus € suivent une loi approximativement normale
de moyenne 0 et de matrice de variance o’

Schlesselman (1971) a montré que les estimateurs du
maximum de vraisemblance des parametres du modele de
Box-Cox sont indépendants de 1’échelle, si bien que le
rééchelonnement de la variable y originale aboutit a la
méme fonction de log-vraisemblance a condition que le
modele de régression contienne un terme constant. Inspirés
par cette étude et par la plupart des articles sur les modeles
de Box-Cox, nous incluons un terme constant dans le
modele.

Sous M,, le prédicteur pour la i unité non observée
s’obtient par une simple rétrotransformation a partir de la
transformée de Box-Cox :

y w = gi(ﬁw’ Xw)

ou B, et &, sont les estimateurs des paramétres du modéle.
La méthode d’estimation est expliquée a la section suivante.
Les équations (2) et (3) ne fournissent pas de prédicteur sans
biais de y; pour les modéles sous-jacents respectifs. Li et
Lahiri (2007) ont montré que, si la variance des résidus est
faible, c’est-a-dire si le modeéle est trés bien ajusté aux
données, les deuxiemes membres des équations (2) et (3)
sont de bonnes solutions de rechange pour les prédicteurs
sans biais. Pour simplifier et pour réduire le fardeau des
calculs, nous traiterons les deuxiémes membres des
équations (2) et (3) comme des alternatives appropriées pour
les prédicteurs sans biais. Rappelons que notre but est de
décrire des estimateurs assistés par modele pour des totaux
de population finie. Le modéle sous-jacent est utilisé uni-
quement pour suggérer un estimateur, qui sera évalué dans
le cadre de randomisation. Méme si les prédicteurs des y,
individuels sont biaisés, nous pouvons encore construire des
estimateurs convergents par rapport au plan pour des totaux
de population finie, contrairement aux estimateurs stricte-
ment fondés sur un modele proposé par Li et Lahiri (2007).

Nous dénotons les estimateurs GREG sous les trois
modéles M, 2 M, par 7, G 1 T, Loa €t T, G_pc» Tespecti-
vement. L’estimateur 7, ,. différe des estimateurs 7, ,
et T, |oq, » parce que les données dictent la transformation
qu’il faut utiliser.

11 est possible d’intégrer des transformations de Box-Cox
sur la variable y ainsi que les variables x. Par le passé,
diverses formes fonctionnelles du modéle de Box-Cox ont
été étudiées. Khan et Ross (1977), Spitzer (1976), Zarembka
(1968), Boylan, Cuddy et O’Muircheartaigh (1980), et
d’autres ont considéré un cas particulier du modéle général
de Box-Cox quand on émet ’hypothése d’un paramétre de
transformation commun pour la variable y et les variables x.
Gemmill (1980), Boylan, Cuddy et O’Muircheartaigh
(1982), et d’autres ont appliqué le modéle général de Box-
Cox avec divers parametres de transformation a la variable y

= (A, xB, + 1", 3)
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et aux variables x. Li et Lahiri (2007) ont également utilisé
le modele général de Box-Cox pour prédire le total de
population finie sous un cadre fondé sur un modele. Dans
I’avenir, cette méthode pourrait &tre étendue a diverses
formes fonctionnelles de la transformation de Box-Cox.

Ici, nous discutons uniquement d’une transformation
Box-Cox de la variable y, ce qui permet une comparaison
plus équitable des trois estimateurs GREG.

2.2 Estimation des paramétres du modéle et de la
transformation ¢ = (B, A, 6°) par la méthode
du pseudo maximum de vraisemblance (PMYV)

Afin de faciliter I’estimation de A en utilisant les
procédures de calcul existantes, il faut remplacer Y dans
le modéle M, par une transformation a I’échelle Y ™.
Pour la i unité,

w {(yf ~ /2 A =0,

Flog(y;) A =0,

ou y est la moyenne géométrique des y. Les calculs qui
suivent seront fondés sur le nouveau modéele a I’échelle :

M, Y™ =Xp" +¢,

ou les € suivent une loi approximativement normale de
moyenne 0 et de matrice de variance o,’I. Soit @ =
@B % o).

L’estimateur du maximum de vraisemblance (EMV) de
¢ maximise la log-vraisemblance

1) = Ylog /(5 9", )
ou
fs e, 7 =

@ra) " exp{-Qo) (Y - B’} (n/ )
Skinner, Holt et Smith (1989) redéfinissent ¢~ comme la
valeur de @ qui maximise

1@) = 2log /(v #),

ielU
la somme étant calculée sur ’ensemble des unités de la
population finie. Donc, parmi tous les modéles possibles
f(», ), on choisit celui qui «est le mieux ajusté » a la
population finie. Si nous choisissons mal la famille
f(», ), cet ajustement le meilleur restera médiocre, mais
dans notre inférence, nous le traitons comme la cible que
nous essayons d’atteindre avec nos données d’échantillon.
Par conséquent, il est important de choisir les options
appropriées pour f(y, ¢ ).

Pour la population finie, ¢ satisfait
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>-[olog f(v; @', 5)/ 39" ] = 0,

ieU

Iy(@") =

ou

Pour ¢  donné, posons que /,(¢"), sommation de la
dérivée premiére de la log-vraisemblance par rapport a @,
est un parameétre de population finie. Nous tirons un échan-
tillon et, en approximant log f'(y;; (p* ¥) pour chaque unité
i de I’échantillon par log f (yl, 9, ¥,), nous estimons le
total de population, IU((p ), par | ((pPMV)

@) = Yw[0log /(v @', 7,)/09"]..

0 ‘I’P\Av
ies

ou

WI/ > w

J’;w :Hyz IE) H

ies

la moyenne géométrique pondérée des y dans I’échantillon
et Ppyy est lestimateur du pseudo maximum de vrai-
semblance de @, qui satisfait / ((Pva) =0 (Wu et Sitter
2001). L’estimateur PMV, @pyy = (Bin A, 655,), peut
étre obtenu par une méthode de balayage de l’espace des
solutions. Autrement dit, calculer et tracer les valeurs de
log-vraisemblance pondérées,

log L(9") = X w log f(v; @, 7,) )
en fonction de I’ensemble de valeurs de A nous permettra
de localiser I’estimation PMV, iw, du paramétre de trans-
formation. Lorsque nous évaluons la fonction de log-
vraisemblance a chaque valeur fixe de A dans le contexte
de ’échantillonnage, B et c>* sont estimés en intégrant les
poids d’échantillonnage comme il suit :

-1
(S | (S,

ies ies

8., = Zw (O

2O xR 2

Puisque c’est le modéle M; qui nous intéresse, la recon-
version de Qpy, qui max1m1se (4) A Qpyy dans le modele
M, est nécessaireet fp, = o', 67, yfv“ w ) 6f2w
Puisque nous prévoyons utiliser un estimateur con-
vergent par rapport au plan pour le total de population, il est
raisonnable de nous demander pourquoi nous avons besoin
des poids d’échantillonnage pour estimer les parametres du
modele. Sverchkov et Pfeffermann (2004) soutiennent que
I’intégration des poids peut produire de meilleures esti-
mations des parametres du modeéle quand la spécification de
ce dernier est correcte dans la population, mais incorrecte
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dans I’échantillon. Cette situation peut se produire quand les
probabilités ou les sélections sont corrélées a I’intérieur des
g,

Soit B et A les deux premiéres composantes de la
solution en échantillon complet de la maximisation de
Yulog f(y, §), et B=7""B". Cela nous permet de
définir 0, = (B, A) comme étant les paramétres de
population finie, quelle que soit la validité du modéle.

Nous pouvons montrer que 0, = (B, A,) est un
estimateur convergent par rapport au plan de 0,, c’est-a-
dire que

A

B, — B en probabilité et 4, — A en probabilité

sous certaines conditions de régularit¢ en utilisant des
arguments semblables a ceux de Binder (1983), Wu (1999),
ainsi que Wu et Sitter (2001). Ici, la convergence proba-
biliste est celle par rapport au plan d’échantillonnage.

2.3 Propriété de convergence de ’estimateur TG_BC

Il est bien connu que ’estimateur TG , a la propriété
désirable de convergence par rapport au plan sous des
contraintes faibles (Sdrndal et coll. 1992). Autrement dit,
I’écart relatif entre I’estimateur et la grandeur qu’il estime
converge en probabilité vers 0 a mesure que 1’échantillon
devient arbitrairement grand, que tienne ou non le modéle
de travail sur lequel il est fondé. Cette propriété peut étre
conservée pour I'estimateur 7, .. .

Définissons
Th 6 sc Zg,(ezv) + Z(J’, 2,0,))/
ieU ies
et
G BC zgl(ew) + Z(yl gi(éw))/ni'

ielU ies

Théoréme : Sous les hypothéses suivantes, 1’estimateur
GREG fondé sur la transformation de Box-Cox 7, . est
convergent par rapport au plan pour 7, en ce sens que
NT, 4o —T) = Op(l/«/ﬁ). De surcroit, la variance
asymptotique de 7, . est donnée par

AVd(fG BC) =

22 (m -

ieU jeU

T ) g,-(BN))(y,- - gj(eN))/(Tci nj)’

qui peut étre estimée par
I}d (f G BC) =

> 3Um, - mm)/m, ) - SO, - g0,/ ). (5)

ies jes

Hypothése 1: 0, =0, +0,(1/vn).
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Hypotheése 2 : Pour chaque x,, 0g,(t)/0t, est continu en t
et |0g,(t)/0t < h(@) pour t dans le
voisinage de 0 .

Hypothése 3 : Les estimateurs d’Horvitz-Thompson calcu-
Iés avec les poids de sondage de base pour
certains totaux de population suivent une loi
asymptotiquement normale.

Hypothése 4 : Pour chaque x,, la dérivée seconde de g,(t)
par rapport 2 t est continue et bornée dans
le voisinage de 0.

Preuve : (voir I’annexe).

L’estimateur proposé de la variance représenté par
I’équation (5) est basé sur des approximations en grand
échantillon. Pour un niveau nominal donné 1 — a, I’inter-
valle de confiance habituel fondé¢ sur I’approximation
normale pour I’estimateur de la variance donne approxima-
tivement un taux de couverture de 100(1 — o ) % dans les
grands échantillons répétés. Malheureusement, dans certains
cas, on a constaté que les propriétés de couverture de ce type
d’estimateur de la variance peuvent étre médiocres pour
certains choix du modele auxiliaire (assisting model) pour
les estimateurs 7;, , (Sdrndal 1982; Sirndal, Swensson et
Wretman 1989; etc.). Les études théoriques et empiriques de
la propriété¢ de couverture de I’estimateur proposé de la
variance devront étre approfondies.

L’estimateur 7, G pc ©st convergent par rapport au plan
pour le total de population finie 7 sous I’approche de
randomisation, et la technique de Box-Cox permet qu’une
transformation raisonnable de la variable dépendante soit
déterminée automatiquement par les données a partir d’une
grande famille de fonctions, donc permet d’accroitre
I’efficacité.

3. Une étude par simulation

L’objectif de cette étude par simulation est d’évaluer les
propriétés de divers estimateurs GREG pour un total de
population finie. Dans cet exercice de simulation, nous
produisons une population finie a partir de I’Australian
Agricultural and Grazing Industries Survey (AAGIS). Ces
données d’enquéte contiennent des renseignements sur le
nombre de tétes de bétail (y) et la superficie agricole (x)
pour chacune des 431 fermes.

Nous considérons une population finie de taille N =
4 000, générée a partir du modele suivant :

Mg: y™ = (F =)/ =B, + B x, +¢,
ou les g; sont indépendants et de loi approximativement
normale N (0, 6%), et x; est le logarithme d’une valeur
produite a partir d’une distribution exponentielle de

Statistique Canada, N° 12-001-X au catalogue

moyenne L et d’erreur-type .. Afin d’imiter une situa-
tion réelle, nous choisissons A =0,1, B, =4,20 et B, =2,66
qui sont les estimations obtenues en ajustant les données
réelles d’enquéte au modéle M;. Nous fixons p, =1040
et o, =1000 pour étre certain que y,>0 pour presque
toutes les unités 7. Strictement parlant, nous avons une
distribution normale tronquée de y, puisque nous écartons
toutes les valeurs négatives. L’effet en est négligeable, car
moins de 0,1 % des valeurs produites de y doivent étre
supprimées. Le méme phénomene a ét¢ observé par Taylor
(1986).

La simulation est fondée sur un échantillonnage répété a
partir de la population finie générale. Nous étudions deux
plans d’échantillonnage, a savoir I’échantillonnage aléatoire
simple (EAS) et I’échantillonnage aléatoire simple stratifié
(EASS). Lorsqu’un échantillon est sélectionné par EASS,
nous appliquons des probabilités de sélection inégales entre
les diverses strates. Nous définissons deux strates en uti-
lisant comme valeur limite la médiane des valeurs de y
dans la population finie. Pour la strate / de taille N,, nous
sélectionnons un échantillon aléatoire simple de taille 7, .
Définissons les probabilités de sélection p, et p, pour la
strate 1 et la strate 2, respectivement. Nous spécifions p, =
2 x p,. Pour une taille d’échantillon fixe n, n, = N, x p,,
et n, = N, x p,

Nous souhaitons estimer le total de population finie

T = Z V.
ieU
Dans cette étude par simulation, nous étudions les propriétés
des estimateurs 7, 4., T, ,, et T, [oq ainsi que lesti-
mateur d’HorVitz—TilompS(;n fondé sur le plan (7, ), ou les
indices inférieurs « -L », « -LOGL » et « -BC » dénotent les
modeles linéaire, loglinéaire et Box-Cox sous-jacents,
respectivement.

Un millier d’échantillons sont tirés de la population finie
simulée pour chaque taille d’échantillon n (30, 80, 150).
Quatre estimateurs sont produits pour chaque échantillon
sélectionné. L’estimateur du paramétre de transformation en
population finie A est également produit pour chaque
échantillon. Pour les besoins de la comparaison, nous
utilisons deux méthodes pour estimer A. Soit ?:(iw) les
estimateurs MCO/MV (PMV) de A. Sur I’ensemble des
1 000 échantillons, nous calculons les biais relatifs empi-
riques en pourcentage (BiaisRel) et les racines carrées des
erreurs quadratiques moyennes (REQM) pour évaluer ces
estimateurs en utilisant les formules suivantes :

B
BiaisRel = B Z(ﬁib - o)/ ®,
b=1
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B
REQM = /B’IZ(ﬁs,, - )%,
b=1

ou B est le nombre de répétitions dans la simulation de
Monte Carlo et @ représente une estimation arbitraire du
paramétre de population finie .

et

4. Résultats

Au tableau 1, nous présentons le biais relatif et la racine
carrée de I’erreur quadratique moyenne de quatre estima-
teurs pour différents plans d’échantillonnage et diverses
tailles d’échantillon quand ¢ =0,5. Les quatre estimateurs
donnent tous un biais relatif proche de 0 [le maximum des
valeurs absolues du biais relatif (|BiaisRel|) est inférieur a
0,01 dans le tableau 1]. Parmi ces estimateurs, 7}, ,. est
celui dont le biais relatif absolu et la REQM sont les plus
faibles sur diverses tailles d’échantillon et plans d’échan-
tillonnage. Par conséquent, la technique de Box-Cox pro-
tege 7, ¢ _pc» qui voit son efficacité accrue comparativement
a d’autres estimateurs GREG.

Tableau 1
Biais relatif et racine carrée de ’erreur quadratique
moyenne de quatre estimateurs pour différents plans
d’échantillonnage et diverses tailles d’échantillon
A =0,1)

A1 £2 ~3 ~
Ty Ig 1 TG oot T(‘,‘tBC
Echantillonnage aléatoire simple
BiaisRel(x107) n=30 4,37

9.8 546 3,62
n=80 143 367 1,24 0,65
n=150 -2,60 -124 1,22 0,53

n=30 7,17 3,54 2,02 1,94
n=8 426 2,09 1,18 1,09
n=150 320 1,58 0,88 0,79

Echantillonnage aléatoire simple stratifi¢

BiaisRel(x10%) n=30 6,01 -582 3,84 1,92
n=80 9093 -1,01 3,04 0,98

REQM(x107)

n=150 1,75 -1,85 1,06 0,42
REQM(x10") n=30 563 3,67 2,29 2,11
n=80 3,51 231 143 1,28
n=150 2,49 1,59 1,01 0,90
'7 D! estimateur d’Horvitz-Thompson fondé sur le plan;
s estimateur GREG avec modéle linéaire sous-
. jacent;
3 T 1oy - estimateur GREG avec modéle loglinéaire sous-
A jacent;
T pc - estimateur GREG avec modele de Box-Cox sous-
jacent.

Nous étudions aussi le biais relatif et la REQM sous les
mémes conditions quand ¢ =1 et ¢ =2. La figure 1 donne
la REQM pour les trois estimateurs GREG (7, 6L T, crogr €t
T, ¢ sc) lorsqu’on utilise différents plans d’échantillonnage.
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Nous notons que ]A"QBC posséde systématiquement la plus
petite REQM quand o =0,5 et 1. Donc, un modele robuste
choisi par la méthode de Box-Cox réduit la REQM, surtout
quand le mod¢le est approprié pour un petit .

Nous pourrions aussi nous intéresser aux propriétés de
YA’GiL comparativement a ]A"QBC quand A =1, c’est-a-dire la
situation qui favorise T ;. Sinous examinons le tableau 2,
nous voyons que 7, ¢ sc st relativement comparable a T, 6L
surtout quand la taille d’échantillon est grande. Ce résultat
implique que le fait d’utiliser 7, o sc alors que nous devrions
utiliser 7, ¢, Dentraine pas une grande perte en ce qui
concerne le biais relatif et la REQM.

Afin de mieux évaluer la robustesse et I’accroissement de
Iefficacité de 7}, ,. comparativementa 7., eta T, o
nous produisons une population finie de taille N =4 000,
non plus conformément au modéle de Box-Cox M, mais a
partir de

M;: yim =By +Bix; +z +¢,
ou z, = x’. Nous utilisons les mémes x, et les mémes
valeurs de paramétres que celles spécifiées a la section 3
pour générer les y,. Nous étudions les quatre mémes
estimateurs basés sur la nouvelle population finie {(x;, »,)
i=1..,4000}. Ils’agitde la situation non idéale pour
n’importe lequel des estimateurs GREG. Les résultats sont
présentés au tableau 3. Les avantages de I’utilisation de
T, ,c sont manifestes en ce qui concerne le biais relatif et
la REQM.

Le tableau 4 donne le biais relatif et la REQM pour A et
A, sous échantillonnage EASS avec diverses tailles
d’échantillon et les o fondés sur les valeurs de population
produites a partir de M. Puisque nous avons stratifié sur la
variable y, I'utilisation des pondérations devrait avoir un
impact, du moins sur le biais de I’estimation des parametres.
Quand o est petit, ¢’est-a-dire quand les données simulées
sont bien ajustées au modele hypothétique, iw donne un
biais relatif plus proche de 0, mais iw et A donnent I’un et
I’autre d’aussi bons résultats en ce qui concerne la REQM.
Par contre, quand ¢ est grand, iw donne systématiquement
des valeurs absolues plus petites du biais relatif et de la
REQM que A, quoique les REQM restent proches. En effet,
en ce qui concerne I’estimation de 7, ni 'une ni I’autre
approche ne I’emporte pour ce qui est du biais empirique ou
de la racine carrée de I’erreur quadratique moyenne, quelle
que soit la taille de 1’échantillon ou la valeur choisie de &
(données non présentées). Cela pourrait tenir au fait que
I’estimateur de 7 est biaisé sous le modéle quelle que soit
la qualité de I’estimation de A .
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EAS o6 =05 EAS o=1 EAS o=2
4,00 5,00 1 9,007
3,50 \ 4,50 1 8,00-
4,00 - 1
3,00 ol 7.00
s 250 o s 600]
8 > 3,00 _i 8 5,00
2,50 4
2,00 | = 400
2,00
1,50 3,001
. 1,50
/ 100 2,00
0,50 050 1,007
0,00 T = T T 10,00 7 T T T \ 0,00 ‘ ‘ T T ‘
n=30 n=50 n=80 n=100 n=130 n=150 n=30 n=50 n=80 n=100 n=130 n=150 n=30 n=50 n=80 n=100 n=130 n=150
EASS 6 =05 EASS o =1 EASS o=2
4,00 W 6,007 10,00~
3,50 1 6\ | 9,00
5 5,00 800
3,00 1
| 7,00 1
s 250 1 = 6,00-
2 oo | o
~ 2,00 4 ~ 5,00+ .
‘ == 1o |
1,50 7 4,00
3,007 Y B
1,00 J T LoGL
’ 2,00 7
0,50 1,00 Ts pc
0,00 T T T T 0,00 T T T T \ | 0,004+ 1 T T ; T 1
n=30 n=50 n=80 n=100 n=130 n=150 n=30 n=50 n=80 n=100 n=130 n=150 n=30 n=50 n=80 n=100 n=130 n=150
Figure 1 Comparaison de la racine carrée de I’erreur quadratique moyenne de f‘G_ I f‘G_LOGL et f‘G_BC pour divers plans
d’échantillonnage, tailles d’échantillon et écarts-types
Tableau 2 Tableau 3

Biais relatif et racine carrée de D’erreur quadratique
moyenne de quatre estimateurs pour différents plans
d’échantillonnage et diverses tailles d’échantillon (A =1)

Ty T, Gz_L T g_LOGL T (:!_BC
Echantillonnage aléatoire simple
BiaisRel(x107) n=30 0,31 0,16 0,63 0,24
n=2380 -0,37 -0,09 0,03 -0,09
n=150 -0,25 0,03 0,10 0,02
REQM(x107) n=30 2091 3,51 3,98 3,63
n=80 12,22 2,12 2,36 2,13
n=150 8,98 1,57 1,75 1,57
Echantillonnage aléatoire simple stratifié
BiaisRel(x107) n=30 0,51 0,27 0,56 0,22
n=_80 3,97 -0,11 -0,11 -0,13
n=150 -0,23 0,04 0,06 0,04
REQM(x107) n=30 12,54 3,79 4,20 3,91
n=_80 8,39 2,27 2,61 2,29
n=150 5,48 1,67 1,90 1,67
! fD : estimateur d’Horvitz-Thompson fondé sur le plan;

2T, ,:  estimateur GREG avec modéle linéaire sous-jacent;
3Ts Lo estimateur GREG avec modéle loglinéaire sous-
o jacent;
* T pe: estimateur GREG avec modéle de Box-Cox sous-
N jacent.
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Biais relatif et racine carrée de I’erreur quadratique
moyenne de quatre estimateurs pour différents plans
d’échantillonnage et diverses tailles d’échantillon (valeurs
de y produites a partir d’un modéle M)

T, T Gz_L T (3_LOGL T (:!_BC
Echantillonnage aléatoire simple
BiaisRel(x107) n=30 -16,89  -54,56 28,81 -2,17
n =380 -5,65  -23,15 11,76 -1,43
n=150 -13,78 -13,78 10,73 -0,76
REQM (x10') n=30 30,08 24,68 12,11 2,87
n =380 17,95 13,85 7,25 1,78
n=150 13,60 10,29 5,50 1,33
Echantillonnage aléatoire simple stratifié
BiaisRel(x107) n=30 1,11 -36,13 31,95 -7,87
n=2380 5,59 -18,13 13,11 -3,26
n=150 -2,79 -7,30 7,33 -1,43
REQM(x10'") n=30 34,10 27,15 14,19 437
n=2380 19,61 15,93 8,49 2,61
n=150 14,60 12,19 6,62 2,02
! fD : estimateur d’Horvitz-Thompson fondé sur le plan;

2 .
T6 1

estimateur GREG avec modéle linéaire sous-jacent;

} T 1ogy +estimateur GREG avec modele loglinéaire sous-jacent;

estimateur GREG avec modéle de Box-Cox sous-

T pct ¢
Jacent.
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Tableau 4

Biais relatif et racine carrée de I’erreur quadratique
moyenne de Al et ifv sous échantillonnage EASS pour
diverses tailles d’échantillon et divers écarts-types

c=1 c =05

A A, A A, A A&,

c =2

Biais relatif

n =30 0,58 0,13 -028 0,10 -0,16 -0,01
n =80 0,42 0,14 0,19 0,11 -0,13 -0,02
n=150  -039 0,10 -0,16 0,09 -0,10 -0,01

Racine de I’erreur quadratique moyenne

n =30 0,14 0,12 0,11 0,11 0,07 0,07
n =280 0,08 0,07 0,06 0,06 0,04 0,04
n=150 0,06 0,05 0,05 0,04 0,03 0,03

! L'estimateur & est obtenu par la méthode des
moindres carrés ordinaires/méthode du maximum de
vraisemblance.

? L’estimateur A, est obtenu par la méthode du pseudo
maximum de vraisemblance.

5. Conclusion

Nous avons propos¢ un estimateur par la régression
généralisée d’un total de population finie fondé sur une
technique de transformation de Box-Cox sous un plan
d’échantillonnage a probabilités inégales. Etant convergent
par rapport au plan, ’estimateur proposé¢ retient la propriété
de robustesse de I’estimateur GREG, méme si le modéle
sous-jacent est défaillant. Dans de nombreuses situations,
une version du modele M; fournira au moins une ap-
proximation utile du comportement de la variable dépen-
dante. La technique de Box-Cox permet qu’une transfor-
mation raisonnablement ajustée de la variable dépendante
soit automatiquement déterminée par les données. Nous
avons évalué analytiquement et par simulation de Monte
Carlo la robustesse et I’efficacité de 1’estimateur proposé.

Lorsqu’on compare un estimateur GREG basé¢ sur un
modéle linéaire sous-jacent (7, , ) 4 un autre fondé sur un
modele de Box-Cox (f G Bc ) il ne faut pas perdre de vue
que T, ., e requiert pas d’information auxiliaire compléte.
En outre, il peut produire un jeu unique de poids applicable
a toutes les variables d’intérét, contrairement a 1’estimateur
T, 4 Toutefois, pour accroitre Iefficacit¢ de I'un et
Iautre estimateur, il faut habituellement utiliser des poids
distincts pour des variables d’intérét différentes, parce les
meilleures prédictions sont obtenues en ajustant un modele
de travail particulier pour chaque variable étudiée.
L’estimateur 7, ,. peut méme étre plus efficace que
I’estimateur 7, ,, mais au prix de nécessiter des données
complétes sur les variables x. Bien que ce genre d’infor-
mation soit rarement disponible dans les sondages
nord-américains aupres des ménages, elle I’est souvent dans
les sondages aupres des entreprises.
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Les sondages sont peu souvent réalisés pour mesurer une
seule variable d’intérét. La question est de savoir comment
estimer les totaux finis pour des sous-population mutuel-
lement exclusives et exhaustives de telle facon que la
somme de ces estimations concorde avec |’estimation du
total fini pour I’ensemble de la population. Nous devons
accorder une attention particuliere a ce probléme, car les
estimateurs de Box-Cox ne sont pas linéaires en y. Ces
estimations peuvent é&tre obtenues en utilisant un outil
d’étalonnage standard décrit dans Li et Lahiri (2007). Une
autre approche consiste a utiliser le calage fondé sur un
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Annexe
Soit
G BC zyz/n +(Zg1(9 )_zgz(ew)/nij'
ies ieU ies

Par développement en série de Taylor, sous ’hypothéese (2),
nous avons

g0,) = g.0,) + (3g,(t)/at) | _,; O, —90,),

ou 0" €(0,,0,) ou (0,0, et (dg(t)/ot) est un
vecteur ligne.
En vertu des hypothéses (1) et (2),

N> g0,)=N"Y g0y +0,01n)
ieU ieU
N n'g®,) = N'Y.n'g,0,) + 0,(1/<n).

Notons aussi qu’en vertu de 1’hypothése (3),

N7 g0y) = N2 m'g,(0y) + O,(1/Vn).
Donc,
B (Z 8,) - zn,-'lg,(éw)] = 0,(/Vn).

En outre, en vertu de I’hypothese (3),

ieU ies

0,(1/~/n).

Par conséquent, N™\(T,; ,- —T)=0,(/~n), ie,
converge en probabilité¢ vers T al’ ordre 0) (1/ Vn).

TGch
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En plus, sous I’hypothése (4), une approximation par
série de Taylor de deuxiéme ordre de g,(@,) peut étre
développée comme il suit :

g0,) = g0,) + 3,0/t |y,
®, -0, +®0,-0,)(g)/(att)) | _, ©,-0,),

ol 0" € (0,,0,) ou (0,,0,). Il découle des hypothéses
(1) et (4) que
N'Y g0, =N"Yg®,)

ieU ieU

+ N (8git)/ot') |, O,

ieU

0,)+0,(n),

NS 'g®,) = N"Y n'g(0,)

ies ies

+ N Y m ! (Bgt) /o) |, O, -

ies

0,)+0,(n").

En vertu des hypothéses (1) et (3), 0

w

=0, + 0,(1/Vn)

et
N0 ()0t |y, = N7 0g,(0)/ 0t |,y
ies ieU N
+ 0, (1/~n).

Donc,

N (Z gi(éw) - Znilgi(éw)] =
ieU ies

_l[zgi(eN) - zni_lgi(eN)j + Op(n_l)'
ieU ies
Par conséquent,

Zy,/rc

ies

G BC
+ (Z 2.0,) - Zni_lgi(ﬂN)) +0,(N/n).
ieU ies
La variance asymptotique de 7' "1 sous le plan est :
AV (T ge)

~ z Z(n,—j - ninj)(yi

ieU jeU

- g,-(eN))(yj - gj(eN))/(nfnj)’

qui peut étre estimée par
I}d (f G 7BC)

DM CAEE

ies jes

)7, (v, — g @) (v, — g,0,))/ ().
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