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Plan d’ échantillonnage proportionnel alataillele plus proche
contr 6lé optimal

Neeraj Tiwari, Arun Kumar Nigam et |la Pant *

Résumé
Le concept de « plan d' échantillonnage proportionnel alataille le plus proche » proposé par Gabler (1987) est utilisé en vue
d obtenir un plan d échantillonnage contr6lé optimal assurant que les probabilités de séection des échantillons non
privilégiés soient nulles. L’ estimation de la variance pour un plan d’ échantillonnage controlé optimal al’aide de laforme de
Yates-Grundy de I'estimateur d’'Horvitz-Thompson est discutée. La variance d échantillonnage réelle de la méthode
proposée est comparée a celle des méthodes existantes de sélection contrélée et non contrdlée sous grande entropie. L' utilité

delaméthode proposée est démontrée au moyen d' exemples.

Motsclés: Echantillonnage contr6lé; échantillons non privilégiés; programmation quadratique; variance sous grande

entropie.

1. Introduction

Dans de nombreuses stuations, certains échantillons
peuvent ére indésirables, a cause de complications admi-
nigtratives, de |’ doignement, de la similarité des unités ou de
questions de co(it. Les échantillons de ce genre sont quaifiés
de non privilégiés et la méhode pour les éviter est appelée
« Section controlée » ou « échantillonnage controlé ». Cette
méthode, proposée pour la premiére fois par Goodman et
Kish (1950), a suscité beaucoup d'intérét ces dernieres
années a cause de son importance pratique.

La méthode d'échantillonnage contrélé est la plus ap-
propriée lorsque des considérations financiéres ou autres
obligent & sdectionner un petit nombre de grandes unités
primaires d échantillonnage, comme des hdpitaux, des
entreprises ou des écoles, en vue de leur incluson dans
I’é&ude. L’ objectif principal de I’ échantillonnage controlé est
d accroitre la probabilité de sdectionner une combinaison
privilégiée de sorte qu'elle soit supérieure a celle possible
par échantillonnage dtratifié, tout en maintenant les proba
hilités de sdection initiales des unités de la population, donc
en préservant la propriété d' échantillon probabiliste. Cette
Situation se présente généralement dans le cas d enquétes
aur le terrain, o la sdlection de certaines unités est indés-
rable pour des raisons pratiques, mais un échantillonnage
probabiliste est nécessaire. Des contraintes peuvent étre
imposées afin d'assurer que la répartition géographique ou
autre des unités soit appropriée et que la taille de I’ échan-
tillon soit adéquate pour certains sous-groupes de la popu-
lation. Goodman et Kish (1950) ont considéré la réduction
de la variance déchantillonnage des estimations clés
comme éant I’ objectif principal de la sélection controlée,
mais ont auss mis en garde contre le fait que cela n'est
peut-étre pas toujours réalisable. lls ont auss discuté d'un

problémeréd destiné a mettre I’ accent sur lanécessité d' uti-
liser des contraintes au-dela de la stratification (Goodman et
Kish 1950, page 354) dans le but de sdlectionner 21 unités
primaires d échantillonnage pour représenter les Etats du
Centre-Nord. Hess et Srikantan (1966) ont utilisé les
données sur I'univers de 1961 des hopitaux généraux de
soins de courte durée non fédéraux des Etats-Unis pour
illustrer les applications des formules d estimation et de
cdcul de la variance au cas de la Sdection contrdlée.
Waterton (1983) a utilisé les données provenant d'une
enquéte par la poste sur les sortants des écoles écossaises
réalisée en 1977 pour décrire les avantages de la sdlection
contr6lée et comparer I’ efficacité de cette derniére A celle de
I’échantillonnage aléatoire sratifié proportionnel multiple
(C'est-adire le plan d'échantillonnage dans leque, au lieu
d' une variable de dratification unique, ou utilise de nom-
breuses variables individuellement associées a la varigble
dintér&t y par classfication croisée de la population en
fonction de ces variables) et a constaté que la sdection
contr6lée donnait des résultats favorables.

Trois approches digtinctes ont été proposées dans la
littérature récente en vue de mettre en ocauvre |’ échantil-
lonnage contr6lé, & savoir i) I’ utilisation de configurations
typiques de plan d’ expérience, ii) la méthode du vidage de
boites et iii) le recours ala programmation linéaire. Bien que
certains chercheurs soient partis de plans d’ échantillonnage
aéatoire smple pour congtruire des plans d’ échantillonnage
contrélé, I'une des stratégies les plus répandues consiste a
conjuguer |'échantillonnage avec probabilité d'inclusion
proportionnelle a la taille (PIPT) et I' estimateur d’'Horvitz-
Thompson (1952). Pour congtruire des plans d' échantillon-
nage aéatoire simple contrélé, Chakrabarti (1963), ains
gu' Avadhani et Sukhatme (1973) ont proposé d utiliser des
plans en blocs incomplets équilibrés (BIE) ayant pour
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paamétres v=N, k=n & A, ou N et la talle de
population et n, lataille d' échantillon. Wynn (1977) aind
que Foody et Hedayat (1977) ont utilisé les plans BIE avec
blocs répétés dans des situations ol des plans BIE non
triviaux n'existent pas. Gupta, Nigam et Kumar (1982) ont
€étudié des plans d’ échantillonnage contrdlé avec probabilité
d'inclusion proportionnelle alataille et utilisé des plans BIE
conjugués a I’estimateur d'Horvitz-Thompson du total de
population Y(= 3Ny, ol y estlavaeur dela i'™™ unité
de population, U). Nigam, Kumar et Gupta (1984) ont
utilisé certaines configurations de divers types de plans
expérimentaux, y compris des plans BIE, pour obtenir des
plans d échantillonnage PIPT controlé ayant la propriété
supplémentaire que cmm; <m; <mE; pour tout i j=
1 .., N et une constante positive donnée c tele que
O<c<l ou m e m; représentent les probabilités
d'incluson de premier et de deuxiéme ordres, respective-
ment. Hedayat et Lin (1980), and que Hedayat, Lin et
Stufken (1989) ont utilise la méthode du «vidage des
boites» pour congtruire des plans d échantillonnage PIPT
controlé ayant la proprieté supplémentaire que 0<m; <
mr;, i<j= 1 .., N. Sivestava et Sdeh (1985), aing
que Mukhopadhyay et Vijayan (1996) ont proposé de
remplacer I’échantillonnage déatoire simple sans remise
(EASSR) par des « t-designs» pour congtruire des plans
d échantillonnage controlé.

Toutes les méthodes d' échantillonnage contrdlé mention-
née dans le paragraphe qui précéde peuvent étre appliquées
manuellement avec divers degrés de difficulté, mais aucune
n’ exploite les avantages de I’ informatique moderne. Recou-
rant a la méhode du smplex en programmation linéaire,
Rao et Nigam (1990, 1992) ont propose des plans d’ échan-
tillonnage contrdlé optima qui réduisent au minimum la
probabilité de sdlectionner les échantillons non privilégiés,
tout en retenant certaines propriétés d un plan non controlé
connexe. En suivant I'approche de Rao et Nigam (1990,
1992), Sitter et Skinner (1994), aind que Tiwari et Nigam
(1998) ont utilisé la méthode du smplex en programmation
linéaire pour résoudre des problemes de dratification
multidimensionnelle avec des « contraintes allant au-dela de
lastretification ».

Dans le présent article, nous utilisons la programmation
quadratique pour proposer un plan d'échantillonnage con-
tr6lé optimal qui assure que la probabilité de silectionner les
échantillons non privilégiés soit exactement égale a zéro, au
lieu de la minimiser, sans sacrifier | efficacité de I’ estima-
teur d'Horvitz-Thompson fondé sur un plan d' échantillon-
nage PIPT non contrélé connexe. Nous utilisons lanotion de
«plan d échantillonnage proportionnel a la taille le plus
proche » introduite par Gabler (1987) pour construire le plan
propose. Nous nous servons du Solveur Microsoft Excel du
progiciel Microsoft Office 2000 pour résoudre le probléme
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de programmation quadratique. Nous discutons de I’ appli-
cabilité de I'estimateur d’'Horvitz-Thompson au plan pro-
posé. Nous comparons empiriquement la variance d’ échan-
tillonnage rédlle de I'estimation pour le plan proposé aux
variances pour les plans contrélés optimaux avancés par
Rao et Nigam (1990, 1992) et pour les méthodes de sélec-
tion non contrlée sous grande entropie proposées par
Goodman et Kish (1950), aind que par Brewer et Donadio
(2003). A lasection 3, nous examinons certains exemples en
vue de démontrer I utilité de la méthode que nous proposons
par comparaison des probabilités de sélection des échantil-
lons non privilégiés et des variances d échantillonnage des
estimations. Enfin, a la section 4, nous résumons les résul-
tats présentésdans |’ article.

2. Leplan d échantillonnage contr 6l€ optimal

A la présente section, nous nous fondons sur le concept
de «plan d'échantillonnage avec probabilité de séection
proportionnelle a la taille le plus proche » pour proposer un
plan d' échantillonnage PIPT contrélé qui produit des proba
bilités concordant avec les valeurs originalesde w;, satisfait
la condition suffisante m; <mm; pour que la forme de
Y ates-Grundy (1953) de I’ estimateur d'Horvitz-Thompson
(HT) (1952) de la variance soit non négative et assure en
outre que la probabilité de sdection des échantillons non
privilégiés soit exactement égde a zéro. Avant de discuter
du plan proposé, nous décrivons briévement les plans PIPT
de Misdzuno-Sen et de Sampford que nous utiliserons dans
le plan proposé pour obtenir le plan PIPT initid p(s).

2.1 LesplansPIPT de Midzuno-Sen et de Sampford

Afin d'introduire le concept des plans PIPT, nous
SUpPOSONS qu'’ Une quantité positive connue, X, est associée
alavaleur dela i unité de la population et qu'il existe
une raison de croire que les valeursde y; sont approximeti-
vement proportionnelles aux x. Ici, nous supposons que la
valeur de x est connue pour toutes les unités de la
population et que les valeurs de y, doivent étre recueillies
pour toutes les unités échantillonnées. Dans le cas des plans
d’ échantillonnage PIPT, w;, la probabilité d’'inclusion de la
i unité dans un échantillon de taille n, est égalea np,
ol p, est la probabilité de sélection en un seul tirage de la
i"®™ unité de la population (également appelée mesure de
taille normaledel’unitéi) donnée par

b= -2 i=12..N

2%

=1

Nous commencons par décrire le plan PIPT de Midzuno-
Sen, puis nous discutons du plan de Sampford.
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Le plan de Midzuno-Sen (MS) (1952, 1953) a pour

contrainte que les probabilités de sélection de la i'™™ unité
delapopulation (p;) doivent satisfaire la condition
1 n-1 1 .
—. <p <=, i=12 .., N. (1
n N-1 P n L @

S (1) est satisfaite pour les vaeurs de p, éudiées, nous
appliquons le plan de MS pour obtenir un plan PIPT dont
les probabilités de sdlection sont révisées, p;, [également
appelées mesures révisées de lataille normale] données par

5 —np N-1_ n-1
! ""N-n N-n’

i=12 ., N. (2
Maintenant, en supposant que le s°™ échantillon est
constitué des unites iy, iy, ..., i,, laprobabilité d'inclure ces
unités dans le s échantillon sous le plan de MS est
donnée par

P(s)

T

i1, 09 v iy

1 x . .
= 7N-D (p,+P,+ - +P) (©)

N

n-1

Toutefois, a cause de la contrainte (1), le plan de MS
limite I'applicabilité de la méhode a des unités de taille
relativement semblable. Par conséquent, lorsque les proba
bilités initiales ne satisfont pas la condition du plan de MS,
nous proposons d' utiliser le plan de Sampford (1967) pour
obtenir leplan PIPT initid p(s).

En utilisant le plan de Sampford, laprobabilité d'inclure n

ieme

unités iy, i, ..., i, dansle s échantillon est donnée par
p(s) = T iy, oy
=K, A, Ao A (1-0p), @
u=1

ol K,=(ntL,  /n), A =p/@-p) pour un
ensemble S(m) de m< N unités différentes, i, iy, ..., i
e L, est définie comme &ant
=1 L,=> A, A, -w by (1< m<N).
)

S(m

m?

2.2 Leplan proposé

Considérons une population de N unités. Supposons
que I'on doive sdectionner un échantillon de taille n a
partir de cette population. Les probabilités de sdection par
tirage unique de ces N unités de la population (valeurs de
p) sont connues. Soit S et S I'ensemble de tous les
échantillons possibles et I'ensemble des échantillons non
privilégiés, respectivement.

Sachant les probabilités de sdlection pour les N unités
de la population, nous obtenons d'abord un plan PIPT non
contrélé approprié p(s), td que le plan de Midzuno-Sen
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(1952, 1953) ou celui de Sampford (1967) qui sont décrits a
lasection 2.1. Aprés avoir obtenu le plan PIPT initia p(s),

I"idée qui sous-tend le plan proposé est de se débarrasser des
échantillons non privilégiés S en se limitant & I’ensemble
S-S gréce al’introduction d'un nouveau plan p,(s) qui
atribue une probabilité nulle de sdection a chague
échantillon non privilégié appartenant a S. Ce plan est
donné par

p(s)
———— pour se S-§
1- ) p(9)
Po (S) = SEZ:% (5)
0 autrement,

ou p(s) et le plan d'échantillonnage PIPT non controlé
initid.

Conséguemment, p,(s) n'est plus un plan PIPT. Donc,
en gppliquant I’idée de Gabler (1987), nous nous intéressons
au « plan d'échantillonnage proportionnel a la taille le plus
proche» p,(s) encesensque p,(s) minimise la distance
directe D entre le plan d’ échantillonnage p,(s) et le plan
d’ échantillonnage p,(s) définie comme éant

Py P’ (9)
D ) =E — = — -1 6
(Pos P) po{ o, } RINE (6)

sous | es contraintes suivantes :
i) p(s)=20,
iy > p =1

se S-§

(i) Y p(s) = m,

S>3i

iv) X p(s) >0 e ()

s3i, j

v D P < mom,

s3i, j

Le classament de ces cing contraintes est éabli en
fonction de leur degré de nécessité et de désirabilité. Les
contraintes (i) et (i) sont nécessaires pour tout plan d' échan-
tillonnage probabiliste. La contrainte (iii), qui impose que
les probahilités de sdlection soient les mémes dans I’ancien
et le nouveau plan d'échantillonnage, assure que le plan
résultant sera PIPT. Cette contrainte et trés forte et influe
dans une large mesure sur les propriétés de convergence du
plan proposé. La contrainte (iv) est hautement souhaitable,
parce qu'elle assure I’ estimation sans biais de la variance.
La contrainte (v) est souhaitable, car elle assure que soit
respectée la condition suffisante pour la non-négetivité de
I’ estimateur de lavariance de Y ates-Grundy.

La solution du probléme de programmation quadratique
susmentionné, ¢’ et-a-dire minimiser lafonction objectif (6)
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sous les contraintes (7), nous donne le plan d échantil-
lonnage PIPT contrdlé optimal assurant que la probakilité de
sdection soit nulle pour les échantillons non privilégiés. Le
plan proposé est auss proche que possible du plan contrélé
P, (S) dé&fini en (5) tout en produisant le méme ensemble de
probabilités d'inclusion de premier ordre m; que le plan
d échantillonnage PIPT non contrdlé origina p(s). Etant
donné les contraintes (iv) et (v) dans (7), le plan proposé
garantit également que soient satisfaites les conditions
m; >0 e m; <mm; assurant que I'estimateur de Yates-
Grundy de lavariance soit stable et non négatif.

La mesure de distance D(p,, p,) Oéfinie en (6) est
semblable a la statistique x? souvent utilisée dans des
problémes apparentés, et a également été utilisée par Cassdl
e S=rndal (1972) et par Gabler (1987). D’ autres mesures de
distance sont discutées par Takeuchi, Yana et Mukherjee
(1983). Dans le contexte de la présente discussion, nous
pourrions aussi définir une autre mesure de distance de la
forme

(P — p1)2
D(p, D e — 8
(P ) = 270 ®)

Lorsgu' elle est gppliquée aux divers problémes numé-
riques que nous considérons, nous constatons que I’ équation
(8) donne des réaultats comparables a (6) en ce qui atrait a
la convergence et a I'efficacité, s bien que nous présen-
terons les résultats obtenus en utilisant (6) comme mesure
dedistance.

Alors que tous les plans d échantillonnage contrélé
discutés par les auteurs antérieurs avaient pour objectif de
minimiser les probabilités de sdlection des échantillons non
privilégiés, ceui que nous proposons exclut entierement la
possihilité de sdectionner ces échantillons en garantissant
que leurs probabilités de séection soient nulles tout en
assurant la non-négativité de I estimateur de la variance de
Y ates-Grundy. Cependant, dans certaines situations, il se
pourrait qu’ aucune solution faisable du probléme de pro-
grammation quadratique, satisfaisant toutes les contraintes
énoncées en (7), n'existe. Le cas échéant, la contrainte (v)
peut ére reldchée. La non-négativité de la forme de
Y ates-Grundy de I’ estimateur de la variance risque dors de
ne plus étre garantie. Cependant, puisque la condition
m; <Smm; est suffisante pour que cet estimateur soit non
négatif, mais qu'elle nNest pas nécessaire pour n> 2,
comme I'a souligné Singh (1934), il existera encore une
possibilité d'obtenir un estimateur non négatif de la
variance. Apres relachement de la contrainte (v) en (7), s
I’estimateur de la variance de Y ates-Grundy est négatif, un
autre estimateur de la variance peut ére utilist. Nous le
démontrons al’aide de I'exemple 5 ala section 3. S, méme
aprés le relachement de la contrainte (v), une solution
faisable du probléme de programmation quadratique est
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introuvable, on peut auss relécher la contrainte (iv) e, par
conséquent, utiliser un autre estimateur de la variance a la
place de laforme de Y ates-Grundy de I’ estimateur HT dela
variance. L'effet du reléchement de ces contraintes sur
I"efficacité du plan proposé est difficile & &udier, car aprés
le redéchement de la contrainte de non-négetivité (v),
I’estimateur de la variance de Y ates-Grundy ne fournit pas
de résultats exacts. Lorsqu’on utilise cet estimateur, pour
certains problémes, I'estimation de la variance est plus
faible apresle reléchement de la contrainte (v) [comme dans
le cas des exemples 2(a), 2(b) et 3(a) ala section 3], tandis
que pour d autres, elle est plus grande [comme dans le cas
des exemples 1(a), 1(b), 3(b), 4(a) et 4(b) ala section 3]. Ce
rel&chement d'une contrainte donnant lieu & un accroisse-
ment de I’ estimation de la variance pourrait &re di al’inca
pacité de la forme de Yates-Grundy de |’ estimateur de la
variance d'estimer correctement la variance d échan-
tillonnage rédlle, lorsque la condition de non-négativité n' est
pas satisfaite.

La méthode proposée peut auss ére considérée comme
supérieure aux méthodes plus anciennes de sélection con-
trélée optimale, car éle consiste aimposer que la probabilité
de sdection de certains échantillons soit nulle, au lieu
d'associer un colt a chague échantillon, puis a essayer de
minimiser le colit, comme cela a &é fait lors des approches
antérieures de sdlection contrdlée. La technique de sdection
contrélée appliquée par les auteurs antérieurs était une
approche grossiere consistant a attribuer un colt tres devé a
certains échantillons et un colt trésfaible & d’ autres.

L'une des limites du plan proposé et qu'il devient
impossible a appliquer lorsque (N) est trés grand, car
I’énumération de tous les échantillons possibles et la
formation de la fonction objective et des contraintes
deviennent assez fagtidieuses. Cette limite existe auss pour
I’approche optimale de Rao et Nigam (1990, 1992) et
d autres approches d’ échantillonnage controlé discutées ala
section 1. Cependant, gréce aux systemes informatiques
plus rapides et aux progiciels statistiques modernes, I’ utili-
sation de la méthode proposée dans le cas de populations
moyennement grandes ne devrait pas étre trop difficile. Sur
la base des tailles de population que nous avons considérées
pour I'évaluation empirique, nous constatons que la mé-
thode proposée permet de traiter facilement les problémes
de sAection contrdlée pour une population alant jusqu’a
12 unités et un échantillon dlant jusgu’a 5unités. La mé-
thode proposée peut étre utilisée pour sdlectionner un petit
nombre d' unités de premier degré dans chacune d’un grand
nombre de strates. Cdla comprend la résolution d’ une série
de problémes de programmeation quadratique, ayant chacun
une taille raisonnable, a condition que I’ ensemble d’ échan-
tillons non privilégiés soit spécifié separément dans chague
drate.
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Comme dans le cas de la programmation linéaire, il
N’ existe aucune garantie de convergence d'un probléme de
programmation quadratique. Kuhn et Tucker (1951) ont
établi certaines conditions nécessaires pour obtenir la solu-
tion optimale d'un agorithme de programmation quadra
tique, mais il n'existe aucune condition suffisante pour la
convergence. Par conséguent, & moins que les conditions de
Kuhn-Tucker soient satisfaites d'avance, il n'existe aucun
moyen de véifier s un agorithme de programmation
quadratique converge vers un optimum absolu (global) ou
ratif (locd). En outre, il ' existe aucun moyen de prédire s
la solution d'un probléme de programmation quadratique
existe ou non.

2.3 Comparaison delavariance d’ échantillonnage
del’estimation

Pour estimer la moyenne de population Y(= NN, v)
fondée sur un échantillon s de taille n, nous utilisons
I’ estimateur HT de Y défini comme étant

S Y.
Y. = 1 9
T ies Nni ( )
Sen (1953), ains que Yates et Grundy (1953) ont montré
indépendamment que, pour des plans d’ échantillonnage a
taillefixe, lavariancede Y,,; est donnée par

(1 _ Lj w0
T, T,

€t un estimateur sans hiaisde V(\?HT) est donné par

~ 1 N
V(Yr) = N2 > (mmy —m

i<j=1

2
o R L T T LT I 4 Y;
V(Yur) = ngiln—” (TC_, TC_JJ (11
La contrainte (v), quand ele est utiliste dans le plan
proposé, assure la non-négdivité de |'estimateur de la
variance (11).

Pour démontrer I’ utilité de la méthode proposée, nous
utilisons des exemples empiriques donnés a la section 3
pour comparer la variance déchantillonnage rédle de
I’estimateur HT pour la méthode proposée obtenue gréce a
(10) aux variances de I’ estimateur HT lorsde I’ utilisation du
plan contrdlé optimal de Rao et Nigam (1990, 1992) & a
celles des deux méthodes non contrdlées sous grande
entropie (c' est-a-dire en I’ absence de toute régularité déce-
lable ou de tout ordonnancement dans les unités échantil-
lonnées) de Goodman et Kish (1950) et de Brewer et
Donadio (2003). Nous reproduisons ci-dessous les expres-
sons des variances pour ces deux méthodes a grande
entropie.
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L’expression de la variance de \?HT correcte jusgu'a
I'ordre O(N7?) en utilisant la méhode de Goodman et
Kish (1950) est donnée par

V(YLHT)GK =
P ol e
nN2 ieU I ieU I nN2
Xlzz pisAz_Z p’ z piZAZ_Z[Z D,ZAJ ], (12)

ol A=Y, /p-Y,Y=XNY e U représente la popu-
lation finiede N unités.

Récemment, Brewer et Donadio (2003) ont dérivé la
formule ne contenant pas m; pour |a variance sous grande
entropie de I'estimateur HT. Ils ont montré que les pro-
priétés de cet estimateur de la variance, sous les conditions
de grande entropie, &aient raisonnablement bonnes pour
toutes les populations. Leur expression de la variance de
I’ estimateur HT est donnée par

2
V(YLHT)BD zizz m(1-Gm) Ll—l_i—l o (19
N ™ on

ieU

oul c=MmMm-Y/{n-Cn-Y)(n-Y*' & +
(N—=1) 'Yy e} pour tout ic U, cequi semble donner
de meilleurs résultats que les autres valeurs de ¢ qu'ils ont
proposées.

3. Exemples

A la présente section, nous examinons certains exemples
empiriques en vue de démontrer |’ utilité de la méthode pro-
posée et comparons cette derniére aux méthodes existantes
d échantillonnage contrdlé optimal. Nous commengons par
discuter du plan PIPT de Midzuno-Sen (1952, 1953) pour
démontrer notre méhode, car il est relativement facile de
caculer la probahilité de tirer chague échantillon possible
sous ce plan. Cependant, s les conditions du plan de
Midzuno-Sen ne sont pas satisfaites, nous démontrons que
d'autres méhodes d échantillonnage PIPT sans remise,
comme celle de Sampford (1967), peuvent étre utilisées
pour obtenir le plan PIPT initial p(s). Nous comparons
auss lavariance d' échantillonnage réelle de |’ estimateur HT
sous le plan propose a celle obtenue pour les méthodes
existantes de séection contrélée optimae e de sdection
non controlée sous grande entropie données par (12) et (13).
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Exemple 1 : Considérons une population constituée de six
villages, empruntée a Hedayat et Lin (1980). L’ensemble S
de tous les échantillons possibles comprend 20 échantillons
chacun de talle n=3. Compte tenu des contraintes de
déplacement, d'organisations du travail sur le terrain et de
colit, Rao et Nigam (1990) ont défini les sept échantillons
qui suivent comme étant des échantillons non privilégiés:

123; 126; 136; 146; 234, 236; 246

a). Lesvaeursde Y, et p associées aux Six villages de la
population sont :

Yi: 12 15 17 24 17 19
pi: 0,14 0,14 0,15 0,16 0,22 0,19

Puisque les valeurs de p, satisfont la condition (1), nous
appliquons le plan de MS (3) pour obtenir un plan PIPT
pour lequel les mesures de taille normae révisées (les
valeurs p’) sont données par (2).

En appliquant la méthode décrite a la section 2 et en
résolvant les problémes de programmation quadratique
résultants a I'aide du Solveur Microsoft Excel du progiciel
Microsoft Office 2000, nous obtenons le plan PIPT contrélé
donné au tableau 1.

Tableaul Plan PIPT contrélé optimal correspondant aux
plans de Midzuono-Sen (MS) et de Sampford
(SAMP) pour I'exemple 1

s pus) [MT pu(s) [SAMP] s pus) [MS] pi(s) [SAMP]
124 0,14 0,09 245 0,03 0,12
125 0,03 0,05 256 0,13 0,14
134 0,00 0,00 345 0,02 0,06
135 0,09 0,03 346 0,20 0,10
145 0,03 0,06 356 0,06 0,06
156 0,13 0,07 456 0,06 0,16

235 0,09 0,05

Ce plan reproduit les valeurs originales de wr;, satisfait la
condition m; <mm; € assure que les probabilités de
sdection des échantillons non privilégiés soient exactement
égales a zéro. Evidemment, puisaue la condition T ST,
ed satisfaite, nous pouvons appliquer la forme de
Y ates-Grundy de |’ estimateur de la variance de HT pour
estimer lavariance du plan proposé.

Nous avons également résolu |’ exemple susmentionné en
utilisant le plan (3) de Rao et Nigam (1990, page 809) avec
les probabilités ; specifiées d' apres le plan de Sampford
[que nous dénoterons RN3] et d gprés leur plan (4) [que
nous dénoterons RN4]. Si I'on utilise le plan RN3, la
probabilité de sdlection des échantillons non privilégiés ()
est égale a 0,155253 et s I'on utilise le plan RN4 avec
c=0,005, ele est égae a zéro, alors que le plan proposé
assure systématiquement que la probabilité de sdlection des
échantillons non privilégiés soit nulle.

La vaeur de la variance d'échantillonnage rédle de
I'estimateur HT [V (Y,;)] pour le plan proposé le plan

Statistique Canada, N° 12-001 au catalogue

Tiwari, Nigam et Pant : Plan d’échantillonnage proportionnel a la taille le plus proche contr6lé optimal

RN3, le plan RN4, le plan d échantillonnage PIPT rando-
misé systématique de Goodman et Kish (1950) [que nous
dénoterons GK] et le plan d'échantillonnage non controlé
sous grande entropie de Brewer et Donadio (2003) [que
nous dénoterons BD] sont présentés a la premiére ligne du
tableau 2. L’ examen de ce tableau montre clairement que le
plan propose donne presque la méme valeur de la variance
de I'estimateur HT que le plan RN4. La valeur de V (Y,;)
pour le plan proposé est légérement plus éevée que celle
obtenue pour les plans RN3, GK et BD. Cette augmentation
de la variance pourrait étre acceptable, &ant donné que le
plan proposé éimine les échantillons indésirables.

Tableau 2 Valeurs de la variange d’échantillonnage reéelle de
I"estimateur HT [V (Y,r)] pour les plans proposés,
RN3, RN4, GK et BD

- PLAN
V (Yur) RN3 RN4 GK BD PROPOSE
Ex1(a)
N=6n=3 203 402 303 292 4,06
Ex 1(b)
N=6n=3 476 507 489 415 4,78
Ex 2(a)
N=7,n=3 448 501 461 445 3,56
Ex 2(b)
N=7,n=3 11,97 1452 1225 11,44 9,49
Ex 3(a)
N=8n=3 485 429 49 4,86 3,90
Ex 3(b)
N=8n=3 729 843 774 7,37 8,17
Ex 4(a)
N=8n=4 319 346 323 315 3,75
Ex 4(b)
N=8n=4 241 253 254 238 2,25
Ex5
N=7,n=4 308 393 312 3,07 5,10

b). Supposons maintenant que les valeurs p, pour la popu-
lation susmentionnée de six unités sont les suivantes :

pi: 0,10 0,15 0,10 0,20 0,27 0,18

Puisgue ces valeurs de p, ne satisfont pas la condition (1)
du plan de MS, nous appliquons le plan de Sampford (1967)
pour obtenir le plan PIPT initid p(s) en utilisant (4).

En appliquant la méthode décrite a la section2 et en
résolvant le probléme de programmation quadratique
résultant, nous obtenons le plan PIPT contrdlé donné au
tableau 1. De nouveaw, ce plan assure que la probabilité de
Section des échantillons non privilégiés soit nulle et
satisfait la condition de non-négtivité de la forme de



Techniques d’enquéte, juin 2007

Y ates-Grundy de I’ estimateur de la variance de HT. Nous
avons également résolu cet exemple al’aide des plans RN3
et RN4. Lavaleur de ¢ est égde a0,064135 pour la plan
RN3 et nulle pour le plan RN4 avec ¢=0,005. Le plan
propose assure systématiquement que la probabilité de
sélection des échantillons non privilégiés soit nulle,

Les valeurs de V(Y,;) pour le plan proposé, le plan
RN3, le plan RN4, le plan GK et le plan BD sont présentées
a la deuxiéme ligne du tableau 2. Le plan proposé semble
donner de meilleurs résultats que les plans RN4 et GK, et
assez proches de ceux produits par les autres plans éudiés
ici.

D'autres exemples ont é&é congtruits pour analyser les
propriétés du plan propost. Les populations, avec les
valeursde Y, et p et |’ensemble d échantillons non privi-
|égiés pour chague population, sont résumées en annexe.
Les valeurs de p, pour les exemples2(a), 3(a) et 4(a)
satisfont la condition (1) du plan de Midzuno-Sen et, donc,
pour ces exemples, nous utilisons le plan PIPT de Midzuno-
Sen pour obtenir le plan PIPT initial p(s). Toutefois, pour
les exemples 2(b), 3(b) et 4(b), lesvaleursde p, ne satisfont
pas cette condition et, par conséquent, nous appliquons le
plan PIPT de Sampford pour obtenir le plan PIPT initial.
Les probabilités des échantillons non privilégiés (¢) pour
ces exemples en utilisant le plan RN3, le plan RN4 et la
méthode proposée sont présentées au tableau 3. Ce dernier
montre que, aors que les plans RN3 et RN4 visent uni-
quement a minimiser la probabilité de sélection des échan-
tillons non privilégiés, le plan proposé assure systé-
matiquement que cette probabilité de sélection soit nulle.

Tableau 3 Probabilités de sélection des échantillons non
privilégiés en utilisant les plans RN3, RN4 et
proposés

Probabilitédes PLAN RN3
échantillons non

PLAN RN4 Plan proposé

privilégiés (¢)

Exemple 2(a)

N=7,n=3 0,06 0(c=0,5) 0
Exemple 2(b)

N=7,n=3 0,05 0(c=0)5) 0
Exemple 3(a)

N=8n=3 0,12 0 (c=0,005) 0
Exemple 3(b)

N=8n=3 0,17 0 (c=0,005) 0
Exemple 4(a)

N=8n=4 0,05 0 (c=0,005) 0
Exemple 4(b)

N=8n=4 0,13 0 (c=0,005) 0
Exemple 5

N=7,n=4 0,30 0,1008 (c =0,5) 0

Les vaeurs de V(\?HT) pour le plan proposg, le plan
RN3, le plan RN4, le plan GK et le plan BD pour la
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population résumée en annexe sont présentées au tableau 2.
L’examen de celui-ci nous permet de conclure que, dans
tous les problémes empiriques considérés, le plan proposé
semble donner de meilleurs résultats que les plans RN3,
RN4, GK et BD, ou des résultats assez approchants.
L' accroissement de la variance de I’ estimation observé dans
certains cas pour le plan proposé pourrait étre acceptable,
éant donné |’ dimination des échantillons indésirables.

Exemple 5 : Nous considérons maintenant un autre exemple
pour démontrer la situation oul le plan proposé ne fournit pas
de solution faissble satifaisant toutes les contraintes
énoncées en (7). Le cas échéant, nous devons laisser tomber
une contrainte en (7) pour obtenir une solution faisable du
probléme de programmation quadratique connexe.
Considérons une population de sept villages. Supposons
gu'un échantillon de taille n=4 et tiré a partir de cette
population. 1l existe 35 échantillons possibles, parmi les-
quels les 14 qui suivent sont considérés comme éant non
privilégiés:
1234;
2345;

1236;
2346;

1246;
2456;

1346;
2567,

1357,
3456;

1456;
3567;

1567,
4567.

Supposons que les valeurs de p, qui suivent sont associées
aux sept villages:

p: 014 013 015 013 016 0,15 0,14.

Puisque les valeurs de p, satisfont la condition (1), nous
appliquons le plan MS (3) pour obtenir le plan PIPT initid
p(s) et nous résolvons le probléme de programmeation
quadratique par la méhode exposée a la section 2.
Toutefois, aucune solution faisable du probleme de pro-
grammation quadratique connexe N’ existe dans ce cas. Par
conséquent, nous laissons tomber la contrainte (v) dans (7)
pour ce probleme particulier &in d obtenir une solution
faisable. Les probabilités de sdlection des échantillons non
privilégiés lorsqu’on utilise le plan RN3, le plan RN4 et e
plan proposé pour ce probléme empirique sont présentées a
la derniére ligne du tableau 3. De nouveau, le plan proposé
produit les vaeurs de m; originales et assure que la
probabilité de séection des échantillons non privilégiés soit
exactement égale a zéro. Cependant, comme la contrainte
m; Smm; n'est pas satisfaite pour cet exemple, la non-
négativite de I estimateur de la variance de Y ates-Grundy
n'est pas assurée. Les vaeurs de variance rédle, V(Y,;),
pour le plan proposé, le plan RN3, le plan RN4, le plan GK
et le plan BD sont présentées a la derniére ligne du
tableau 2. Lavaleur de V (Y,,;) pour cet exemple empirique
en utilisant le plan proposé ne parait pas étre satisfaisante.
Pour ce genre de probléme, ou la contrainte (v) n'est pas
satisfaite, nous proposons d' utiliser d’ autres estimateurs de
lavariance que celui de Y ates-Grundy.

Nous avons également résolu un dernier exemple en
prenant N=9 & n=4 & en utilisant les mé&hodes de
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Midzuno-Sen ains que de Sampford pour obtenir le plan
PIPT initid p(s). Les solutions déaillées de ces
problémes, que nous omettons ici pour étre brefs, peuvent
étre obtenues auprés des auteurs.

4, Conclusion

Nous avons propose une approche de programmation
quadratique pour résoudre les problémes d' échantillonnage
contrélé en assurant que la probabilité de sdection des
échantillons non privilégiés soit nulle. Le concept de « plan
d échantillonnage avec probabilité proportionndle alataille
le plus proche » de Gabler (1987) et utilisé pour obtenir le
plan proposé. Conceptuellement simple et trés souple,
I"approche permet d'utiliser une gamme de fonctions
objectif et diverses contraintes. La seule limite de la
méthode tient au fait qu’ elle ne peut pas étre gppliquée a de
grandes populations, car le processus de calcul devient assez
fastidieux dans ces conditions. L’utilité de la méthode
proposée est démontrée a I'aide d' exemples et sa variance
d’ échantillonnage rédlle est comparée empiriquement acelle
des plans d'échantillonnage contrélé et des méthodes
d échantillonnage non contrdlé sous grande entropie
existants. Le plan proposé donne des résultats stisfaisants.
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Annexe

Populations pour lesexemples2 a 4 avec lesvaleurs
deY; et p et I’ensembled’ échantillons
non privilégiés

Exemple2.N=7,n=3.

Echantillons non

privilégiés: 123; 126; 136; 146; 234; 236; 246;
137; 147; 167; 237; 247; 347; 467.

Yi: 12 15 17 24 17 19 25
@.p: 012 012 013 014 020 015 0,14
(0).p: o008 008 016 011 024 020 013
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Exemple3.N=8,n=3.
Echantillons non
privilégiés: 123; 126; 136; 146; 234; 236; 246;
137; 147; 167; 237; 247, 347; 467,

128; 178; 248; 458; 468; 478; 578.

Yi: 12 15 17 24 17 19 25 18
@.pi:
(0). pi:

010 010 011 012 018 013 012 0,14

005 009 020 0215 010 011 0212 0,18
Exemple4.N=8,n=4.

Echantillons non
privilégiés: 1234; 1236; 1238; 1246; 1248; 1268; 1346;
1348; 1357, 1456; 1468; 1567, 1568; 1678;
2345; 2346; 2456; 2468; 2567; 2568; 2678;

3456; 3468; 3567; 3678; 4567; 4678; 5678.

Yi: 12 15 17 24 17 19 25 18
@.pi:
(0). pi:

01 o011 012 013 017 012 011 0,13

009 009 018 011 012 014 017 0,10
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