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Estimation assistée par un modéle semi-paramétrique pour les enquétes
sur les ressources naturelles

F. Jay Breidt, Jean D. Opsomer, Alicia A. Johnson et M. Giovanna Ranalli '

Résumé

De I’information auxiliaire est souvent utilisée pour améliorer la précision des estimateurs des moyennes et des totaux de
population finie grace a des techniques d’estimation par le ratio ou par la régression linéaire. Les estimateurs résultants ont
de bonnes propriétés théoriques et pratiques, dont ’invariance, le calage et la convergence par rapport au plan de sondage.
Cependant, il n’est pas toujours certain que les modeles de ratio et les mod¢les linéaires sont de bonnes approximations de la
relation réelle entre les variables auxiliaires et la variable d’intérét, ce qui cause une perte d’efficacité si le modéle n’est pas
approprié. Dans le présent article, nous expliquons comment on peut étendre 1’estimation par la régression afin d’intégrer
des modeles de régression semi-paramétriques dans le cas de plans de sondage simples ainsi que plus complexes. Tout en
retenant les bonnes propriétés théoriques et pratiques des modeles linéaires, les modeles semi-paramétriques reflétent mieux
les relations complexes entre les variables, ce qui se traduit souvent par des gains importants d’efficacité. Nous illustrerons
I’applicabilité¢ de ’approche a des plans de sondage complexes comportant de nombreux types de variables auxiliaires en
estimant plusieurs caractéristiques liées a I’acidification dans le cas d’une enquéte sur les lacs du Nord-Est des Etats-Unis.

Mots clés :

1. Introduction

La post-stratification, le calage et 1’estimation par la
régression sont différentes approches qui permettent
d’améliorer la précision des estimateurs lorsqu’on dispose
d’information auxiliaire a 1’étape de I’estimation. L’estima-
tion assistée par un modele (Sarndal, Swensson et Wretman
1992) offre un cadre commode dans lequel élaborer ces
estimateurs et des estimateurs connexes. Dans ce cadre, un
modele de superpopulation décrit la relation entre la variable
d’intérét et les variables auxiliaires. Ce modéle est alors
utilisé pour construire des estimateurs sur échantillon dont la
précision est meilleure si le modéle est spécifié correcte-
ment, mais qui retiennent d’importantes propriétés relatives
au plan de sondage, comme la convergence et la possibilité
d’estimer la variance lorsque le mod¢le est incorrect.

Jusqu’a récemment, les modéles de superpopulation
utilisés dans ce contexte étaient formulés comme des
modeles paramétriques, le plus souvent des modeéles de ratio
ou des mode¢les linéaires. Bien que ce genre de modéles
relativement simples soient raisonnables dans beaucoup
d’applications pratiques, il existe de nombreuses situations
ou ils ne donnent pas une bonne représentation de la relation
entre la variable d’intérét et les variables auxiliaires. Breidt
et Opsomer (2000) ont proposé un estimateur assisté par un
modéle non paramétrique basé sur la régression polyno-
miale locale qui généralise les estimateurs par la régression
paramétrique bien établis. Grace a cet estimateur, la super-
population ne doit plus nécessairement posséder une forme
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paramétrique spécifiée a priori. Au lieu de cela, la relation
entre la ou les variables d’intérét de ’enquéte et la variable
auxiliaire doit étre lisse (continue), mais est par ailleurs
entiérement non spécifiée.

Dans le présent article, nous étendons en termes formels
la théorie de Breidt et Opsomer (2000) au contexte de la
régression semi-paramétrique, dans lequel certaines varia-
bles sont intégrées linéairement et d’autres le sont a 1’aide
de termes additifs lisses. Cette extension rend les résultats
de ces auteurs plus utiles en pratique, puisque 1’information
auxiliaire est trés fréquemment de nature multidimension-
nelle et qu’elle contient presque toujours des variables
catégoriques qui doivent entrer paramétriquement dans le
modele de régression (grice a I'utilisation de variables
indicatrices). En guise d’illustration, nous utilisons une
enquéte sur les lacs des Etats du Nord-Est des Etats-Unis
réalisées par 1’Environmental Monitoring and Assessment
Program de 1’Environmental Protection Agency des Ftats-
Unis. Cette enquéte porte sur 334 lacs échantillonnés parmi
une population de 21 026 lacs entre 1991 et 1996. Nous
appliquons [D’estimateur assisté par un modéle semi-
paramétrique pour produire des estimations de la moyenne
et de la fonction de répartition de la capacité de neutralisa-
tion des acides et d’autres variables de composition chi-
mique d’intérét. Dans cette application, nous introduisons
linéairement dans le modéle des variables catégoriques ainsi
que continues, de méme qu’une variable continue a titre de
terme additif lisse.
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Dans Opsomer, Breidt, Moisen et Kauermann (2007), le
principe de D’estimation assistée par un modele non
paramétrique a été étendu a des modeles additifs généralisés
(MAG) et appliqué dans un modele d’interaction pour
estimer les variables provenant des enquétes de Forest
Inventory and Analysis. Bien que les MAG contiennent
aussi un mélange de termes catégoriques (paramétriques) et
non paramétriques, ils ne permettent pas d’arriver a un
développement théorique complet, si bien que ce dernier n’y
a pas été présenté. Le modele semi-paramétrique faisant
’objet du présent article peut étre considéré comme un cas
particulier d’un MAG comportant une fonction de lien
identit¢. Contrairement au MAG « général », le modéle
semi-paramétrique permet la dérivation formelle des
propriétés statistiques de I’ estimateur assisté par un modéle.

La présentation de la suite de I’article est la suivante. A la
section 2, nous définissons 1’estimateur assisté par un
modeéle semi-paramétrique. A la section 3, nous énongons et
prouvons les propriétés de I’estimateur par rapport au plan
de sondage. A la section 4, nous décrivons I’application de
I’estimation assistée par un modéle semi-paramétrique aux
données sur les lacs du Nord-Est . Enfin, a la section 5, nous
présentons nos conclusions.

2. Estimation assistée par un modéle
semi-paramétrique

Pour commencer, nous examinons le modéle de
superpopulation contenant un seul terme non paramétrique
univarié et une composante paramétrique; I’extension a
plusieurs termes non paramétriques est abordée a la section
3.2. La composante paramétrique peut tre constituée d’un
nombre arbitraire de termes linéaires. Il s’agit du modéle
semi-paramétrique étudié, entre autre, par Speckman
(1988). Ce modele de superpopulation, que nous dénotons
par &, peut s’écrire sous la forme

E, ) =g(x, ) =m(x)+z,P
Varé_ ) =v(x z3) (1)

ou x, est une variable auxiliaire continue devant étre
modélisée non paramétriquement et z, = (z, ..., zp;) e€st
un vecteur de D variables auxiliaires catégoriques ou conti-
nues qui sont spécifiées paramétriquement. Les fonctions
m(-) et v(-, -), ainsi que le vecteur de paramétres B sont
inconnus. Pour les besoins d’identifiabilité, nous suppose-
rons que le vecteur z, contient un terme d’ordonnée a I’ori-
gine et que la fonction m(-) est centrée autour de 0 en ce qui
concerne la distribution de x,. Nous dériverons 1’estimateur
assisté par un modgle utilisant le modéle (1) en commengant
par définir des estimateurs de population pour les fonctions
et paramétres inconnus, puis en construisant des estimateurs
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sur échantillon. Cette approche est la méme que celle utilisée
pour le cas paramétrique dans Sérndal et coll. (1992, chapitre
6).

Soit U =11, 2, ..., N} les étiquettes ordonnées pour une
population finie d’intérét. A titre d’estimateur de population
de g(x,,z,), nous utiliserons I’estimateur par rétro-
justement (backfitting estimator) décrit dans Opsomer et
Ruppert (1999). Nous commengons par présenter la notation
requise. Soit K(-) une fonction noyau utilisée pour définir
les voisinages dans lesquels les polynomes locaux seront
ajustés (les hypothéses concernant les K sont spécifiées en
annexe). Le vecteur de lisseurs de population pour la
régression par polynomes locaux de degré p au point
d’observation x, est défini comme étant

T T, T 1T
Sue =€ (Xp Wy X)) X Wi

ou e, estun vecteur de longueur p+1 avec une valeur 1 a
la premicre position et des valeurs O ailleurs, W, =
diag {(h'K((x, — x,)/h), ... h'K((x —x,)/h)} et

1 x—-x, (x, —x,)"

1 xy—x (xy —x,)"

Le lisseur s, peut étre appliqué au vecteur ¥, =
(3} yy) pour produire I’ajustement de la régression
non paramétrique en fonction de la variable x au point
d’observation x,. Il peut aussi étre appliqué a n’importe
quelle colonne de Z, =(z/, ..., z3,)" pour lisser celle-ci
par rapport a x. Nous le ferons lors de la dérivation des
propriétés de I’estimateur semi-paramétrique (section 3).

En plus du vecteur de lisseurs au point d’observation
X;> Spz» nous devons définir la matrice de lisseurs a tous les
points d’observation x,, ..., Xy,

St
S, = |,
Six
et la matrice de lisseurs centrée S, =(I-11"/N)S,,.
Lorsqu’elle est appliquée a Y, la matrice de lisseurs
produit le vecteur des ajustements de la régression non
paramétrique a tous les points d’observation. La matrice de
lisseurs centrée S, produit les ajustements centrés, ce qui
signifie que la moyenne globale des valeurs ajustées est
soustraite de chaque valeur ajustée. Le centrage est utilisé
pour préserver I’identifiabilité des estimateurs, comme 1’ont
expliqué Opsomer et Ruppert (1999).

Pour toute observation x,, un estimateur possible de
m(x,) pourrait étre défini comme étant s., ¥, avec ou
sans ajustement de centrage. Cet estimateur serait géné-
ralement médiocre, puisqu’il ne tient pas compte du fait que
les y, contiennent une composante paramétrique qui
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dépend des z,. Un estimateur plus efficace est obtenu en
estimant conjointement m(-) et B, comme le fait 1’en-
semble suivant d’estimateurs

B=(Z;(I-8,)Z,)"Z;(I1-S,)Y,
m,=s,, (Y, —Z,B) k=1, .., N. 2

Dans ces estimateurs, B est calculé pour commencer,
puis le « vecteur résiduel » ¥, — Z,,B est liss¢ en fonction
de x. Les estimateurs dans (2) sont identiques aux
estimateurs par rétro-ajustement pour les modeles additifs
décrits dans Hastie et Tibshirani (1990) et implémentés dans
gam dans S-Plus, R ou SAS. A titre d’estimateur de
population de E. (v,) = g(x|k, z;), nous utilisons

g =m +7,B.

Nous expliquons maintenant comment construire un esti-
mateur assisté par modele fondé sur I’approche de régres-
sion semi-paramétrique. Soit 4 = U un échantillon de taille
n tiré a partir de U conformément au plan d’échan-
tillonnage p(A4) avec les probabilités d’inclusion uni et
bidimensionnelles m, =% ., p(4), 7, =% 1P (4),
respectivement. Si les g,, k=1, ..., N étaient disponibles,
il serait possible de construire un estimateur par différence
pour la moyenne de populationde y,, yy =2, », /N dela
forme

. 1 | V=&
= 4+ — )y £ or 3
Vit N%:gk N ZA: T, 3)

qui est sans biais par rapport au plan et posséde une variance
due au plan

)yk_gk Yi— &

1
Var, (P,.)=— T, —T,T
p(ydlf) N2 z%: (my Y 7, 7,

(Sérndal et coll. 1992, page 221). La variance due au plan
est faible si les écarts entre y, et g, sont petits. Cet
estimateur n’est pas faisable, car son calcul nécessite la
connaissance de toutes les valeurs de x,, z, et y, pour la
population. Nous construirons plutét un estimateur faisable
en remplacant les g, par des estimateurs fondés sur un
échantillon. Les estimateurs fondés sur un échantillon
correspondant aux estimateurs de population donnés en (2)
sont construits de la fagcon suivante. Le vecteur pondéré
selon le plan de lisseurs polynomiaux locaux est

SZZ = e1T (Xjk m XAk)_lXjk Wi “)

avec X ,, contenant les lignes de X, qui correspondent a
keA et

X;—X
W, =diag 1 L Eljedl.
T h h
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La matrice X, W, X, dans (4) sera singuliére si, pour
un échantillon A, il existe moins que p+1 observations
pour appuyer le noyau a un point d’observation x,. En
pratique, ce probléme peut étre évité en sélectionnant une
fenétre suffisamment large pour rendre la matrice inversible.
Cependant, cette situation ne peut pas étre écartée en général
et nous avons besoin d’un estimateur qui existe pour chaque
échantillon A4 pour les calculs théoriques de la section 3.
Donc, nous considérerons le vecteur ajusté de lisseurs
d’échantillon

Sy =€ (X Wy X+ diag BN ) X5 W, (5)
pour une distance 3 >0 faible, comme I’ont fait Breidt et

Opsomer (2000). La matrice de lisseurs d’échantillon et sa
version centrée sont données par

S, =[s",ked] S,=(I-11"II'/N)S,

avec II, =diag{n,: ke A}. Les estimateurs pondérés
selon le plande B et des m, sont

B

(Z, W (I-S)Z) ' Z, W, I-S)Y, (6

my, = sﬁk(YA _ZZ B), (7

ou Z, et ¥, dénotent les versions d’échantillon de Z,, et
Y, respectivement. Notons que I’estimateur s, est défini
pour tout point d’observation x, dans la population, et non
pas uniquement pour ceux figurant dans 1’échantillon.
Comme pour les estimateurs de population, ces estimateurs
peuvent s’écrire comme étant la solution d’équations de
rétro-ajustement, de sorte qu’ils peuvent étre calculés grace
a des versions convenablement pondérées des algorithmes
existants. L estimateur de g, est

&, =m, +z,B.
Nous construisons alors I’estimateur assisté par un modéle
semi-paramétrique en remplagant g, par g, dans (3):

N 1 A 1 Vi = &k
P = o2 &+t -2 ———
¢ N %: ¢ N ZA: Tk
En définissant y, =X, v, /m, et en faisant de méme
pour Z,, nous obtenons pour J. une expression équi-
valente donnée par
P, =V +(Z —)E+1z ; 12 M (9)
re; :y i k4 _zn N m, —— T
e N NG " NG m,
qui montre que I’estimateur semi-paramétrique peut étre
interprété comme étant un estimateur par la régression
linéaire « classique » utilisant la composante paramétrique
du modele zPB, avec un terme de correction supplémentaire
pour la composante non paramétrique du modéle. Cet
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estimateur a également certaines propriétés souhaitables en
commun avec les estimateurs par la régression entiérement
paramétrique. Il est invariant par rapport a I’échelle et a la
localisation, et il est calé pour les composantes de
modélisation paramétriques ainsi que non paramétriques, en
ce sens que %, =Xy et £, =2y Le calage pour les
variables figurant dans le terme paramétrique peut étre
vérifié directement en utilisant les expressions (6) et (7),
tandis que le calage pour la variable spécifiée non
paramétriquement x, découle du fait que s’, X, =x,, ol
X,=(x, ke A)" (nous ignorons I’effet de 1’ajustement
diag (3N ) dans (5), parce que ce dernier peut étre rendu
arbitrairement petit). En outre, I’estimateur peut s’écrire
comme une somme pondérée des y,, k € 4, de sorte qu’il
est possible d’obtenir et d’appliquer un ensemble de poids
w, an’importe quelle variable d’enquéte d’intérét.

3. Propriétés et extensions

3.1 Propriétés relatives au plan de sondage

Dans la présente section, nous explorons les propriétés
relatives au plan de sondage de I’estimateur semi-paramé-
trique (8). Plus précisément, nous prouvons que 9., est
convergeant par rapport au plan au taux Jn et nous
dérivons sa loi asymptotique, y compris une variance
estimée. Cet exercice est fait dans le contexte de conver-
gence asymptotique par rapport au plan utilisé¢ dans Isaki et
Fuller (1982) et dans Breidt et Opsomer (2000), dans lequel
la taille de la population ainsi que celle des échantillons aug-
mente quand N — oo. Toutes les preuves et les hypothéses
nécessaires sont données en annexe.

Dans le théoréme qui suit, nous prouvons la convergence
par rapport au plan de I’estimateur semi-paramétrique. Nous
montrons aussi que le taux de convergence est +/n,
¢’est-a-dire le taux habituel pour les estimateurs fondés sur
le plan

Théoreme 3.1 Sous les hypothéses Al a A8, [’estimateur
Vg donne par (8) est convergent par rapport au plan au
taux /n, en ce sens que

1
Ve =Yy +O, | — |.
Le théoréme qui suit prouve qu’il existe un théoréme de

la limite centrale pour ., s’il existe pour I’estimateur par
extension ¥,.

Théoréme 3.2 Sous les hypothéses Al a A8, si

yn_yN
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avec

N 1 Ty — T, Ve Y
78 _ L T Ve Vi
0) N? ZZA: T Ty Ty

pour un plan d’échantillonnage donné, alors nous avons
aussi

e 2V o, 1),
VY Oee)
avec
” oL 1 n,—T, T V,—8, V-8
V - ki k ‘Yl k k 1 /' (10)
(yreg) N2 z ZA: ’}'Ck/ ’}'Ck TC/

3.2 Modele additif semi-paramétrique

Les résultats des théorémes 3.1 et 3.2 sont obtenus en
utilisant le modéle semi-paramétrique (1), qui contient un
seul terme non paramétrique univarié m(-). Dans de nom-
breuses applications pratiques, plusieurs variables auxi-
liaires susceptibles d’étre incluses dans la partie non para-
métrique du modeéle sont disponibles, mais la malédiction de
la dimensionnalité fait qu’il est souvent difficile de combi-
ner plusieurs variables en un seul terme non paramétrique
multidimensionnel. Au lieu de cela, nous traitons les varia-
bles qui doivent étre incluses non paramétriquement comme
des composantes univariées. Nous obtenons ainsi le modeéle
additif semi-paramétrique, qui s’écrit

E.(v) =g (x;, ) =my(x) +...+ my(x5) + 2, B

Var&_ (yk) =v(x,, Zk)

oules m,(-), ¢=1, ..., O et v(,-) sont des fonctions lisses
inconnues.

Quand Q =2, des expressions semblables a (6) et (7)
peuvent étre développées en utilisant les décompositions du
modele additif de Opsomer et Ruppert (1997) et, quand
0 >2, des expressions récursives peuvent étre dérivées en
utilisant 1’approche d’Opsomer (2000). L’estimateur
s’écrirait alors comme dans les équations (6) et (7), mais en
remplagant les vecteurs de lisseurs s, et la matrice de
lisseurs .S, par des lisseurs compliqués & modele additif de
plus grande dimensionnalité (voir Opsomer (2000) pour des
détails). Par conséquent, prouver les propriétés de 1’esti-
mateur assisté par modéle dans le cas ou la valeur de Q est
arbitraire serait une tache difficile dépassant le cadre du
présent article.

En pratique, la formulation de 1’algorithme de rétro-
ajustement offre un moyen nettement plus efficace et plus
simple de calculer I’estimateur semi-paramétrique. Soit
S4q e vecteur de lisseurs d’échantillon, tel qu’il est défini
en (5), pour la variable x, au point d’observation x, et
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S ,,» la matrice de lisseurs correspondante pour la variable
x,. En outre, 71, dénote 'estimateur par rétro-ajustement
pondéré selon I’échantillon pour m,(x,) et m,, =
(11, k € A). L’algorithme de rétro-ajustement pour un
modeéle contenant des termes non paramétriques O est
constitué¢ de I’ensemble d’équations suivant, itéré jusqu’a
convergence :

0
B =Z'n)z)'z\1r} {YA —Z;ﬁAq]
q=1

Ht :SAI(YA _Zﬁl}_z ’hAqJ

q#1

h =8, {YA -ZiB-Y rﬁAqJ.
9720
Ces équations fournissent des ajustements pondérés unique-
ment aux points d’observation (localisations) compris dans
I’échantillon k € 4. Pour les autres points d’observation
k e U non compris dans 4, une étape de lissage supplé-
mentaire est nécessaire aprés I’obtention de s, g =

L., 0:

~ T T H N
i, —sAqk(YA -Z\B-Y mAq,J.

q'#q

Les estimateurs fondés sur 1’échantillon de la fonction
moyenne a tous les points d’observation k€U sont alors
définis comme étant g, =iy, +...+ 1, +2z,B, qui sont
utilisés dans I’expression (8) pour construire 1’estimateur
assisté par modeéle.

4. Application a ’enquéte sur les lacs du Nord-Est

A la présente section, nous démontrons 1’applicabilité¢ de
Pestimateur par la régression semi-paramétrique a un
ensemble de données sur la composition chimique d’échan-
tillons d’eau. Comme nous I’illustrerons, une fois que I’on a
choisi un ensemble de variables auxiliaires et un modéle, il
est aussi facile de calculer des estimateurs pour le modéle
semi-paramétrique que pour les modéles linéaires, ce qui
peut donc aboutir & une amélioration de la précision a
relativement peu de frais.

La National Surface Water Survey (NSWS) parrainée par
I’Environmental Protection Agency (EPA) des Etats-Unis
entre 1984 et 1996 a permis d’estimer que 4,2 % des lacs de
la région du Nord-Est des Ftats-Unis étaient acides
(Stoddard, Kahl, Deviney, DeWalle, Driscoll, Herlihy,
Kellogg, Murdoch, Webb et Webster 2003). Les lacs du
Nord-Est sensibles aux acides faisaient partie des préoccu-
pations auxquelles visait a répondre le Clean Air Act
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Amendment (CAAA) de 1990, grice a la restriction des
émissions industrielles de souffre et d’azote en vue de
réduire ’acidit¢ de ces eaux. Une mesure courante de
’acidité est la capacité de neutralisation des acides (CNA),
qui est définie comme étant le pouvoir tampon de I’eau,
c’est-a-dire la capacité de ’eau de résister aux variations de
I’acidité. Une valeur de la CNA inférieure a zéro peq/L
indique que I’eau a perdu son pouvoir tampon. Les eaux de
surface dont la valeur de la CNA est inférieure a 200
peq/L sont considérées comme courant un risque
d’acidification, et les valeurs inférieures a 50 péq/L sont
considérées comme posant un risque ¢levé (National Acid
Precipitation Assessment Program (1991), page 15).

Entre 1991 et 1996, I’Environmental Monitoring and
Assessment Program (EMAP) de I’Environmental Pro-
tection Agency des Etats-Unis a réalisé une enquéte sur lacs
des Etats du Nord-Est des Etats-Unis. Les données ont été
recueillies afin de déterminer I’effet que des restrictions
imposées par le CAAA ont eu sur les conditions
écologiques de ces eaux. Parmi une population de 21 026
lacs, on en a sélectionné pour I’enquéte 334, dont certains
ont été visités plusieurs fois durant la période d’étude. On a
calculé la moyenne des mesures multiples faites sur un
méme lac afin d’obtenir une seule mesure par lac échan-
tillonné. Les lacs étudiés ont été sélectionnés selon un plan
d’échantillonnage complexe fondé sur une base de sondage
a grille hexagonale utilisée fréquemment par ’EMAP (voir
Larsen, Thornton, Urquhart et Paulsen (1993) pour une
description du plan d’échantillonnage).

Soit y, la valeur (éventuellement moyenne) de la CNA
du £° lac échantillonné. Une estimation trés simple de la
moyenne des CNA des lacs est représentée par 1’estimateur
a facteur d’extension y,. Ici, comme dans le cas de
nombreuses enquétes, un meilleur choix est I’estimateur de
Hajek,

1

N Vi
=— -, 11
Vu N}; 7, (11)

qui applique un ajustement de type ratio pour I’estimation
de la taille de population a laide de N =3, ,1/m,.
Cependant, des variables auxiliaires sont disponibles pour
chaque lac dans cette population, si bien qu’il devrait étre
possible d’améliorer davantage I’efficacité de 1’estimateur
de Hajek. Les variables qui suivent sont disponibles pour
chaquelac keU :

x, = UTMX, coordonnée géographique x du centroide
de chaque lac dans le systéme de coordonnées
UTM,

Zip = variable indicatrice pour I’écorégion j =1, ..., 6;

2, = UTMY, coordonnée géographique y ;

Zgx = €lévation.
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Comme sept écorégions différentes sont incluses dans la
population, nous construisons des variables muettes z;
pour j=1, ..., 6. Nous construirons un estimateur par la
régression semi-paramétrique pour la variable y en traitant
la variable UTMX x comme un terme non paramétrique et
les autres variables z; —z; comme une composante
paramétrique. Une approche de sélection de modéle nous a
permis de déterminer que le fait de traiter les deux autres
variables continues comme étant non paramétriques
n’amélioraient pas 1’ajustement du modele. Aux fins de
comparaison, nous avons également calculé un estimateur
par la régression qui traite tous les termes comme étant
paramétriques. Cet estimateur est par conséquent identique a
I’estimateur semi-paramétrique, excepté que la coordonnée
géographique x est modélisée linéairement. Nous
dénoterons cet estimateur par la régression entierement
paramétrique par J,,..

Afin de déterminer I’efficacité estimée des estimateurs
d’aprés les données d’enquéte, nous devons calculer les
estimations de la variance. Cependant, comme les proba-
bilités d’inclusion de deuxiéme ordre n’étaient pas dispo-
nibles, nous ne pouvons pas évaluer ¥ ( Preg) comme dans
(10). Afin de produire des estimations appropriées de la
variance, nous traitons le plan d’échantillonnage complexe
comme un plan d’échantillonnage stratifié avec remise. Les
14 strates que nous avons sélectionnées correspondent a des
groupes de grappes spatiales de lacs qui figuraient dans le
plan d’échantillonnage original et qui ont été utilisées pour
assurer la répartition spatiale des lacs échantillonnés sur la
région d’intérét. Larsen et coll. (1993) donnent des préci-
sions sur la construction des grappes spatiales.

Soit H le nombre de strates, n,, le nombre d’observa-
tions dans la strate 4, et A, I’ensemble d’éléments échan-
tillonnés qui sont compris dans la strate 4. Définissons
p, =n,' n,. En utilisant cette notation et I’hypothése d’un
échantillon stratifié avec remise, nous réécrivons 1’estima-
teur semi-paramétrique sous la forme

N 1 .
= —_— X 5 z
yreg N = g( k k)
z > =80 %) (12)
heH nh ke 4, pk

et ’estimateur de la variance sous la forme

2zSh’

heH

V(Preg) =

ou S; est la variance résiduelle pondérée intrastrate estimée
pour la strate 4. En supposant que les strates sont échan-
tillonnées avec remise, Sidrndal et coll. (1992, pages 421-
422) proposent de calculer S, comme il suit :
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R 2
Ve — &%, z)

1 Pk
SF = ——— X . (13)
' n,(n, —1) k;:,, _ z v —&(x, )
led, T,

De méme, nous estimons V (§,,) par

V()A/H) =
. 2
Vi = Vu
n (n 1) Z " B (14)
heH N\, ked, _ | —JH
/ezA,, T

et nous obtenons I’expression pour V ( ypdr) de fagon
entiérement analogue a celle utilisée pour V ( Preg)» €XCEPLE
que g(x,, z,) estcalculé par régression linéaire.

Ces conditions nous permettent d’obtenir les estimations
suivantes de la CNA moyenne pour les lacs du Nord-Est,
ainsi que les estimations de la variance et les intervalles de
confiance (IC) a 95 % approximatif. Nous avons recouru a
un ajustement linéaire local pour le terme non paramétrique
avec la largeur de la fenétre fixée a un dixieme de 1’étendue
de P'UTMX.

Preg =558,016q/L P (Py,) =2534,6 IC = (459,3;656,6)

Do =577.31éq/L V() =3239,6  IC = (465,8;688,9)

Py =555,9 néq/L V(j/H) =4313,3 1C=(427,2;684,7)

L’intervalle de confiance construit en utilisant 1’esti-
mateur de Hajek est environ 31 % plus large que celui
construit en utilisant 1’estimateur semi-paramétrique, tandis
que lintervalle pour I’estimateur par la régression
entiérement paramétrique est 13 % plus large. Ces résultats
donnent la preuve d’une amélioration de I’efficacité due au
fait de tenir compte de 'information auxiliaire de fagon
paramétrique ainsi que non paramétrique dans la procédure
d’estimation de la moyenne, ’estimateur non paramétrique
étant capable de fournir une efficacité supplémentaire en sus
de celle de I’estimateur paramétrique.

Comme nous I’avons mentionné plus haut, un objectif
important de cette application est de déterminer combien de
lacs risques d’étre acidifiés ou le sont déja. Autrement dit,
nous cherchons a estimer la proportion de lacs du Nord-Est
dont la valeur de la CNA est inféricure a une valeur seuil
particuliére. Nous pouvons déterminer ce genre de pro-
portion en estimant la fonction de répartition en population
finie,
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1
Fy(@) = N Iy, <y
keU

a des valeurs seuil particuliéres 7, ou 7, ., dénote la
fonction indicatrice prenant une valeur de 1 si y, < ¢ et 0
autrement. Puisque les trois estimateurs peuvent étre
exprimés sous forme de sommes pondérées d’observations
d’échantillon, les poids obtenus pour chacun peuvent étre
appliques directement a la fonction indicatrice /;, .,, pour
I’échantillon afin d’estimer F,(¢) pour toute valeur ¢
souhaitée. Soit £, (¢), Freg (t) et Fpar(t) les estimateurs par
la régression de Hajek, semi-paramétrique et paramétrique
de la fonction de répartition, respectivement. Les estima-
tions de leur variance due au plan sont calculés en introdui-
sant les variables indicatrices dans les équations (13) et (14).

La figure 1 montre les estimations de la fonction de
ré:partition de la CNA produites par F, (1), Fpar(t) et
Fr (#) évaluées sur une grille de 1000 valeurs uniformé-
ment espacées pour ¢. Sont inclus leurs intervalles de con-
fiance a 95 % ponctuels respectifs calculés en chaque point
de la grille. Les trois estimateurs sont comparables, mais les
bandes de confiance pour les estimateurs par la régression
paramétrique et semi-paramétrique ont tendance a étre plus
étroites. Si I’on calcule la moyenne sur I’ensemble des 1 000
points de la grille, les largeurs des bandes de confiance sont
égalesAé 0,093 pour FH (1), 0,084 pour Fpar(t) et 0,075
pour Fp., (¢), respectivement.

<
= m————
=l
_:‘-F;_..T';' ey -
z e
She A 2
7 ol e ——
-t
’p'__"' s
b
2 L
Lo 4] 5
- i
2 e
£ b
] mrmme Haljek
Ji‘ Paramétrique
r'..-;j """" Semi-paramétrique
g 7 .‘IJ.:IIJr
r.'._!
’E_I
S &
1 —«
T T T T
0 1000 2 000 3000
CNA
Figure 1

Estimation de la fonction de répartition de population de la
CNA et limites de confiance produites par les estimateurs par
la régression de Hajek, paramétrique et semi-paramétrique

En plus de la CNA, I’enquéte du EMAP sur les lacs du
Nord-Est visait a mesurer la concentration de plusieurs
substances chimiques, dont les sulfates, le magnésium et les
chlorures, de sorte que les poids de sondage obtenus pour la
CNA peuvent également étre appliqués a ces concentra-
tions, ainsi qu’a leurs fonctions de répartition respectives.
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En guise d’illustration supplémentaire de 1’approche par
estimation semi-paramétrique, il est possible d’« inverser »
F“reg @) pour obtenir les estimateurs des quantiles éreg (o) =
min{¢: F, (#) > a} pour ces variables de composition chi-
mique supplémentaires. Le tableau 1 donne les estimations
semi-paramétriques des premier, deuxiéme et troisiéme
quartiles pour les concentrations de sulfates, de magnésium
et de chlorures exprimées en (uéq/L). L’estimation de la
variance pour ces quantiles pourrait étre traitée en utilisant
les résultats asymptotiques de Francisco et Fuller (1991),
mais nous ne nous pencherons pas sur ce probléme ici.

Tableau 1 Estimation des quartiles des variables chimiques

[ Sulfates Magnésium Chlorures
0,25 73,3 63,8 27,4
0,50 104,3 127,0 162,2
0,75 201,4 221,9 4622

5. Conclusion

Dans le présent article, nous avons décrit un estimateur
assisté par un modeéle qui s’appuie sur la régression semi-
paramétrique pour refléter la relation entre de multiples
variables auxiliaires au niveau de la population et les varia-
bles de sondage. Nous avons élaboré¢ une théorie asympto-
tique qui montre que I’estimateur résultant est convergent
par rapport au plan et asymptotiquement normal sous des
hypothéses faibles concernant le plan de sondage et la
population. Cette théorie généralise les résultats de Breidt et
Opsomer (2000), qui ont prouvé des résultats similaires
pour un estimateur assisté par un modéle non paramétrique
univarié¢. L’estimateur semi-paramétrique a été¢ appliqué a
des données provenant d’une enquéte sur les lacs du Nord-
Est des Etats-Unis, ou il s’est avéré plus efficace qu’un
estimateur ne tirant pas parti des variables auxiliaires et
qu'un estimateur par la régression entiérement para-
métrique.

En plus de ses propriétés théoriques, I’estimateur assisté
par un modé¢le semi-paramétrique présente des propriétés
pratiques séduisantes. Comme nous 1’avons mentionné plus
haut, il est entiérement calé pour les variables auxiliaires,
qu’elles soient utilisées dans la composante de modélisation
paramétrique ou non paramétrique, et il est invariant par
rapport a la localisation et a I’échelle. L’estimateur peut étre
exprimé comme une somme pondérée des observations sur
échantillon, de sorte qu’il est conforme aux paradigmes
d’estimation par sondage classique et qu’un ensemble
unique de poids peut étre appliqué a toutes les variables
étudiées, ce qui permet de préserver les relations entre les
variables.

L’un des problémes qui n’a pas été abordé dans le
présent article est celui de la sélection du paramétre de
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lissage pour la composante non paramétrique du modéle de
régression. Il s’agit d’un sujet difficile dans le contexte de
I’estimation assistée par un modeéle, que complique encore
davantage le fait qui vient d’étre mentionné qu’un seul
ensemble de poids de régression sur données d’enquéte est
appliqué a toutes les variables étudiées : parce que le choix
de la largeur de fenétre optimale dépend de la variable qui
est lissée, aucune largeur de fenétre (et par conséquent
aucun ensemble de poids) unique ne sera optimale pour
toutes les variables de I’enquéte. Ce sujet est étudié a I’heure
actuelle par les auteurs.
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Annexe

Hypothéses techniques et calculs

Nous commengons par énoncer les hypothéses néces-
saires, qui étendent celles utilisées dans Breidt et Opsomer
(2000) au modéle semi-paramétrique.

Hypothéses :

. Al Distribution des erreurs sous &: les erreurs g,
sont indépendantes et de moyenne nulle, de variance
v(x,, z,), et a support compact, uniformément pour
fout N.

. A2 Distribution des covariables: les x, et z, sont
considérées fixes par rapport au modele de
superpopulation &. 1l est supposé que les z, ont un
support borné et que les x, sont indépendantes et de
méme loi F(x)= | o f@dt, ou f(-) est une densité
avec support compact [a_, b.] et f(x)>0 pour tout
x€la,, b

. A3 Fonctions de moyenne et de variance non
paramétriques : la fonction de moyenne m(-) est
continue et la fonction de variance v (-,-) est bornée et
strictement supérieure a Q.
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. A4 Noyau K : le noyau K(-) a un support compact
[-1, 1], est symétrique et continue, et satisfait
[' K@)du=1.

. A5 Taux d’échantillonnage nN™" et largeur de fenétre
hy : quand N —w, aN"' > mne(0,1), hy >0 et
Nh, /(loglog N) — oo,

. A6 Probabilités d’inclusion m, et w, : pour tout N,
. . *
min, ; T, 2A>0, ming ;o T, 24 >0 et
limsupp max |m, —m,m, | < 0.
N—>o© k, [eUy, i%)
. A7 Hypotheses supplémentaires faisant intervenir des
probabilités d’inclusion d’ordre supérieur :

lim »*
N—>w

max |E, ([, -, )([, -7, )L, —m, )L, —m )|

(ky, ky, k3, ky)eD,y y

< o,

ou D, \ dénote l’ensemble de tous les tuples t distincts
(ky, ky, ..., k) provenantde U,

lim

N—w

max |Ep(1k1 Ikz_nklkz)([k3 [k4_nk3k4)| =0,

(ky, kyy sy k) € Dy

et

limsupn
N—>©

max
(ky, ky, k3) € Dy

|Ep(1k1_75k1)2 (Ikz_nkz)(lk3_nk3)|< 00.

. A8 La matrice N _1Z5 I - S;)ZU est inversible pour
tout N avec une probabilité de modele de 1.

L’hypothése A8 est requise pour que I’estimateur de
population B soit bien défini. L’inversibilité de la matrice
en A8 dépend de I’effet combiné de la largeur de fenétre %
et de la distribution conjointe des x, et z,. Bien qu’il soit
possible, en principe, d’écrire suffisamment de conditions
pour cela, nous avons opté pour cette approche plus simple
et plus explicite.

Avant de donner les preuves des théorémes 3.1 et 3.2,
nous énongons et prouvons un certain nombre de lemmes.

Lemme 1 Sous les hypothéses A1 a A7,
a) pourtout keU etd=1, .., D,

1 1
ﬁ; E, (s Yy =5y ¥y)' = O(EJ
et
LZ E (sszdA_slT/kZdU)z =0 L ;
N U r nh
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b) les s Y, et s, Z, sont bornées uniformément sur
fout keU.

Preuve du lemme 1 : Puisque les y, et z, sont les unes
et les autres bornées par hypothése, la partie (a) peut étre
démontrée en utilisant un raisonnement identique a celui du
lemme 4 de Breidt et Opsomer (2000). Bien que ce lemme
n’inclue pas de taux de convergence, ce taux est calculé
facilement en notant que

LE Al
i, keUy h

dans la notation de Breidt et Opsomer (2000), puis en

poursuivant comme dans cette preuve.

La partie b) a été prouvée directement dans le lemme 2 (iv)

de Breidt et Opsomer (2000).

Lemme 2 Sous les hypotheses Al a A8,
B=B+0,(1/\nh),

avec le taux veérifié en ce qui concerne les composantes, et
B est borné pour tout N.

~[sy] ~[s,4]

Preuve du lemme?2 : Ecrivons 71! =s], ¥, et
s, Y, pour les versions lissées en population et en
échantillon de y,, et, similairement, z,[:b] = slT/k Z, et
74l =5 Z, Nous réécrivons I’expression (6) sous forme
d’une fonction des termes pondérés selon 1’échantillon
i, 1=1,..,6:

ou

A T
. N
N
.1 1 {7l 1 A
-ty Huoly dE,aly &
N A T N A T N A T
_ Z »! {_ﬁj
T, N
7 :LZ % _Lz z/{)’/[: +z7 1 Z )71[:
N 7 T, N 5 T, T,

L’estimateur pondéré selon I’échantillon B sera étendu
autour de
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-1
LT
B=| , | |7, (15)
Iy UL I
1

t4:_z kzk ZZ;ZZE? _T Z

N U U
1 . s
tﬁﬁg z;fyk—ﬁ; z;fyLL“er—Z ol

et les ¢, restants peuvent étre trouvés dans (15). L’existence
et la continuité des dérivées de B par rapport a 7, et éva-
luées au point ¢, découle du lemme 1(b) et de I’existence de
I’inverse en (15), qui est supposée par AS.

Le résultat découlera d’un développement en série de
Taylor d’ordre 0 si nous pouvons montrer que #, —t, =
o,/ Jnh) pour tout [ (par exemple, Fuller (1996),
Corollary 5.1.5). Pour 7, et #,, cela découle directement de
A2 et A6. Les termes restants contiennent des sommes
comportant des quantités lissées z+) et ™). Nous
démontrons le raisonnement pour I’un de ces termes dans
Z,. Nous avons

1 o1 o1 1 i
Ly s Ly gLy zzy,ﬁb][—k—lj

ou

N 5 T, N7 U T,

1 (sl _ gl I
+ —_ z A U

N; « (k )— x,
et le premier terme est O, (1/</n) en vertu de A6 et du
lemme 1(b), en utilisant le méme argument que dans le
lemme 4 de Breidt et Opsomer (2000). Pour le deuxiéme
terme, nous utilisons 1’inégalité de Schwarz

1 T (plal — gl
PR z A U
N; v (i )
1 I, sl _ ol
SJ—Z i J DINCEES AN
N7
ou zi’! dénote que les carrés sont calculés pour les

composantes. Le premier terme est borné par A2 et A6, et le
deuxieme terme est O, (1/ Jnh) en vertu du lemme 1(a) et
de I’inégalité de Markov. Le résultat souhaité s’ensuit alors
en appliquant le méme raisonnement aux termes restants
dans #,, t,, I, t,.

La limitabilit¢ de B découle directement de I’hypothése
A8, du lemme 1(b) et de la limitabilité des z,.

Lemme 3 Sous les hypothéses A1 a A8, nous avons

1
Ve = Pgis +0,| — |-
g dif P ( \/; j
Preuve du lemme 3 : Etant donné 1’expression (9), nous
devons montrer que
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(a—axﬂ—m=%f%ﬂ (16)

1 I 1
—> (m, —n)|1-—% |=0 (—j 17)
o el

Le lemme 2 et les hypothéses A2, A5 et A6 montrent que

Zy—-7,)(B- B)= O,(1/nh). Afin de prouver (17), nous
pouvons réécrire cette équation sous la forme

_z(m" m’f){l__j: Z(y“b o] { I_kj

T T

I
——ijm—ﬁﬁbp—JJB
Ty
1 ;
N7

Breidt et Opsomer (2000) ont prouvé dans le lemme 5 que
le premier terme du deuxiéme nombre est o, (1/ Jn); ce
méme lemme et la limitabilit¢ de B fournissent le méme
taux pour le deuxiéme terme. Les hypothéses A5 et A6, le
lemme 1(b) et le lemme 2 montrent que le troisiéme terme
est O,(1/ n/h) et le taux souhaité est obtenu.

- I—’fj (B-B).

T

Lemme 4 Sous les hypotheses A6 et A8,
E p Daie) =Ty

R 1 Vi =& V=&
Var, (Pye ) :Fz z (1 — Ty, ) = =

kleU T Wi

)

Preuve du lemme 4 : Les propriétés de I’estimateur par la
différence sont calculées facilement. Le taux de la variance
due au plan de sondage découle des hypothéses énoncées en
utilisant le méme raisonnement que pour le lemme 4 de
Breidt et Opsomer (2000).

Lemme 5 Sous les hypotheses Al a A8,
\ L . 1
V(yreg)zvarp(ydif)+op ; .

Preuve du lemme 5 : Le raisonnement de cette preuve
suivra étroitement celui du théoréme 3 de Breidt et Opsomer
(2000). Nous écrivons

VA(.)}reg) - Va’rp (Pai) = (VA(.)}reg) - V(.)}djf )
+ (V(ydif) — Var, (§g¢)) (18)

avec

N 1
V(Pair) = FZZA: T

T Vi =8 Vi~ &
Ty T LY
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: / (y g ) < *
N k k

en vertu des hypothéses Al a A3 et d’apres les lemmes 1(b)
et 2, ’approche utilisée pour le terme A, de Breidt et
Opsomer (2000) peut servir & montrer que

8 . 1
Ep|V(ydif)_Varp(ydif)| =0 —
n

qui fournit la convergence souhaitée par l'inégalité de
Markov.
Pour le premier terme de (18), notons que

&&= - h-@ -5 (B-B)
+ (-5 HB-B) - & -5 B,

de sorte que
(V(yreg) - V(.)?dif )) =

2)’k 8k g, 8

e e T, — T,

k i WY
— 1],
LS8k 8, & — & g, & Ty

T LY

1
VT

peut étre décomposé en termes de variance comportant des
lisseurs d’échantillon et de population et des estimateurs
paramétriques. Il est possible de démontrer que chacun de
ces termes est o, (1/n). Nous démontrons cette approche
pour 1’un des termes :

%zz Vi — 8k & % Ty — T4 Ty IkI/(E_B)
U Tk T Ty

C
S(Wl—kszaxmk,—nkn,j Z|~“ -z || B-B|

ou C,, C, <o résume les termes bornés (par les hypo-
théses Al a A3 et A6 et le lemme 1(b)), et le taux de
convergence et le résultat de I’hypothése A6 et des
lemmes 1(a) et 2.

Preuve du théoréme3.1:
montrons que

Dans le lemme 3, nous

. . 1
Veeg = Vair T O, (ﬁj’

ou Jg; est I’estimateur par la différence (3). Le résultat
découle immédiatement de I’hypothése A5 et du lemme 4.
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Preuve du théoreme 3.2 : Notons que P, peut s’écrire
comme étant la somme d’une constante de population et
d’un estimateur & facteur d’extension de la forme 3, en
définissant une nouvelle variable y, — s, ¥, + s.,Z, B~
7B pour keU. Comme dans le cas de la variable y,,
cette nouvelle variable a un support borné en vertu du lemme
1(b) et une variance d’ordre O(1/n) en vertu du lemme 4.
Dongc, I’existence du TLC pour ¥, implique I’existence du
TLC pour Py En outre, ., = g +0,(1/ Jn) en vertu
du lemme 3, de sorte que /n Preg €t Jn Py suivent la
méme loi asymptotique. L’application du théoréme de
Slutsky et du lemme 5 compléte la preuve.
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