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Bustos : Structure de corrélation des unités d’échantillonnage

Structure de corrélation des unités d’échantillonnage

Alfredo Bustos '

Résumé

Nous explicitons dans cet article certaines propriétés distributionnelles des unités d’échantillonnage qui ne sont habituel-
lement pas décrites dans la documentation, notamment leur structure de corrélation et le fait que celle-ci ne dépend pas
d’indices de population attribués arbitrairement. Ces propriétés importent pour plusieurs méthodes d’estimation, dont

I’efficacité serait améliorée si on les mentionnait explicitement.

Mots clés :
covariance.

1. Introduction

Ces derniéres années, la réalisation des recensements de
la population et des ménages tels que nous les connaissons
est devenue plus ardue pour plusieurs raisons. Par consé-
quent, d’autres moyens de recueillir plus fréquemment
I’information requise pour la production de statistiques aux
niveaux local, provincial et national ont été proposés. De
grandes enquétes nationales continues, notamment celles
appelées recensement continu, réalisées aupres d’échantil-
lons de grande taille selon des plans d’enquéte complexes,
sont envisagées.

Cependant, afin de produire des résultats au niveau local
comparables & ceux d’un recensement, il faut mettre au
point diverses méthodes d’estimation et de validation, ainsi
que, dans certains cas, d’imputation et améliorer leur effica-
citt. Un moyen d’accroitre I’efficacité consiste a tenir
compte de toute I’information pertinente disponible. Natu-
rellement, cela englobe les propriétés stochastiques des
unités d’échantillonnage.

Dans la suite de 1’exposé, en partant de principes
fondamentaux, nous dérivons une forme générale explicite
de la fonction de probabilité d’un échantillon ordonné. Nous
montrons aussi comment on peut calculer cette fonction,
ainsi que les probabilités d’inclusion. Enfin, nous donnons
une forme générale de la matrice des corrélations des unités
d’échantillonnage qui ne dépend que des probabilités
d’inclusion, de sorte qu’il soit possible d’améliorer les
méthodes d’estimation linéaires et du maximum de vrai-
semblance.

2. Le modéele de base

Le modele de base dont nous partons représente le tirage
séquentiel aléatoire de » unités a partir d’une population U

Recensement; enquéte; échantillonnage; unités d’échantillonnage; fonction de probabilité; moyenne;

formée de N de ces unités et peut étre énoncé comme suit.
Soit N et n deux constantes positives telles que n < N, et
soit ' une matrice de dimensions N X n, dont les compo-
santes sont distribuées chacune comme des variables
aléatoires de Bernoulli avec, éventuellement, des parametres
différents. Alors,

1311 ’312 1313 191n
1321 ﬁ22 ﬁ23 132n
Vi = B3 Oy B33 o0 0y, (1.1)
_ﬁNl ﬁNz ﬁ1\13 e 13Nn |

Fait aussi partie du modele la contrainte voulant que la
somme des éléments de chaque colonne de V soit égale a
I’unité. Autrement dit, nous exigeons que la condition

3 (12)

Zﬁ,k =1, for k=1,..,n

soit satisfaite.

Cette condition est nécessaire, parce que si le j° tirage
donne lieu a la sélection de I'unité¢ de population /, alors
I’élément (/, j) prend la valeur de un, tandis que tous les
autres ¢éléments de la colonne j sont nuls. Notons que cela
équivaut a imposer une contrainte non stochastique au
comportement de toutes les composantes de la i® colonne
de V, indépendamment du plan d’échantillonnage. Par
conséquent, les éléments appartenant a une méme colonne
ne se comportent pas de fagon indépendante.

Lorsque 1’échantillonnage a lieu avec remise (WR pour
with replacement), la somme des éléments de la 7° ligne de
la matrice susmentionnée suit une loi binomiale (n, p,),
puisque la distribution de chaque colonne est indépendante
de celle des autres. Par ailleurs, si I’échantillonnage se fait
sans remise (WOR pour without replacement), le total de la

1. Victor Alfredo Bustos y de la Tijera, Instituto Nacional de Estadistica, Geografia e Informatica, H. de Nacozari 2301, 20270, Aguascalientes, Ags.,
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ligne 7 ne peut prendre que deux valeurs : un, si la /° unité
est tirée a un certain degré, ou zéro, autrement, ce qui nous
rameéne au cas de Bernoulli.

Nous pouvons former des sous-ensembles disjoints de
lignes conformément a divers critéres. Par exemple, si nous
regroupons les lignes en fonction de leur voisinage spatial,
nous pourrions parler de grappes ou d’unités primaires
d’échantillonnage. Si nous fondons le groupement sur un ou
plusieurs indicateurs statistiques, nous utilisons habituelle-
ment le terme de strate.

Définissons maintenant les probabilités d’inclusion
comme étant
n'" = P(unité de population / dans I'échantillon

de taille k)
=0 si k=0. @
Notons que 7\ =T, habituellement nommée probabi-
lité d’inclusion de 'unité /.

Représentons maintenant par 9, la j ¢ colonne et par
U,, la I° ligne de la matrice V. Par conséquent, en nous
basant sur I’expression suivante,

J @, 0oy Vs ey ) = (001) S (D [ 1)
f(ﬁcﬁ _ol’_oz) f(ﬁon _ol""’_on—l) (3)

nous pouvons écrire la fonction de probabilité conjointe des
¢léments de ¥ sous la forme :

S(@8,,0,,0.,5,...,0,,) = H{H (k)_n(lkl))ﬂ,k:|
I=1
] e
k=1 | 1=l

sachant que

N
30, =Lk=1,.,n et

I=1
N 1, WOR
Zﬁlks I=1,..,N;
k=1 n, WR
et ici p\¥, définie comme étant p =(n{" — !t ),

représente la probabilité que 1’unité de population / soit
incluse dans 1’échantillon lors du k° tirage. La fonction
susmentionnée est utile pour le calcul de la probabilité de
tout échantillon ordonné de taille ». Manifestement, si I’on
peut ignorer I’ordre d’inclusion, on obtiendra la probabilité
d’un échantillon donné en ajoutant les n! valeurs obtenues
au moyen de (4).

3. Les incidences de I’échantillonnage sur les
propriétés stochastiques des unités de population

Conséquemment,

Ey)=pi" =@ -n™) ®)

5
et, donc, nous pouvons écrire
1 (2) 3) (n)]
Pl J2 D o
( 2 3
p pP pd o plY
_| .o 2) 3) (n)
E[V]= pé pé pso ps" : (©)
1) 2) 3) (n)
pﬁv pﬁv py pﬁf ]

A partir de 13, nous pouvons calculer récursivement les
probabilités d’inclusion étape par étape, dans les situations
d’échantillonnage sans remise, comme le montre 1’équa-
tion (7) qui suit.

p; si k=1
(k) _
P N p(k 1 (7
(k—l) J
ZW si k>1.

J#l

11 convient de souligner que (7) nous permet de calculer
les probabilités souhaitées a deux moments distincts : en
premier lieu, quand aucun tirage n’a effectivement eu lieu,
ce qui explique pourquoi nous calculons la moyenne sur
I’ensemble de la population et, en deuxiéme lieu, quand on
connait le résultat du tirage précédent, moment auquel la
probabilité que la J¢ unité de population, disons, entre dans
I’échantillon est égale a 1 et toutes les autres probabilités
pour ce tirage sont nulles. Par conséquent, du moins en
théorie, nous pouvons calculer I’inverse des facteurs dits
d’expansion ou poids pour 1’échantillonnage a un degré, ou
étape par étape pour I’échantillonnage a plusieurs degrés.
De toute évidence,

(ﬂ) _Zp(k)‘ (8)

Si nous définissons les probabilités d’inclusion con-
jointes comme étant

20 _p unités de population / et
b J dans 1'échantillon de taille k)’ (9)

alors nous savons qu’elles peuvent également étre calculées
comme suit :

= z[ </)zp<k) +P(’)Zp(k)} (10)
Jj=1 k>j k>j

Par exemple, dans le cas de I’échantillonnage aléatoire
simple avec remise (EAS/WR), les expressions (7), (8) et
(10) donnent lieu a (7.1), (8.1) et (10.1),

1
pt :F quand k£ =1 (7.1)
=" 8.1)
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n-l1 n n
— j (k (0] k
my = Z(pﬁ”zpj P Y i )J

j=1 k>j k>j
n71 _ . _ . _
zz(”sz . ”szj _ ”(;’Vz D o

J=1

Dans le cas de ’EAS/WOR, nous obtenons, a la place,
les expressions (7.2), (8.2) et (10.2).

p -1 quand k>1 (7.2)
N
n n
n§>=W (82)
n—1 n i n i
ny =2 P 2 p P Y Pl | ou S =1
Jj=1 k>j k>j
Vl*l 3 3 _
=z[ A" J: nn=D ()
SIN(N-1) N(N-1)) N({N-1)

Considérons maintenant les vecteurs de ligne 0,, . Alors,
pour la matrice des covariances entre diverses lignes, nous
obtenons

Cov(¥,.,0,,)=

-pi'py 00
0 -p7pY 0 (1)
0 0 =p"pl

nxn

dans tous les cas ou / est différent de J.

En cas d’échantillonnage avec remise ou, par conséquent,
pY'= p,V j=1,..,n, lamatrice des covariances pour le
I° vecteur de ligne est donnée par

COV(l_()[o ’1_()10 )=

pigr 0 0 0
0 P4 0 0
0 0 P49, 0 (12.1)
0 0 0 P11 Ju

Dans le cas de I’échantillonnage sans remise, la matrice
des covariances susmentionnée devient

Cov(¥9,.,8,.)=

P

(1) o, (n)

—Pi P —Pi P
S PR P |
-pi'p" =pp)" p"=pi™] .,

Soit ¥ le vecteur de dimension N qui résulte de
I’addition des colonnes de V. De toute évidence, les
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composantes de ce vecteur peuvent étre exprimées sous
forme du produit de ¥,, par un vecteur dont les compo-
santes sont toutes égales a un. Autrement dit,

T
qf}l le
9, | | 921
B=| 0, |=| 05l |. (13)
By .l

Certaines propriétés distributionnelles de ces sommes
peuvent alors étre obtenues directement d’apres celles des
lignes ou des colonnes de la matrice V.

Par exemple, leurs valeurs attendues sont données par

E(®,)=E(®)1)= E[Z ﬂ,kj
k=1

3o =+ 3 —n ) = (14)
k=1 k=2
De (1.2), nous tirons la restriction non stochastique :
U'9=9,+09,+9; +..+9, =n. (15)

De (14) et (15) découlent directement les propositions
bien connues (16) et (17),

E[Q’]z(nin)’ngn)’ngn)""’ng\'})) (16)
" +n) +nl .l =n (17)

Pour les moments de deuxiéme ordre, nous obtenons
COV('GI ] ’6‘/ ) = COV(I_,QID’ L,QJo)

=1'Cov(8,.,9,.)1=-2 pi" pi

k=1

_ —-np;p, WR
(' —n"x'") WOR, (18)

qui indique clairement que la covariance n’est jamais
positive. A leur tour, les variances sont données par

Var(9,) = Var('9,,) =1’ Cov(d,.)1

_ np,q; WR
" (1-xn'") WOR. (19)

Une autre conséquence importante de (15) concerne les
moments de deuxiéme ordre du vecteur stochastique ¥ .

0= Var(n) = Var(' ) ='Cov(9)1=1ICL.  (20)

De toute évidence, les éléments diagonaux de la matrice
C, la matrice des covariances de ¥, ne sont pas tous nuls.
Par conséquent, le tirage aléatoire d’un échantillon de taille
fixe introduit dans les unités de population une dépendance
qui donne lieu a des covariances non nulles sous-entendant
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que la matrice C est singuliére. Sinon, il est impossible que
I’équation (20) soit satisfaite.

En fait, il est possible de prouver que la somme des
¢éléments de toute ligne (ou colonne) de C doit étre nulle, ce
qui est un énoncé plus ferme. Sachant que la covariance
entre une variable aléatoire et une constante est nulle, nous
obtenons

0=Cov(¥,,n)=Cov(®,,0, + 0, +O; +---+ )
=C,+Cp++Cy
=Var(ﬁ1)+ZC0V(ﬁ1,ﬁJ). (21)

J#I
Nous avons donc prouvé que, dans le cas de I’échan-
tillonnage sans remise, (22.1) est vérifiée.

0= (=) + Y ()~ m).
J#I

(2.1)

Le méme énoncé peut étre prouvé algébriquement en notant
que

(n) _ —(n) (n)
ZTCIJ =T, ZTCJ\I

J#I J#l
=(n-hny”,

ce qui est évident si ’on se rend compte que la probabilité
conditionnelle concernée représente la probabilité que
I'unité de population J entre dans un échantillon de taille
n—1 pour lequel s’applique aussi I’expression (19). En
outre, en utilisant de nouveau (19), notons que

2= -,

J#I
et, par conséquent,

0= (=) + Y ()~ n)
J#I

=" = (n")’ +(n-hm}"” =" (n - 7}").

Pour I’échantillonnage avec remise, (21) implique que :

0=np,q, + Z(”(” -Dp,p, - n2p1pj)

J#l

=np;q4; —np; Z Dy

J#I

(22.2)

condition qui, on le voit directement, s’applique.

En tout cas, I'incidence la plus importante des résultats
susmentionnés est que, indépendamment du plan d’échantil-
lonnage, la matrice de corrélation des variables aléatoires de
population U, ¥,, U, ..., %, est singulicre. En ce qui
concerne les situations pratiques décrites dans I’intro-
duction, la conséquence la plus importante tient principale-
ment au fait que I’inverse de la matrice des covariances est
utilisée dans de nombreuses méthodes d’ajustement et
d’estimation de modeles.

4. Les deux premiers moments des unités
d’échantillonnage

Aprés avoir établi les moments de premier et de
deuxiéme ordre du vecteur ¥, il nous est possible de déter-
miner les moments correspondants de sous-vecteurs de
diverses tailles et dont les composantes sont sélectionnées
aléatoirement, c’est-a-dire 1’échantillon. A cette fin, défi-
nissons les variables aléatoires ﬁ,l , ﬂ,z, ﬂ,}, ey ﬁ,r, ou r
représente le nombre d’unités de population différentes dans
I’échantillon et dont les indices /,,1<k<r<n, peuvent
prendre la valeur / avec la probabilité n'”. Autrement dit,
sous les conditions susmentionnées, nous sommes en
présence d’un jeu de variables aléatoires dont les indices
sont eux-mémes aléatoires.

4.1 Moyenne et variance pour I’échantillonnage avec
remise

Dans ce cas, la fonction de probabilité¢ de ¥, est donnée
par

P(ﬁJj Zx)zi p P8, =x)

= Z_: P (ZJP}‘ A=p)"". (23)

Les deux premiers moments peuvent aussi étre obtenus
par la voie d’un argument conditionnel. La moyenne de sa
distribution est donnée par

N N N
E(ﬁ1j)zz p,E(ﬁ,)=Z np, p; :nz p12- (24)
= = =

A son tour, sa variance est calculée a ’aide de la formule
bien connue

V(ﬁlj) = VI] [E(ﬁJJ | 1/)] + E]J.[V(ﬁlj | Ij)]' (25)

Dans ce cas, nous avons
E(ﬁ,] \1_/. =1)=np,
et V(ﬁ,] \1_/. =l)=np,(1-p,). (26)

Donc,
Vi LE@, [1)0=V, (np,)
=n’[E, (p;)—E[ (p;)),
E, VO, |I)]=nE, [p, (1-p, )]
=n[E; (p; »~E; (p])] (@7

et, par conséquent

Statistique Canada, N° 12-001 au catalogue
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V()

= n[EI/ (p1, )_E1, (p12, )]+n2[E,/ (p12, )_E12, (p1, )]

-ﬁnpj}

J=1

=§:np12(1+(n—1)p1 (28)

1=1

Pour le cas de I’EAS, I’équation (24) qui précede donne

E(ﬁz,)=%2(n§"))2=%2(%J =(%) ﬁ:%.

I=1 n

Tandis que (28) donne

V(o )—inL(l-k(n—I)L—inLJ—ni(l—ij
i DT N’ N 5 N? N N/

4.2 Moyenne et variance pour I’échantillonnage sans
remise

Dans ce cas, la fonction de probabilite de ¥, est donnée
par

P9, =x)= Zn(”)Z(pﬁk)) (A-p/H™ 9
n=
et, par conséquent,
E(, )=— Znﬁ")E(ﬁ )
nis
(30)

n j 1 < n
SRR DEL YD
n = j=1 n =

En utilisant de nouveau (25), nous commengons par
noter que

EW®, |1)= n(”) et V(9 |1,)= n<">(1—n<,7>)

dont nous tirons

VIEW, |1)]=V (") = E[(n" )]~ [E(m)]
et
EV (0, | 1)]= Eln}” (- m")]=E[(n)")] - [E(m")’].
Donc, la variance est donnée par

V(@)= E(r)) - B () = E(n)[1 - ()]

(I e [ LS my2
(LS >j{1 15w >H

Une fois de plus, afin d’illustrer ces résultats au moyen
d’un exemple, considérons I’EAS. L’expression (30)
devient

E®, )=~y (@)’

n =

) =)

Statistique Canada, N° 12-001 au catalogue
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Tandis que (31) donne
oo (815156
g nS\N niS\N
_ 1(1_£j
“NU NS

4.3 La covariance entre les unités d’échantillonnage

(33)

Afin d’établir la covariance entre les diverses unités
d’échantillonnage, nous recourons a une simple extension
de (25),

COV(‘%, 9y,) = COVI,,Ik [E(ﬁ1, | 1,),E(9, | 1,)]

+E,  [Cov(®, ,9, |1,,1,)]. (34)
Dans ce cas, nous savons que
EW, |I,=1)= g (35)
et
EW,, 0, |I,=1,1,=J)=n]} (36)

tandis qu’il est facile de voir que la covariance entre
crochets dans le deuxiéme membre de (34) est égale a

Cov(®, , 0, /1, =1,1, =J)= ' — (37)

.
A partir de (35) et (36), nous obtenons
COVIJ.Ik [E(ﬁ1] | 1)), E(ﬁzk | 1,)]

= E1j1k (TC(IT)TC(J)) - EIJ. (n(él))E]k (Tcg:l)) (38)

tandis que, de (37), nous obtenons
E; ; [Cov(D, , 9, 11;,1,)]

= E1j1k (75(1:111 )~ E1]1k (m gn)ngn)) (39)

Enfin, en additionnant ces deux derniéres expressions,
nous obtenons la covariance souhaitée

Cov(d 1,5 9, )
= £, w&f}k )= [EIJ. (M ILE,, ()]

)y [Z(n“))zj. (40)

IlJl
J#I

Dans le cas de ’EAS/WR, (40) donne
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ii(n(n 1))
=1 J=1

[n“) )

COV(ﬁI ) ﬁIA )=

2

n(n=1) n
W
n
:_F’ 41)

tandis que dans le cas sans remise, on peut voir que la
covariance est égale a

1 aa(am-n Y
Cov(ﬁlf’ﬁlk)_I’l(l’l—l)zl.;[N(N l)j

J#I

1 2’
N n
‘(ZZKWU
_ n(n-1) _ﬁ
~ N(N-1) N?

_ | nN=n) (42)
N*(N-1))

11 convient de souligner que, dans le cas de ’EAS, que le
tirage se fasse avec ou sans remise, les coefficients de
corrélation sont donnés par

=
Corr(9, ,0 43
(0,,,9, )= V-1 43)
indépendamment de la taille de 1’échantillon.

De surcroit, nous savons que, a mesure que la valeur de »
s’approche de celle de N dans I’échantillonnage sans remise,

n” et n'” s’approchent I'une et ’autre de I’unité. En
particulier, quand n = N, les valeurs des expressions (31) et
(40) deviennent nulles.

5. La matrice des corrélations des
unités d’échantillonnage

Dés que I’on se rend compte qu’aucune des expressions
(28), (31) et (40) ne dépend d’aucun des indices arbitraires
utilisés pour différencier les unités de population, il devient

9

clair que la matrice ¥ Xr des corrélations pour le vecteur

aléatoire 0= (9,,9,,0,,...,9,), ou r<n, peut
s’écrire :
L pp - p
p L p - p
Corr(®)=R.(p)=|p p 1 p (44)

11 convient de souligner que les éléments de R.(p) dans
(44) dépendent uniquement des probabilités d’inclusion qui,
pour toute taille d’échantillon, peuvent étre calculées
entierement d’apres la récursion (7) et les expressions (8) et
(10). Autrement dit, elles ne dépendent d’aucun parametre
de population inconnu qu’il faut estimer ni des valeurs des
variables qui doivent étre mesurées sur les unités d’échantil-
lonnage.

6. Remarques finales

En théorie, I’efficacité de toute méthode d’estimation
s’accroitrait dans une certaine mesure si 1’on tenait compte
explicitement de la corrélation entre les unités d’échantil-
lonnage. 1l en serait certainement ainsi pour I’estimation
linéaire et, dans certains cas, pour 1’estimation du maximum
de vraisemblance.

Par ailleurs, il convient d’insister sur le fait que R, (p)
peut devenir singuliére & mesure que la taille de 1’échan-
tillon n s’approche de la taille de la population »; il en est
ainsi pour I’EAS (R, (—=1/(N —1)), ainsi que pour I’échan-
tillonnage sans remise en général. Par conséquent, numéri-
quement, nombre de méthodes d’estimation qui s’appuient
sur I’inverse ou le déterminant de R plutét que sur la matrice
des corrélation proprement dite pourraient également
bénéficier du remplacement de I’hypothése simplifiante
d’indépendance entre les observations par une hypothése
plus réaliste d’observations corrélées quand la taille de
I’échantillon est grande relativement a taille de la popu-
lation. Les cas ou cela est possible se produisent a certaines
étapes dans 1’échantillonnage a plusieurs degrés (par exem-
ple nombre de ménages dans un 1ilot) et dans de grandes
enquétes a I’échelle du pays.
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