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Versdespoids derégression non négatifs pour les échantillons d’ enquéte

Mingue Park et Wayne A. Fuller *

Résumé

Diverses procédures en vue de construire des vecteurs de poids de régression non négatifs sont considérées. Un vecteur de
poids de régression dans lequel les poids initiaux sont les inverses des probabilités de sdlection conditionnelles
approximatives est présenté. Une étude par smulation permet de comparer les poids obtenus par la régression pondérée, la
programmation quadratique, la méthode itérative du quotient, une procédure logit et la méhode du maximum de

vraisemblance.

Motsclés: Méthode itérative du quotient; maximum de vraisemblance; programmation quadratique; estimateur

simple conditionnellement pondéré.

1. Introduction

Dans le domaine du sondage, on dispose souvent d'in-
formation au sujet de la population a I éape de I'anayse.
L'egtimation par la régression est I'une des méthodes
choisies pour utiliser cette information. La construction d’un
egtimateur par larégression d’ une moyenne ou d' un total de
population peut se faire de pluseurs fagons. L'un des
egtimateurs de lamoyenne par larégression est
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® = diag(¢y;, ..., O,y) €t une matrice diagonale non
singuliere, les m; sont les probabilités de séection et X,
est lamoyenne de population de x. Un choix possible pour
o7t et o,;. Une revue de I'utilisation de ce genre d'in-
formation dans |’ estimation par larégression dans le cas des
enquétes par sondage est donnée par Fuller (2002).

Il est bien connu que les poids de régression utilisés pour
définir un estimateur par la régression tel que (2) peuvent
étre trés grands ou (et) négatifs. S ces poids doivent étre

utilisés pour estimer un total de population finie dans le cas
d'une enquéte générae, il semble raisonnable de poser
gu’aucun poids individuel ne soit inférieur a 1. En outre, il
semble raisonnable, du point de vue de la robustesse,
d éviter les poids dont la valeur est tres grande.

Il existe plusieurs moyens de congtruire des poids de
régression dont la fourchette de valeur est réduite. Huang et
Fuller (1978) définissent une procédure pour modifier les
w; de sorte qu'il 'y ait aucun poids négatif et aucun poids
de valeur élevée. Husain (1969) propose de recourir a la
programmation quadratique pour imposer des bornes aux
poids. La programmation quadratique et plusieurs autres
procédures reposent sur le fait qu' on peut définir les poids
comme des valeurs qui optimisent une certaine fonction.
Deville et Sérndal (1992) envisagent sept fonctions objec-
tives susceptibles d' étre utilisées pour congruire les poids.
IIs proposent des fonctions objectives utilisables pour pro-
duire des poids qui tombent dans une fourchette donnée.
Deville, Sarndal et Sautory (1993) présentent le programme
CALMAR, rédigé sous forme de macro SAS, qui peut étre
utilisé pour calculer les poids correspondant a quatre fonc-
tions objectives digtinctes, quand I'information auxiliaire
dans I’enquéte correspond a des dénombrements de marge
connus dans une table de fréquences.

Une autre modification des poids de régression consiste a
assouplir certaines contraintes appliquées pour construire
I’estimateur. Husain (1969) envisage de modifier les poids
d'un échantillon aléatoire simple issu d'une loi normale. I
cdcule les poids qui minimisent I'erreur quadratique
moyenne (EQM) de I'estimateur résultant. Barddey et
Chambers (1984) considérent un estimateur fondé sur une
fonction objective et sur la division de la variable auxiliaire
en deux composantes. lls éudient le comportement de
I’estimateur dans la perspective d' un modéle. Rao et Singh
(1997) éudient un estimateur dans lequel des tolérances
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sont données pour la différence entre I'estimateur final
d'une patie du vecteur de variables auxiliaires et les
éléments correspondants du vecteur de popul ation.

Dans le présent article, nous considérons divers types de
poids de régression, y compris une procédure fondée sur les
probabilités de sdlection conditionnelles de Tillé (1998).
Nous utilisons les probabilités de sdection conditionnelles
approximatives pour calculer des poids de régression qui
sont positifs pour la plupart des échantillons. Nous com-
parons ces poids a ceux obtenus par laMIQ, la programma:
tion quadratique, une procédure logit et I'estimation du
maximum de vrai semblance.

2. Maximum devraisemblanceet M1Q

Condidérons un tableau a double entrée contenant r
ligneset ¢ colonnes. La cellule de population U;; contient
N;; déments, i =1, ..., r, j=1, ..., c. Supposonsqueles
dénombrements de marge N;, N j soient connus. Les
caractéristiques de la population d'intérét sont les N;; ou,
de fagon équivalente, les p; =N- N;. Pour un échan-
tillon aléatoire simple sans remise de taille n, Deming et
Stephan (1940) ont proposé une méthode d' gjustement pro-
portionnel itératif appelée méhode itérative du quotient
(MIQ) pour aobtenir la solution pour les fréguences de
cdlule. Voir auss Stephan (1942). Si nous supposons que
I'échantillon est un échantillon aéatoire issu d'une loi
multinomiale définie par les valeurs de population dans un
tableau a double entrée, nous pouvons construire un esti-
mateur par la méthode du maximum de vraisemblance.

Deville et Sarnda (1992) ont défini une classe d' estima-
teurs par calage, Y., , dela moyenne de population de y
delaforme

You =3 W ¥i, ®

ou les w minimisent la fonction objective Y.,
G(w,, o;) souslescontraintes

Zn:vvizletzn:vvixi=?N. (@)

i=1
et G(w,, o,;) est une mesure de la distance entre le poids
initid o; et lepoidsfina w . Les estimateurs par la MIQ
e par le maximum de vraisemblance de la fraction de
population de la cellule, p;, appartiennent a la classe des
estimateurs par calage.

Pour un échantillon aéatoire smple, nous pouvons
obtenir les poids par la MIQ pour la fraction de population
delacdlule en minimisant

Swi ™) vens o
k=1

sous les contraintes (4) avec
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X = 8y, oy ) 8gy oy 8.), ©6)

ou §, =19 lek® éément appartient alai®ligneet 5, =0
autrement, e 5, =1 s le K éément appartient a la j°
colonne et 4 ; =0 autrement. L’estimateur par la MIQ
pour lafraction de cellule de population p; est I estimateur
(3) ol y, =1 s le K dément appartient ala cellule ij et
Y, =0 autrement.

Pour I"estimateur par le maximum de vraisemblance de
la fraction de population, avec un échantillon déatoire
simple, Deville et Sérndal (1992) proposent de minimiser

n w
kZ::l -n-t Iog(n—kljerk -n-t @

sous les contraintes (4) avec x défini dans (6).

Chen et Sitter (1999) proposent un estimateur de la
pseudo-vraisemblance empirique. 1ls définissent la vraisem-
blance de population de y, comme suit

3 logw, . ®

i=1

ou w , ed la densté a I'observation y;. Pour un
échantillon de taille n, ils proposent I'estimateur de la
pseudo-vraisemblance empirique delaforme

n
Ve = z Wi Y, ©
i=1
oules w;, sont obtenus en minimisant lafonction

n
- mitlogw,, (20)
i=1
sous les contraintes (4). Les w; résultants sont égaux a ceux
obtenus en minimisant I'expression (7) avec = Nm; Sous
les contraintes (4).

Deville et Sarnda (1992) montrent que les estimateurs
par laMIQ et par le maximum de vraisemblance équivalent
approximativement a un estimateur par la régression de la
forme (1) et, par conséquent, ont la méme loi limite que
I’ estimateur par larégression. Les poids pour les estimateurs
par la MIQ e par le maximum de vraisemblance sont non
négatifs s les solutions pour les poids existent.

3. Régresson pondéréeen utilisant des
probabilités conditionnelles

Tillé (1998) propose d'utiliser des probabilités de &
lection conditionnelle approximatives, sachant les estima-
teurs d'Horvitz-Thompson des variables auxiliaires, pour
calculer un estimateur de la moyenne de population de la
variable éudiée. Son approximation peut ére éendue a la
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production de poids de régression qui sont non négatifs avec
probabilité élevée.

Supposons que le vecteur des moyennes de population
des varigbles auxiliaires, X, , soit connu. Considérons
I’ estimateur d’ Horvitz-Thompson de X, donné par

- 1&x
Xyr =— ) —, 11
TN (11)

ol X; = (X1, - %) € T est la probabilité de sdlection
inconditionnelle. Tillé (1998) propose I'estimateur simple
conditionnellement pondéré (SCP),

n
=) —, (12)
oU ;3 estlaprobabilité de sélection conditionnelle du i®
éément, sachant X,,;. Pour construire I estimateur SCP de
yn. il faut connaitre la probabilité de sdection condition-
nelle )z .S X,; prendlavaeur t, nousavons

T, =T i XHT_:t e A
P{X,r =t}

ol A et I'ensemble d'indices pour les déments de
I’ échantillon.

Afin de calculer les probabilités de sdection condition-
neles, il faut connaitre la loi de probabilité de X, in-
conditionnelle et conditionnelle a la présence de chaque
unité dans I'échantillon. A part certains cas particuliers,
cette loi de probabilité est fort complexe. Par conséquent,
nous considérons I’ gpproximation de la probabilité de &
lection conditionnelle.

Sous I'hypothése que X, suit une loi approxima-
tivement normale inconditionnellement et conditionnelle-
ment a la présence de chague unité dans I’ échantillon, la
probabilité de sdection inconditionnelle (13) peut étre

approximée par

, (13)

-1/2

~ 1/2
R |

|2§i,(i)|
exp{05(Gzx — Gz y)}: (14)
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ol Xz =Var{X,r |F}, Xzz o) =Va{Xy [F, ie A,
Gz =Xy —X3) 23k K =Xy ),
Gz = Xy _YN,(i)) zili,(i) Xyt _XN,(i))/:
Xy = E{Xr |F, ic A} =
(Nm)1x; + N1 i (m; ch)—lrcij X,
j=1
j i

A est I'ensemble d'indices qui gpparaissent dans I’ échan-
tillon et F={y,, .., yy} est la population finie. Tillé
(1998) donne une expression pour X5 , Pour le cas
général.

95

Supposons que les matrices des covariances de plan de
sondage Xyz; € Xk () Sont definies positives et que le
vecteur de variables auxiliaires suit une loi normale. Tillé
(1999) montre que I’ estimateur SCP définit en (12) avec les
probabilités de séection conditionnelles approximeatives
données par (14) satifait

Yor = Yur + (Xy = Xpr) By + O, (n2) (15)

=Yg + O, (N2), (16)
ou

By =2% ziy’

Yieg = Yur t+ Xy _XHT)B’

Bziili ii? =X @1 X)X @1y,

X=(XL, oo X5) Y=Yy, - ¥y, le ije dément de
@1 et N2(my m m;)Y(m; - «T;), Lix L lava
riance par rapport au plan de sondage de X;, 2;; et la
covariance par rapport au plan de sondege de X,; €
Vur,» 2xx €t I'estimateur d'Horvitz-Thompson de la
variance de X, & Xg; est I'esimaeur d'Horvitz-
Thompson delacovariancede X €t V.

Dans le cas d'un plan de sondage complexe, un certain
nombre de quantités figurant dans (14) sont difficiles a
caculer. Cependant, les approximations des estimateurs
donnant les mémes propriétés en grand échantillon sont
assez feciles a caculer. Nous remplagons X5 €t X5 )
par les estimateurs, nous remplacons Xy ;) par Xy +d,,
nous définissons

My = (Nm)t+d} y, (17)

€t NouUsS supposons que
Va{n(My; -M)}=0(n1),  (18)
d, =0, (n), (19)

ou d, est une fonction de I'échantillon et M ;; est une
quantite de population. Souvent, M ;; est la matrice des
covariances de population X, mais cette égalite n'est pas
nécessaire pour que I'estimateur soit bien défini. Dans de
nombreux cas, on peut calculer d& sous forme d'un
multiple de I’ écart jackknife. En outre, dans de nombreuses
situations, une valeur adequate de I'estimateur, 5 ), de
Xxx ) €t n(n-1) X, . Nous écrivons notre génerali-
sation de (14) comme suit

1/2) ~ -1/2
TR ‘

Zii, (i)‘
exp{05(Gyx ~Gyz )}, (20

:T[i‘

XX
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ou

Gix = (Xur —Xn) Z5% Kir =Xy )’
Gz () = Xur =Xy —dy ) 23k o) Ky =Xy —d .),-
Posons que I’ estimateur (12) construit avec les T,
(20) et

de

i Xyt

ypﬁ - Z i | Xt (21)

La probabilité de sdection conditionnelle approximative
pour un échantillonnage déatoire smple et une seule
variable auxiliaire est donnée par

- n| Oy
Tk, = | =
" NI:GX(I):|
- 1 &anQZ_(E-fN—d&V |
2 G2 cg(i)

dy, =[n(N =D ]*(N-n) (% =Xy),

52 . :(N—n)(n—l) SZ_N(Xi_in)2 ~
“O7 nz(N-2) [T (N-1)2

ou

62 = (n1-N-1)s2,

e
n
s2=(N-D1) (% —X,)2.
i=1
Danscecas, d, =Xy ;) — Xy & My =Cov (Xyr, Yir)-

L’ estimateur SCP (21) obtenu avec les probabilités de
sdection conditionnelles approximatives n'est pas cdé
autrement dit I’ estimateur (21) de la moyenne du vecteur de
variables auxiliaires n'est pas le vecteur de moyennes de
population. Il est assez facile de normaliser les probabilités
de sorte que leur somme soit égale a1’ unité ou a lafraction
de drate en cas d’ échantillonnage stratifié. Pour construire
un estimateur calé pour le cas général, nous proposons de
caculer I'estimateur par la régression avec [X_; J|XHT] -1
7L comme poidsinitiaux. L’ estimateur proposé est

(p
ywreg = yc + (XN _ic) Bc,l

=D Wy, 22)
i=1
ou

(Fer %)= 0310 %),
(cO’Bcl) |:ZOLZZ:| |:i(xizi,yi:|’
z, = x; =X),
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-1
n
+(XN _yc){z % (Xj _Yc), (Xj _yc):| O (Xi _ic),u
j=1
et n,lx est la probabilité de sdlection conditionnelle ap-
proxi mative donnée par (20). Nous supposons gue le vec-
teur de variables auxiliaires contient lavaleur un s bien que
I’ estimateur ne varie pas en fonction de lalocalisation.
L’ estimateur (21) est approximativement égal a un esti-
mateur par larégression et I’ estimateur (22) e, lui auss ap-
proximativement égal au méme estimateur par larégression.

Théoreme: Soit une s&rie de populations et d' échantillons,
{Fy, A}, stisfaisant

(yHT’ iHT) - (yN ’
Supposons que les series de matrices des covariances esti-
mees, X5 & Xy iy, SAisfont

[D—l/zii;’ 0 D—l/2]_1
_[D—llziii D—llz]_lzop (n-), (24)

ou D représente une matrice diagonde ayant sur sa
diagonale les élements de la diagonale de X5 . Soit d,
une fonction de I’ échantillon satisfaisant (19) et supposons
que (18) est vérifiée. Supposons que la série d' estimateurs
delavariance d’' Horvitz-Thompson satisfait

Var{n[veCh(izz,HT_zzz)]} =0(n™), (29

ol z, =(x;,Y;) & X,, est définie positive. Supposons que
E{n,lx } estbornée ou T, est définie dans (20). Alors,
I’ estimateur SCP Yo de(21) sisfait

y ~Xr) 0, +0,(n)

Yor = Yur + Xy
=Vur + (Xy =Xr) 0+ 0, (n),
ou é:iili Miy et 0y =25 My
S Var{Y w1} >0, supposons que x; contient la
valeur un comme élément. Supposons que M, =2, .
Alors, I'estimateur par la régresson pondérée de (22)
satisfait

Xy) =0, (nv2). ()

Yureg = Yiur + (Xy _XHT)é"‘Op(n*l)-

Pour lapreuve, voir I’ annexe.

Afin d'illustrer la nature des divers types de poids de
régression, nous avons tiré un échantillon aléatoire simple
de taille 40 a partir d’une population normale de moyenne
nulle et de variance égde a un. La moyenne d’ échantillon
est — 0,614 et la moyenne de population est nulle. Les poids
de I'estimateur par la régression sont donnés par (2) avec
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o; =¢;1 =n-1. Lespoids de I'estimateur par la MIQ et de
I"'EMV sont obtenus en minimisant les fonctions objectives
(5) et (7), respectivement, sous la contrainte (4). Les poids
pour |'estimateur par la régresson pondérée SCP sont
donnés par (22). Les poids sont représentés graphiquement
en fonction des valeurs x d échantillon a lafigure 1. Cing

97

deux degrés de liberté. Les paramétres estimés sont ceux du
mécanisme de génération de données infini. Soit x la
valeur du i® éément échantillonné. Nous avons considéré
sx méthodes d' estimation.

Régression par les moindres carrés ordinaires (MCO)

des poids de régression simple sont négatifs, & cause de 2. Programmation quadratique avec bornes supérieure
I'écart important entre les moyennes d échantillon et de et inférieure (PQ)
population. Pour I'estimateur par la régression pondérée Régression pondérée avec poids SCP (Rég. SCP)
SCP, 'EMV et laMIQ, tous les poids sont non négatifs. La . - . .
figure 1 montre que les comportements des poids obtenus Eﬁ;}c;()(ré&%?cwe pour le maximum de vraisem-
par la MIQ €& par la régression pondérée SCP sont
semblables et que I'EMV produit un poids extrémement Fonction objective pour [aMIQ (Rég. MIQ))
grand dans cet echantillon. Procédure logit avec bornes supérieure et inférieure
Letableau 1 contient certains poids pour lesvaeursde x (Logit)
les plus petites, les valeurs de x proches de la moyenne Tableau 1
d echaqﬂllon, les valeurs de x proches de la moyenne de Certains poids de régression pour I exemple illustré
population et les valeurs de x les plus grandes. Pour les : ___
valeurs de x les plus doignées de la moyenne de X _ Poidsmultipliéspar n =40
L . Rég. Rég. MIQ EMV
population, I"'EMV donne les poids les plus grands. Pour les pond.
valeursde x proches de lamoyenne d' échantillon, les poids —2103 —056 0,12 0,16 0,40
de la régression par les moindres carrés ordinaires sont —-1,941 -0,40 0,12 0,20 0,40
proches de n-1, tandis que les autres poids sont inférieurs & - é;% —8%2 8’23 8*23 8"6‘3
n-i. Ppur les vgleurs de x proches de la moyenne Qe :01670 0196 0;72 0168 0;68
population, les poids de I'EMV sont prochesde n-1, tandis —0,468 1,16 0,88 0,84 0,76
que les autres poids sont grands. -0,103 1,52 128 124 0,92
i _ _ 0,021 1,68 1,44 1,40 1,00
Etude par smulation 0,097 1,76 1,56 152 1,08
Afin de comparer les diverses méthodes de construction 8’222 ggé g’gg g?g igg
des poids de régression, nous avons realisé un éude par 1237 206 4,60 483 912
smulation. En tout, nous avons sélectionné 30 000 échan-
tillons aéatoires smples de taille 32 & partir duneloi %2 a
Q.
o .r
[ ] —— :Régression :
Q_ + "= I Régression pondérée
o o] “MIQ
e < VLY,
8 e
€ o '
o e 4
o) /::E/
(@ #,.1—/ [
=) .,-0'37’4 a®
et e - - L
—— Hﬁ‘;:::.:-‘-’f'—-"za:::-:' e
ol smnommiiogess
o] ./"".
-2 -1 0 1

Figure 1. Comparaison de quatre ensembles de poids.
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Nous avons calculé les poids pour |'estimateur par les
MCO au moyen de (2) avec o, =n-1. Les poids pour la
programmation quadratique minimise Y, w? sous la
contrainte 0 <w; < 0,065 pour tout i et sousles contraintes
(4). La procédure de programmation quadratique est
équivalente a la méhode linéaire tronquée du cas7 de
Deville et Sarndal (1992). Les poids pour la régression
pondérée SCP ont &é caculésen minimisant Y'_;, ot w?
sous les contraintes (4), ou o; est défini dans (22). Pour la
MIQ et le maximum de vraisemblance, les poids ont éé
obtenus en minimisant les fonctions objectives (5) et (7),
respectivement, sous les contraintes (4). Les poids calculés
par la procédure logit minimisent lafonction >.'_; G(nw,)
sous les contraintes (4), ou

G(nvw)=a{(nvw)ln(nwi)ﬂu—nwi)ln(“u ™ H
S 0<nw, <u €t - alleurs, a=u(u-1)-1, et u=208.
Notons que la solution pour la procédure logit, s elle existe,
satisfait les contraintes de bornes 0 < w, < 0,065 pour tout
i. Laprocédure logit a é¢ introduite en tant que cas 6 dans
Deville et S&rndal (1992). Nous avons utilisé 0,065 comme
borne supérieure du poids, de sorte que 3 026 échantillons
(environ 10 %) aient au moins un poids de régression par la
MIQ supé&rieur a 0,065. Pour 99 des 30 000 échantillons,
aucune solution nest possible pour la programmation
quadratique et la procédure logit, parce qu'aucun point
faisable ne satisfait (4) et la contrainte de borne. Pour ces 99
échantillons, nous avons utilisé le maximum des poids de
régression pour les MCO comme borne supérieure pour la
programmation quadratique et la procédure logit.

Le tableau 2 montre la moyenne de la somme des carrés
pour les six types de poids. Le poids moyen est 1/32=
0,03125 pour chaque estimateur. Les procédures par les
moindres carrés sont celles dont la somme des carrés des
poids est la plus faible, parce qu'il sagit de la fonction
objective pour ces procédures. Les procédures par les
moindres carrés ont auss une fourchette de somme des
carrés un peu plus petite. Un pourcent des échantillons
traités par les moindres carrés ont une moyenne normalisée
des carrés supérieure a 1,401, tandis que 1% des échan-
tillons traités par la MIQ ont une moyenne des carrés
supérieurea 1,441.

Tableau 2
Moyenne de Monte Carlo de la somme des carrés des poids
MCO PQ Réy. EMV  Rég. Logit
SCP MIQ
Moyennede w'w (x32) 1043 1044 1045 1053 1045 1045

Letableau 3 donne les propriétés du minimum des poids.
La méthode du maximum de vraisemblance est celle pour
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laguelle le poids minimum moyen est le plus grand, tandis
que les procédures par les moindres carrés ont un poids
minimum moyen plus faible. La variance du poids mini-
mum la plus grande est celle caculée pour les procédures
par les moindres carrés ordinaires. Notons que la program-
mation quadratique permet que les poids soient égaux a la
borneinférieure nulle.

Tableau 3
Moyenne, variance et quantiles de Monte Carlo du poids minimum

Quantiles (x32)

Moyenne Variance

Procédure (x102)  (x105) 001 010 050 090 099
MCO 222 646 -010 034 079 096 1,00
PQ 221 632 000 032 079 09 1,00
Rég. SCP 2,44 358 022 049 084 097 099
EMV 245 279 033 052 083 097 1,00
Rég. MIQ 236 381 020 045 081 097 1,00
Logit 225 523 009 036 078 09 1,00

Parmi les procédures sans contraintes de borne sur les
poids, celle des moindres carrés ordinaires produit le poids
maximum le plus petit en moyenne € une variance
nettement plus faible pour le maximum. Voair le tableau 4.
La régression pondérée SCP donne une plus petite fraction
de poids trés grands que I'EMV ou la MIQ, mais une
fraction plus élevée de grands poids que la méthode des
moindres carrés ordinaires. La PQ bornée et les procédures
logit donnent une moyenne et une variance plus faibles du
poids maximum que les procédures sans contrainte sur la
borne supérieure.

Tableau 4
Moyenne, variance et quantiles de Monte Carlo du poids maximum

Quantiles (x32)

Moyenne Variance

Procédure (x102)  (x105) 001 010 050 090 0,99
MCO 425 1735 1,00 103 120 192 2,93
PQ 417 11,01 1,00 1,03 120 192 208
Rég. SCP 456 2642 103 107 127 212 347
EMV 475 5613 100 1,04 125 231 472
Rég. MIQ 4,46 3025 100 1,03 1,23 209 363
Logit 413 1023 1,00 1,03 121 182 208

Pour évaluer les propriéés des procédures quand le
modéle linéaire ne tient pas, nous considérons I’ estimation
des percentiles de la fonction de distribution de x. Le
tableau 5 donne le biais de Monte Carlo des estimateurs des
percentiles ou les entrées du tableau sont

[min{P, (1- P)}] [ E{P} — P]x100,

et P estlepercentile. Par exemple, le biais relatif estimeé de
Monte Carlo dans I'estimateur par les moindres carrés
ordinaires du percentile 0,01 est —7,75%. Pami les
procédures sans contrainte sur les bornes, I’ estimateur par
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les moindres carrés ordinaires est celui qui produit le biaisle
plus important dans |'estimation des percentiles de po-
pulation. L’EMV donne le biais le plus faible pour tous les
percentiles, sauf les 75°, 95° et 99° pour lesquels I'esti-
mateur par la régression pondérée SCP produit le biais le
plus faible. Un grand nombre d’ échantillons de taille 32 ne
contiennent auicune observation supérieure au 99° percentile.
Les procédures PQ et logit produisent un biais plus im-
portant que les autres, sauf pour le 75° percentile. Le biais
de ces procédures est assez important pour les percentiles
inférieurs.

Le tableau 6 donne I'EQM rdative des estimateurs des
percentiles ou les entrées du tableau sont

[min{P, (1- P)}]2[ E{P - P}2]x100.

Donc, I erreur quadratique moyenne relative de I’ estimateur
par les MCO du percentile 0,01 est de 283,27 %. Alors que
cet estimateur du percentile 0,01 possede le biais le plus
important, il donne I'erreur quadratique moyenne la plus
faible parmi les procédures sans contrainte de borne. Les
procédures PQ, MCO et logit donnent de meilleurs résultats
pour les percentiles extrémes, tandis que les autres sont
meilleures pour les percentilesdu milieu.

Tableau 5
Biais normalisé de Monte Carlo dans |es estimateurs des
percentiles
Percentile Procédure
MCO PQ Ré).SCP EMV Ré&y.MIQ Logit
0,01 -7,75 -843 -288 -213 -470 -830
0,05 -7271 -79 -258 -182 -430 -7,85
0,10 -666 -731 -227 -157 -391 -7,26
0,25 -525 -58 -179 -125 -313 -5,89
0,50 -321 -346 -137 -116 -218 -3,53
0,75 -230 -207 -160 -221 -225 -1,78
0,90 460 531 1,27 0,22 2,62 5,68
0,95 12,75 13,33 6,01 6,41 9,52 13,15
0,99 3294 3236 1903 2266 26,65 30,03
Tableau 6
EQM relative de Monte Carlo des estimateurs des percentiles
Percentile Procédure
MCO PQ Ré&.SCP EMV Rég. MIQ Logit
0,01 283,27 282,50 30,23 311,58 296,37 282,76
0,05 5391 54,23 5741 57,07 54,97 54,06
0,10 2550 25,97 26,40 25,79 25,26 25,80
0,25 800 841 777 123 742 841
0,50 19 207 1,88 1,71 183 212
0,75 365 368 362 366 363 367
0,90 1450 14,60 1425 1457 14,36 14,56
0,95 39,40 38,65 40,99 41,66 39,93 37,94
0,99 200,17 196,24 235,71 216,22 205,85 194,33

Dans 562 des 30 000 échantillons, au moins un des poids
de régression par lesMCO est négatif. Dans 17 échantillons,
au moins un des poids de régresson SCP originaux était
négatif. L’ utilisation de la programmation quadratique avec

99

lafonction objective pour les MCO (PQ) en vue de produire
des poids égaux ou supérieurs a0 et inférieur 20,065 accroit
la somme moyenne des carrés de moins de 1%. Voir le
tableau 7. L’utilisation de la programmation quadratique
pour imposer aux poids de régression SCP (SCP (PQL)) la
borne zé&ro augmente tres peu la somme moyenne des
carrés, car seul un tres petit nombre de poids sont modifiés.

Tableau 7
Moyenne de Monte Carlo de la somme des carrés des poids
pour les échantillons ayant au moins un poids MCO négatif

Rég. SCP Rég.
MCO PQ SPP(PQL) EMV MIQ
1208 1,217 1226 1,227 1342 1242

Moyennede w’ w (x32)

Le tableau 8 donne I'EQM de Monte Carlo pour les 562
échantillons ayant des poids par les moindres carrés ordi-
naires négatifs. La programmation quadratique est supé
rieure alx autres procédures donnant des poids non négatifs
pour le percentile 0,01 et inférieure pour le percentile 0,99.
Parmi les 562 échantillons, 497 avaient une moyenne
d'échantillon supérieure & la moyenne de population.
Rappelons que la population éudiée suit une loi
exponentiele. Comme le poids de I'observation la plus
grande est nul dans les 497 échantillons, I'erreur de I’ esti-
mateur par programmation quadratique du percentile 0,99
est de 100 % pour la plupart des 497 échantillons ayant une
moyenne d’ échantillon supérieure a la moyenne de popula
tion. Si I’on échantillonnait une population finie, la borne
sur les poids serait égale ou supérieure a N-1 et I'EQM de
la programmeation quadratique pour le percentile 0,99 serait
réduite.

Tableau 8

EQM relative de Monte Carlo des estimateurs des percentiles
pour les échantillons ayant au moins un poids MCO négatif

Percentile Procédure

MCO PQ SCP(PQL) EMV Rég. MIQ
0,01 28752 291,11 350,58 461,80 344,06
0,05 76,04 70,58 7580 88,71 72,50
0,10 44,80 40,74 3931 3884 36,05
0,25 20,24 19,14 14,72 991 12,56
0,50 5,03 531 365 226 3,35
0,75 5,02 453 336 424 3,45
0,9 23,77 23,69 20,04 18,80 20,49
0,95 51,54 46,04 30,79 28,28 32,54
0,99 206,33 90,08 3940 5754 43,49

La programmation quadratique est supérieure aux autres
procédures calées pour le percentile 0,01 dans les échan-
tillons avec poids par les MCO négatifs. Larégression par la
MIQ et la régression pondérée SCP sont supérieures a
I’EMV pour les percentiles 0,01 et 0,05. Il en est aing parce
quel’EMV produit souvent e poids maximal le plus grand.

Pour 3026 des 30000 échantillons, au moins un des
poids de régression par la MIQ est supérieur a 0,065. Pour
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2 152 échantillons, au moins un des poids de régression par
les MCO est supérieur a 0,065, et pour 3209 échartillons,
au moins un des poids de régresson SCP est supérieur a
0,065. L' utilisation de la programmeation quadratique avec
lafonction objective des MCO pour produire des poids dans
I'intervalle (0,000, 0,065) fait augmenter la somme
moyenne des carrés de 1,5 %. L' utilisation de la program-
mation quadratique pour donner aux poids de régression
SPC les bornes 0,000 et 0,065 fait augmenter la somme
moyenne des carrés de 0,8 %. Voir la colonne SCP (PQ) du
tableau 9.

Tableau 9
Moyenne de Monte Carlo de la somme des carrés des poids pour
les échantillons dont au moins un poids de régression par laMIQ
est supérieur a0,065

Rég. SCP Rég.
MCP PQ SCP. (PQ) MIQ Logit EMV
1,210 1,228 1,221 1,231 1,228 1232 1,290

Moyennede w’ w (x32)

Le tableau 10 donne I'EQM reative de Monte Carlo
pour les 3026 échantillons contenant des poids de ré
gression par la M1Q supérieurs & 0,065. La programmation
quadratique donne de meilleurs résultats que les procédures
SCP (PQ) et Logit pour les percentiles 0,01, 0,95 et 0,99, et
la procédure logit et supérieure a la programmation
quadratique pour les autres percentiles.

Tableau 10
EQM relative de Monte Carlo des estimateurs des percentiles
pour les échantillons dont au moins un poids de régression par la
MIQ est supérieur 20,065

Procédure
Rég. SCP Ré.

Percentile

MCO PQ SCP (PQ) MIQ Logit EMV
001 139,96 13053 17386 14640 124,02 17365 206,65
0,05 3983 4288 3935 4169 3987 3714 4083
0,10 2631 3092 2240 2810 2883 2021 1998
025 1356 17,72 1013 1569 1771 865 7,01
0,50 395 487 332 475 537 303 228
075 484 535 48 558 537 505 548
0,90 2798 2004 2870 2034 2932 2879 32,07
095 7415 6754 8502 6812 6598 8313 9599

0,99 198,77 179,58 219,16 181,17 172,45 212,38 226,73

Discussion

Nous avons entrepris |'éude en conjecturant que
démarrer avec les poids SCP dans une estimateur par la
régression produirait des poids finaux presque toujours po-
sitifs et ayant des propriétés désirables, telles que mesurées
par la capacité d’estimer la fonction de distribution de x.
Nos résultats appuient dans une certaine mesure cette
conjecture. Les poids minimaux de la régression SCP sont
plus grands que ceux de la régression par les MCO et com-
parables a ceux de la régression par raking. La programma:
tion quadratique peut étre utilisée pour diminer les poids
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négatifs dans les quelques échantillons concernés. S I'on
n’'impose pas de borne supérieure, les poids maximaux pour
la régression pondérée SPC se situent entre ceux obtenus
pour les moindres carréset laMIQ.
Il est connu que toutes les procédures utilisées dans notre
éude par simulation ont les mémes propriétés d ordre
n-/2, Notre simulation et I’étude des procédures delaM IQ
existe auss des différences modestes dans le cas des petits
échantillons. Aucune procédure n'est mellleure que les
autres en ce qui concerne I’ ensemble des critéres. A cause
des résultats médiocres pour les percentiles extrémes, nous
déconseillons d' utiliser la fonction objective de 'EMV. La
programmation quadratique et la procédure logit produisent,
pour les percentiles extrémes, une somme des carrés des
poids, un poids maximal et une EQM marginalement plus
faibles que la régression par laMIQ. L’'EMV, la régression
SCP et les procédures de la MIQ produisent des poids
minimaux marginalement plus grands & une EQM
marginalement plus faible pour les percentiles du milieu de
ladigribution de x que la programmation quadratique et la
procédure logit. Les propriétés de la programmation quadra-
tique et de la procédure logit sont comparables en ce qui
concerne |’ estimation de lafonction de distribution de x .

Annexe

Preuve. Le ratio des déerminants des matrices des
covariances estimées dans (20) est

‘2“‘“"—1 0, (n 26
B +0,(n?) (26)
en vertu des hypotheses (24) et (25). La différence
Gii,(i) _Gii est
Xy — N)( %%, (i) ~ %’()(XHT Xy’
_Z(XHT N)Ziio)d +d z:><><(|) ,

En vertu des hypothéses (23) et (24),
eXP{OS[(Rr —Xy) (Bik i) ~2ih) Rear = Xn) T}
=1+0,(n™). (27)

En utilisant les hypothéses (24) et (19), le développement en
sariede Taylora d 5 = 0 donne

eXp[ (XHT_XN)ZXX (|)d +05d z:xx (i) :(,]
=1+ (Xy —Xyr) Z?i, i 9% +0,(n)
=1+(Xy —Xpp) Tk d) +0,(n2).  (28)
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Donc, en vertu de (26), (27) et (28),

[NT 17 = (Nm) L (R —Ryyr) ik d 1+0, (072).

||XHT]

En vertu des hypotheses (18), (23) et (25), et en utilisant le

fait que E{n,lx } est bornée,
Yoz = Yur + Xy XHT)9+O (n)
=Vur + Xy = Xur) 0 + O, (). (29)
S la valeurun est un éément de x; ou que
Va{X'_;n'} =0, s My =2y, 'estimateur SCP de
lamoyenne de population du vecteur q; = (1, x;) Satisfait

a = _12 ||xHT i

parce que le 6 pour x est la matrice identité. En vertu de
(30),

Xy)+0,(n?), (30)

(X, Vc)=N{Zn‘, L } = Vo)
=Xpir Yor)+0,(n1). (3
Donc,
Vareg = Yo + (Xn —X) Bes
Vor + Koy — %) Bt + (Ve -
=¥ +0,(nY)

= Yur + Xy —Xur) é+op(n_1)!

Vor) + (X oz —Xo) Bos

en vertu de (30), (31) et (29).
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