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Prévision destotaux de population finie basée sur la
distribution échantillonnale

Michail Sverchkov et Danny Pfeffermann *

Résumé

Dans cet article, nous étudions I utilisation de la distribution échantillonnale pour prévoir les totaux de population finie a
I’aide d'un échantillonnage a un seul degré. Les prédicteurs proposés emploient les valeurs échantillonnées de la variable
d' enquéte cible, les poids d’ échantillonnage des unités d’ échantillonnage et les valeurs (peut-étre connues) des variables
auxiliaires dans la population. Nous résolvons le probléme prévisionnel en estimant I’ espérance des vaeurs de I’ éude pour
lesunités al’ extérieur de I’ échantillon, en fonction de I’ espérance correspondante selon la distribution échantillonnae et les
poids d'échantillonnage. L’ erreur quadratique moyenne de la prévision est estimée par la combinaison d'une procédure
d’ échantillonnage inverse et d’une méthode de rééchantillonnage. Un résultat intéressant de la présente andyse est que
plusieurs estimateurs familiers, d’ usage courant, sont en fait des cas spéciaux de I’ approche proposée, et celle-ci leur en
donne donc une nouvelle interprétation. L’ efficacité des nouveaux prédicteurs et de quelques prédicteurs couramment
utilisés est évaluée et comparée par simulation de Monte Carlo avec un ensemble de données réelles.

Motsclés: Méthode du bootstrap; convergence par rapport au plan d’échantillonnage; échantillonnage informatif;

distribution du complément d’ échantillonnage.

1. Introduction

La distribution échantillonnde est la répartition
paramétrique des valeurs résultantes des unités incluses dans
I échantillon. La répartition est différente de la répartition de
la population s les probabilités de séection de I échantillon
sont corrélées avec les valeurs de la variable é&udiée, méme
en cas de conditionnement des valeurs des variables conco-
mitantes incluses dans le modele de la population. Elle
différe égaement de la répartition (selon le plan d'échan-
tillonnage) de la randomisation qui tient compte de toutes
les Sélections possibles de I échantillon, pour des valeurs de
population maintenues fixes. La distribution échantillonnale
et définie e discutée avec exemples a I'appui dans
Pfeffermann, Krieger et Rinott (1998), et elle est éudiée en
détail par Pfeffermann et Sverchkov (1999), qui I'utilisent
pour estimer des modéles de régression linéaire. Krieger et
Pfeffermann (1997) utilisent la répartition de I'échan-
tillonnage pour tester les fonctions de répartition de la
population, et Pfeffermann et Sverchkov (2003a) discutent
de son utilisation pour I’ gjustement des modédes linéaires
générdisss. Chambers, Dorfman et Sverchkov (2003)
utilisent la répartition de I’ échantillonnage pour |’ estimation
non paramétrique des modé es de régression, et Kim (2002)
et Pfeffermann et Sverchkov (2003b) I'appliquent a des
problemes d’ estimation al’ égard des petites régions.

Dans cet aticle nous étudions [I'utilisation de la
répartition de I’ échantillonnage pour prévoir les totaux de
population finie, en vertu d'un échantillonnage a un seul

degré. Nous faisons I'hypothése que les vaeurs résultantes
pour la population (les valeursy) sont des rédisations
déatoires d une digtribution donnée qui conditionnent les
valeurs connues des variables auxiliaires (les valeursx). Le
probléme consiste donc a prévoir la vaeur Y totae de la
population basée sur les valeursy de I’ échantillon, les poids
d échantillonnage pour les unités dans I’ échantillon et les
valeursx de la population. L’ utilisation de la distribution
échantillonnde permet de conditionner toutes ces vaeurs,
ce qui n'est pas possible avec une répartition (selon le plan
d'échantillonnage) par randomisation, et la prévision de Y
est donc équivalente a prévoir les valeursy pour les unités a
I"extérieur de |’ échantillon.

Le probleme prévisionnd est résolu par I'estimation de
I’espérance conditionnelle des valeursy (compte tenu des
valeursx) pour les unités a I’ extérieur de I’ échantillon, en
fonction de I'espérance de I'échantillon conditionnel
(Cet-adire I'espérance en vertu de la répartition de
I’échantillon) et des poids d échantillonnage. L’erreur
gquadratique moyenne de la prévision est estimée par la
combinaison d’'une procédure d' échantillonnage inverse et
d'une méthode de rééchantillonnage. Nous constatons que
pluseurs estimateurs familiers et couramment utilisss,
notamment les estimateurs basés sur un plan d échan-
tillonnage classique, sont en fait des cas spéciaux de la
procédure proposée, ce qui leur en donne donc une nouvelle
interprétation. L’efficacité des prédicteurs (les nouveaux
comme les anciens) est évaluée et comparée par smulation
de Monte Carlo avec un ensemble de données rédlles.
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2. Disributionsdel’ échantillon et du
complément del’ échantillon

2.1 Distribution échantillonnale

Supposons que les vaeurs de la population {y, X} =
{(y; Yy )[X, Xy 1} sont des rédisations aéatoires,
sdlon la fonction de densité de probabilité (fdp) condition-
nelle f (y; [x;), qui peut ére discréte ou continue. On
suppose que les valeursy sont scalaires, mais les valeursx
peuvent étre des vecteurs. Nous considérons I’ échantil-
lonnage & un seul degré, avec une probabilité d'inclusion
dans I'échantillon de x; =Pr(ie s)= g(y, X,Z,i) pour
une fonction g donné, ol Z définit les valeurs de la popu-
lation des variables utilisg pour le processus d échantil-
lonnage. On notera que les valeurs y sont aléatoires, et nous
pouvons également considérer les variables du plan comme
éant aléatoires, de sorte que les vaeursg sont également
déatoires. Soit |, =1 s ies e |,=0 g igs Lafdp
d'échantillon marginale conditionnelle et définie comme
suit

fs(Yi|Xi)dif f(yi|xi!1i =1)
_Pr(7; =1| yi’Xi)fp(yi|Xi) 2.1)
- Pr(l; =1]x;)

la deuxieme égdité éant obtenue par application du
théoréme de Bayes. On notera que Pr(l; =1]y,,X;) n'est
pas nécessairement identique a la probabilité de sdlection
d échantillon rédlle =, = g(y, X,Z,i) (voir la remarquel
ci-dessous). Par conséquent, il découle de (2.1) que les fdp
de la population d'échantillon sont différentes, a moins que
Pr(l; =1]y,,x;)=Pr(l, =1]x;) pour toutes les vaeurs
y,. Quand la digtribution échantillonnale differe de la
répartition de la population, ele acquiert un caractére
informatif, et le schéma d échantillonnage ne peut étre
ignoré dans le processus d' inférence.

Remarque 1. Il est important de souligner que la définition
et I'utilisation de la répartition de I'échantillonnage ne
présupposent pas que les probabilités de sdection de
I’échantillon sont fonction uniquement des couples
(y;,%;). Comme nous I'avons mentionné plus tot et
comme nous I'avons indiqué en exprimant les probabilités
de <Hection sous la forme =, =g(y, X,Z,i), les
probabilités de sélection rédles peuvent dépendre de toutes
les valeurs de la population (y, X,Z). Toutefois, comme
'ont démontré Pfeffermann e Sverchkov (1999),
E,(mi 1y, %)= Pr(l; =1]y;,%;) . Aind, méme s les
probabilités de sdlection peuvent dépendre de toutes les
valeurs de population (y, X,Z), pour desvaleurs (y;,X;)
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données, elles sont égaes a Pr(l, =1ly;,x;) «en
moyenne ». En fait, m; peut ne pas dépendre du tout de
toutes les valeursy, et ére uniquement une fonction de
(X,Z2), e dors I'esperance E,(m;|y;, %) demeure
toujours égale a Pr(l, =1|y;,x;) . Laraison pour laquelle
I espérance peut dépendre de y, dans ce cas-Ci est que la
valeur Z peut étre corréée avec y. Par exemple, I’ Enquéte
canadienne sur le milieu de travail et les employés de 1999
utilise un échantillon stratifié disproportionné, les dtrates
éant définies par région, activité & talle des effectifs.
L’information sur la taille des effectifs et tirée des données
fiscales de 1998; voir Patak, Hidiroglou et Lavallée (2000)
pour plus de déails. Quand on modélise les listes de paie de
1999 par rapport aux hombre d employés, on constate que
le plan d échantillonnage est de type informétif, ce qui
s explique par le fait que la stratification est basée en partie
sur la taille obtenu a partir des dossiers fiscaux de I'année
précédente, lesquels sont corrélés avec les listes de paie de
I’année subséquente. Voir Fuller (2003) pour une anayse
déaillé

De la discussion précédente, on ne doit pas conclure que
n; n'est jamais une fonction de (y;,X;) seulement. Un
exemple classique, dans ce dernier cas, est I’ échantillonnage
rétrospectif. Ains, dans une éude castémoin, les
probabilités de sélection des cas et des témoins dépendent
habituellement uniquement des valeursy et x respectives (et
souvent uniquement des vaeursy). Dans |’ éude empirique
que nous présentons ici, nous utilisons un ensemble de
données rédles, dans leque I'échantillon est tiré d'un
échantillon dratifié disproportionné, les frontieres des
drates éant définies par les valeurs de la variable
dépendante.

Dans les pages suivantes, nous consdérons les
probabilités ©; comme des rédisations aéatoires de la
variable aléatoire g(y, X, Z,i). Soit w, =1/x;, qui définit
le poids d échantillonnage de I'unitéi. Les relations
suivantes, éablies par Pfeffermann et Sverchkov (1999),
sont valables pour des couples généraux de variables
déatoires vectorielles (u;,v;), ol E, & E définissent les
espérances en vertu des fdp de population et d’ échantillon,
respectivement (un cas spécial éant u, =y, v, =X;).
Ep(“i|u' V')fp(ui|vi)

1:s(ui|vi)= Ep(ﬂi|Vi) (2.2)
E i Vi fs Vi
folui|v) = < ||:I (\\:v)|v)(u ) (2.3
E (wu;|v;)
Ep(ui|Vi)=W. (24)
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Il découle de (2.4) que
1
3 Ec(W V) =——"—:
| Ep(ni|vi)
E.(wu,
b E . — S | | ,
) o(U)) Ew)
0) Eq(w)= ! (25)
o Ep(ni)
Pour une discussion déaillée de la distribution

échantillonnde avec des illustrations, voir Pfeffermann
et coll. (1998).
2.2 Répartition du complément del’ échantillon

Comme dans (2.1), nous définissons comme suit la fdp
conditionnelles pour les unités al’ extérieur de I’ échantillon :

%) = £, (v fx 1, =0)
_Pr(l; =0ly,, %) f, ([ %))
- Pr(1; =0|x;) '

(2.6)

Lesrelations (2.2)-(2.5) et I'égdité Pr(Z, =0|u;,Vv;) =
1-Pr(f; =1u;,v;) =1-E, (= [u;,V;) donnent lieu
aux représentations suivantes de la répartition du com-
plément de I'échantillon pour des paires généraes de
variables aléstoires vectorielles (u;,v;) :

E [@—m)u;, v, 1T, (u|v;
A (Gl IR LT
Ep[(l_ni)|vi]
_ Ep[(l_ni)|ui’vi] Ep[ni|vi]
Ep[(l_ni)|vi] Ep[ni|ui’vi]

fouiv) (27)

f _ Elw _l)|ui’vi]fs(ui|vi)
M= T -

(2.9)

(L’ équetion (2.8) découle de I gpplication de (2.54) avec la

deuxiéme expression de (2.7)). En outre, selon (2.8) et la
premiére équation de (2.7),

Ep[(l_”i)ui|vi] _ E[(w, _1)Ui|Vi]
Ep[(l_“i)|vi] E[(w, _1)|Vi]

E.(u|v) = 2.9)

Remarque2. Dans les gpplications pratiques, la fraction
d' échantillonnage est souvent trés faible et par conséquent
les probabilités de sdection de I'échantillon sont faibles
pour au moins la plupart des unités de population. S wr; <8
avec une probabilité de 1,

89
; (u-|v.)= Ep[(l_ni)|ui’Vi]fp(ui|vi)
o Ep[(l_ni)|vi]
= fyu v+
Ep{[Ep(ni|Vi)_ni]|ui’Vi}fp(ui|vi)
Ep[(l_ni)|vi]
= f,(u; |v;)A+A4) (2.10)

ol —-8<A<3/(1-3). Il découle de (2.10) que pour les
valeursde & suffisamment petites, la différence entre lafdp
delapopulation et lafdp du complément de I’ échantillon est
tresfaible, ce qui n’est guére surprenant.

3. Prévison optimale destotaux
de population finie

Soit Y =3y qui définit le totd de population. Le
probléme est le suivant : comment prévoir Y d aprées les
données de I’ échantillon et peut-ére les vaeurs, dans la
population, des variables auxiliaires? Dénotons |« infor-
mation sur le plan » disponible pour la prévision par D, =
{(y;,w),ies; (x;,1,), j=1..N}, et Y=Y(D,) définit
le prédicteur. L'EQM de Y par rapport a la fdp de la
population, comptetenude D, est:

EQM(Y|D,) = E,[(Y - Y)?|D,]
= E,{[Y - E,(Y|D.)]*|D} +V,(Y|Ds)

=[Y - E,(Y|D,)] +V,(Y|D,) (3.1)

car [Y - E,(Y|D,)] et fixé pour une vaeur D, donnée. Il
découle de (3.1) que EQM(Y|D,) est minimis¢ quand
Y= E,(Y |D,). Cette derniére espérance peut étre deécom-
posée comme suit

E,(Y|Dy) = E,(v:|Dy)

:ZEp(yi|Ds!|i =1)+ZEp(yj D,.l; =0)
ies jes

= 2% + 2 Ec(y[D)
ies jes

ZZYi +ZEC(yj |Xj) (3.2
ies jes

ou, dans la derniére égdité, nous supposons que les vaeur

y; pour j& s e Dg nesont pas corrélées, compte tenu de
X, . Le probleme prévisionnel se réduit donc a estimer les
espérances E.(Y; [X;). A la section4, nous éudions
I’ estimation semi paramétrique de ces espérances.
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4. Prévison semi paramétrique destotaux
depopulation finie

Supposons que le modéle du complément d' échantillon
prend laforme suivante :

Y =C[}(Xj)+8jy
E(e[x;) =0, E.(e]x;) = 6°V(x)),

Ec(e& ;X\, ;) =0,k # ] (4.1)
ol Cy(x) est une fonction connue (probablement non
linaire) de x, qui dépend d’un paramétre vectorid inconnu
B. On suppose que les variances o V(X;) sont connues,
sauf pour ¢°.

Remarque3. Dans des applications rédles, on peut
identifier le moddle (4.1) sdon une procédure en deux
éapes, en utilisant I'égalité E_ (y; |x,) = E.(r; y;]X,), avec
r=(w —-1)/EJ[(w, —2)|x;] (qui découle de I'équation
2.9). Estimons d'abord E (W, |X;), € ensuite r,, par
régresson de w, par rgpport a x;, en utilisant les données
de I"échantillon. Soit r, = (w, —1)/[I§S(vvi Ix,)-1 et la
transformée y; =f,y,. En deuxiéme lieu, éudions la
relation dans |’ échantillon entre y; et x;, afin d'identifier
laformede C, (x;) . Voir Pfeffermann et Sverchkov (1999,
2003a), qui présentent des exemples d'estimation de
E.(w, |X;) . On peut gppliquer une procédure smilaire afin
didentifier la fonction de variance v(x;) a l'aide des
valeurs résiduelles empiriques &, = y, —E. (7, |X;) .

La fonction Cy(x;) dans (4.1) avec le paramétre
vectoriel vrai B satisfait, pour touteslesvaleurs j ¢ s,

Ec [y] _CE(XJ')]Z |Xj
V(X))

—C-(x.)1?
=argmin Es{ri M] . (42

C.(Xx;)=arg min
B( J) gCE(Xj)

C;(x)) V(Xj)

(La deuxieme égdité découle de (2.9).) Par conséquent, en
substituant I’ espérance de I'échantillon a I'extérieur des
grandes parenthéses par la moyenne de I’ échantillon (une
application directe de la méhode des moments) e en
estimant r, par f, (voir la remarque3), on peut estimer le
vecteur B comme suit :

ies V(Xi )

N - —C=~(x.)1?
B, = arg minZ[ﬁ w) (4.3)

Le prédicteur du total dela population prend alorslaforme,
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\?1:Zyi +ZC[§1(X1)- (4.4)

ies jes
Par ailleurs, il découle de (4.1) que,

EUW_%WM|&]

v(X;)

=apw—qumj

v(X;)

w =1 |[y; = Cy(x))?
ESHES(Wj)_J vix,) J (4.5)

ou I'espérance a la droite est éablie par rapport a la
distribution conjointe de (y;, X;). Par conséquent, on peut
estimer B comme suit,

-~ ) 8% _Cg(xi)]z
B, —afgmﬁln;(wi —DT

(4.6)

car E (w;)= condtante. Le prédicteur de Y avec p estimé
par B, estdonc,

\?2 =>y +2Cﬁ2(x1).

ies js

4.7)

Remarque 4. Un avantage important du prédicteur \?2 par
rapport au prédicteur \?1 et qu'il ne requiert pas I'iden-
tification et I'estimation de I'espérance w(x) = E (w|Xx).
Par ailleurs, dans les situations ol cette espérance peut étre
estimée adéquatement, il est probable que le prédicteur \?1
est plus exact, car les poids r, = (W, — D /[E (w: |%;) -1
seront souvent moins variables que les poids (w; —1) . Cela
est di au fait que les poids r; tiennent compte seulement de
I"effet net du processus d' échantillonnage sur la distribution
conditionnelle cible f_(y, |x;), dors que les poids
(w —1) tiennent compte de [I'effet du processus
d’ échantillonnage sur la digtribution conjointe f_(y;,X;).
En particulier, quand w; est une fonction déterministe de
X; tel que w, =w(X;) , le processus d' échantillonnage est
non informatif et f.(y; [x;)=f(y; Ix;)=f,(yi I%;).
Dans ce cas-ci, I'estimateur B, (mais non B,) coincide
avec I’ estimateur GLS (moindres carrés généraisés) optimal
de B car r, =1 et le modele (4.1) vaut pour les données de
I’ échantillon. (Pour les données andlysées a la section 7, la
variance empirique des poids r; est 1,36, tandis que la
variance empirique des poids w. est 2,66.) A |'0ppost,
quand les poids d échantillonnage w; sont indépendants de
X,, lesestimationsde B, et B, et donc des prédicteurs Y,
et \?2, sont égales car w(x; ) = condtante.
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Le prédicteur \?2 présente un cas spécid intéressant
quand le modéle de travail postulé pour le complément de
I’ échantillon est linéaire, avec une vaeur al’origine et une
variance constante. Soit x; = (1, X/). Comme on peut le
vérifier aisément, I'estimateur prend, dans ce casci, la
forme,

YAz, Reg zzyi +YAc + gé[i(c)_ Xc]

ies

(4.8)
o X(€)=Ts¥;, (Yo, Xe) =[(N =)/ Zis (W, ~D)]
[ics(W =D)(y;, X;)] e B, et I'estimateur pondéré de
probabilité du coefficient vectoriel de X;, mais avec les
poids (w; —1), aulieude w,.

Remarque 5. Le prédicteur \?2, rey PEUL Etre obtenu comme
cas spécid des prédicteurs esthétiques proposéss par Brewer
(1999). Toutefois, nous devons souligner que le
développement des prédicteurs esthétiques et le calcul de
leurs EQM présupposent explicitement un échantillonnage
non informatif. A

Une propriété importante de Y, p,, €st que, dans des
conditions générales, il assure la convergence par rapport
au plan d' échantillonnage pour Y, peu importe le modée du
complément d'échantillon véritable (voir le lemme 1
ci-dessous). Pour de nombreux anaystes, la « convergence
par rapport au plan d' échantillonnage» est une exigence
essentielle pour tout prédicteur; voir la discussion dans
Hansen, Madow et Tepping (1983) et Sarndal (1980). Le
lemme 1, qui suit, défini‘g des conditions dans lesquelles le
prédicteur plus générd Y, de (4.7) assure la convergence
par rapport au plan d échantillonnagede Y .

Lemme 1. Le prédicteur \?2 assure la convergence par
rapport au plan d'échantillonnage pour Y s le modele de
travail utilisé pour le cacul de B, répond aux conditions
suivantes : i- C;(x) aunevaeur al’origing; ii- C;(x) et
différenciable par rapport & B dans le voisinage de 3, et
iii- v(x) = constante.

Preuve: D'aprés (4.6) et la condition iii, [§2 =argminE
Yies(W =Dy, —C- (x )JPet daprées la  condition
i, Cy(x) =B, +CB 5, (X), de sorte qu'en vertu de la con-
dltlon i, d/dB, {Zles (w, -1y, —C- (x )] }B i, =0,
ce i donne X,.o(w, ~ D[y, ~C; (x,)]=0 ou,
Z\Niyi ZZYi +Z | BZ(X') Zcﬁz(xi)' (4.9
La preuve se termine en notant que dans des conditions
de régularité moyenne, Y. Wy, assurelaconvergence par
rapport au plan d’ échantillonnage pour Y, et ZlESWC (%)
est la convergent par rapport au plan d echantlllonnage pour
> J_lC (x;). Ains, le membre droit de I'équation (4.9)
converge en probabilité vers Yz, tandis que le membre
gauche converge en probabilité vers .

91

Il est important de souligner de nouveau que le lemme 1
ne repose pas sur | hypothése que le modéle de travail est le
bon modele de complément de I échantillon.

Pour utiliser les prédicteurs Y ey, il faut spécifier le
modée du complément de I’ échantillon. L’éape suivante
consiste donc a développer un autre prédicteur qui requiert
uniquement I'identification et I'estimation du modde
d échantillonnage. L' approche menant a ce prédicteur et
I'analogue, pour le complément de I'échantillon, de la
«méthode avec correction du biais», proposée par
Chambers et coll. (2003). Le prédicteur proposé est basé sur
lardation suivante :

YE(y;] %) =2 E(y] X))

jes jes
+(N—n){ > el - E(y,|x)]|x}}
]es
EZEs(yj|Xj)
jes
+(N—n){ ZE[y, E(v,|><)]} (4.10)
]es

ou dans la deuxiéme rangée nous avons remplacé la
moyenne (pour le complément de I'échantillon) des
espérances conditionnelles E_(y; |x;) par son espérance
pour la distribution des vaeurs de X sur le complément de
I’échantillon (n indique la taille de I’ échantillon). D’ apres
(29),

E.ly, —E(y;|x))]

W 1
{m[ E(Y,|X)]} (4.11)

signifie que lamoyenne du complément de I echantillon ala
deuxieme rangée de (4.10) peut &re estimée par M, =1/n

Ties{[(W =1 /(Ws = DI[y; — Eo(y; X))},  ou  W,=
YicsW / n. Le prédicteur proposé prend donc laforme
\?3=Zyi+Zés(yj|xj)+(N—n)l\7lc (4.12)

ies jes

ou Es(yj |x;) est estimé a partir des données de
I"échantillon. L’ utilisation de Y, requiert seulement I’ identi-
fication et I'estimation de la régresson de I'échantillon
E.(y; |X;), redisables a I'aide des techniques classiques
de régression. Qui plus est, dans des conditions peu severes,
Y, est laconvergent par rapport au plan d' échantillonnage
pour Y, méme s I'esperance E (y; [x;) est mal spécifiee.
Cette propriéte decoule du fait que X, E (Y, [x;) et la
convergent par rgpport au plan d'échantillonnage pour
TiesEo(y, X)), & que (N-mM, et égdement
convergent pour M, =¥ ..y, — E,(y, X))
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Remarque6. S le moddle gusté aux données de
I’ échantillon est une régression linéaire avec une valeur a
I orlgme et une variance residuelle constante, le prédicteur
Y, reg Efini par (4.8) et le prédicteur Y différent en ce que
Y, reg Utilise un estimateur convergent pour les coefficients
de régression qui définissent I’ approximation linéaire du
modde, et valable pour le complément de I’échantillon,
tandis qu'avec Y, les coefficients de régresson sont
estimés par les moindres carrés ordinaires, ce qui revient a
estimer |’ approximation linéaire du modée de I’ échantillon.
Enfin, plutdt que de prévoir seulement les valeurs du
complément de I’ échantillon, comme avec les prédicteurs
précédents, on pourrait plutdt prévoir toutesles valeurs de la
population d' aprés leurs espérances estimées, en vertu du
modéle de population. En supposant que ce modée est une
régression linéaire avec une vaeur a I'origine et une
variance résiduelle constante, I' application de (2.5b) donne,

p=argminE, (v, —XB)?

Ej[w, (Vi ~xiB)’]
Es(Wk)

= argmin (4.13)

En estimant I’ espérance de I’ échantillon au numérateur
de (4.13) par la moyenne de I'échantillon correspondant
(application de la méthode des moments) et en minimisant
la moyenne de I'échantillon par rapport a B, on obtient
I'estimateur pondéré de probabilité familier épw =
(X[/s] W, X[s])il(x[,s] W, Y5), ol (X[s] Ys)=
{[X1-X,)s (V1-¥0)} & W,=Diaglw,..w,].  Soit
;=@ X/). S on cdole E,(y,|x,)=xB,, =
By + X, B, € en sommant sur toutes les valeurs de la
population, on obtient I’estimateur familier de régression

généralisée (GREG) (Sarndal 1980),

Ziesvvixi }
Zies i ’

X(p)=Y, K. (4.14)

Remarque 7. En congdérant I'estimation de Y comme un
probléme previsonnd, I'utilisation du prédicteur Y, g,
dans (4.8) requiert laprévision de (N - n) valeurs, tandis que
I’utilisation d’' un estimateur GREG requiert la prévision de
N valeurs. Ains, dans une dStuation ol le mod&e du
complément de I'échantillon et le modée de population
peuvent étre relativement bien gpproximés par des modeles
de régression linéaire avec des valeurs a I'origine (mais
probablement avec des vecteurs différents de coefficients
pour les deux modées), on pourrait S atendre a ce que pour
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des frections d échantillonnage relativement importantes
n/ N, lepredicteur Y, ., Soit supérieur (pour des résultets
empiriques, voir lasection 7).

5. Exemples

5.1 Prévision sansvariable concomitante

Soit x; =1 pour touslesi. D’'aprés(3.2),

Y=Yy + 2 E(y) =2y,

ies js ies

+(N n)E [m

Y ] (5.1

En estimant les deux espérances de I échantillon du cbté
drait de (5.1) d'aprés leur moyenne d’ échantillon respective,
on obtient I etimateur,

=

ies IES

=iz;,yi +%§(\M -1y, .

Dans (5.2), Yi.s(W -1y, est un «estimateur de
Horvitz-Thompson» de X;.y;. Le multiplicateur
(N-n)/Y.s(w —1) est une «correction de type Hajek »
visant a controler la variabilité des poids de I'échantillon.
On notera que Y, est un cas spécial du prédicteur Y2
défini a(4.8), et obtenu en choisissant x; =1 pour toutesles
vaeursi. C est également un casspécid du prédicteur \?3 s
on edime E((y;)=Y=XiY, /n. Pour les plans
d échantillonnage tels que Y,.sw, = N pour tous les s, ou
s on estime E_(w,)=N/n, le prédicteur Y, se réduit &
I'estimateur familier d’Horvitz-Thompson pour le total de
population, soit \?,H =i WY,

Tout comme avec |'estimateur GREG mentionné & la
section4, au lieu de prévoir le tota du complément de
I"échantillon Y, = ¥ ..y, eten utilisant, le prédicteur Y,
on pourrait prévoir toutes les valeursy dans la population en
esimant leur espérance d apres le modée de population.
Sdon (2.50), E,(y;) = Ec(Wy;)/ Eg(w,). Enestimant les
deux espérances d'échantillon d'aprés les moyennes
d'échantillon correspondantes, on obtient |’ estimateur de
Hajek familier,

i yl
E.(w)

(5.2)

Hagek ZklEp(yk) NE[

N

(5.3)
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De nouveau, nous nous attendons a ce que \?E, soit plus
précis que Y4 a mesure que la fraction de I'échan-
tillonnage augmente (voir les résultats empiriques de la
section 7). On notera que Yy, € Y,,q SONt identiques et
coincident avec I’ estimateur de Horvitz-Thompson pour les
plans d' échantillonnage qui satisfonta >, w, = N.

5.2 Prévision optimale avec variables concomitantes,
compar aison avec les prédicteurs optimaux pour
un échantillonnage non infor matif

Soit le modéle de population
Yi =Hg(x;)+g, Ep(8i| X;)=0,
E, (2| x)=Vv(x;), E, (g, X;, X;)=0, i#] (54)

et supposons que les probabilités d'inclusion de I’ échan-
tillon peuvent é&re modélisées sous laforme suivante :

U :KX[Yi g(Xi)+6i]' Ep(6i| X, Yi>=0 (5.5

ol Hy(x), v(x) e g(x) sont des fonctions positives et K
e une congante de normalisation. (Ci-dessous, nous
considérons le cas spécia de la «régression passant par
I'origine»). Ce schéma d échantillonnage est présenté
uniquement aux fins d'illustration, bien que nous ayons
mentionné & la section 2 plusieurs situations pratiques dans
lesquelles les probabilités de sdection de |'échantillon
dépendent directement des valeursy et x. C'est notamment
le cas avec |’ensamble des données analysé a la section 7.
En vertu de (54) e (55), =n(x;)=E,(m |Xx)=
KH; (%;)9(x;). Par conséquent, d'apres (2.9), (54) &
(55),

1-m,
E.(y)| X)) =E, T(x.)” X;
]
_E 1-n(x;) —Ke;g(x;) - K3,
S 1-m(x;)
Kg(x)v(x;)
1-mn(x;) '

yi|XJJ

= E,(y;|x;)- (5.6)
La derniere expresson dans (5.6) démontre que
E.(y; X)) < E (Y IX;)=Hy(x;), cequi et clar, car
pour les probabilités d'incluson définies par (5.5), le
complément d' échantillon tend a inclure les unités qui
présentent les plus petites vaeursy pour toute vaeur x
donnée. On notera toutefois qu'a mesure que n/ N — 0,
K—=0 e Ej(y;I|x;)-E(y;[x;)=0 (voir la
remarque 2).

Comme application spéciade de (5.4), éudions le cas
d unevaflableajxmarexetsupposonsque Hp(X)=xB et
V(X) = 6%x («régression passant par I’ orlglne avec une
variance proportionnelle a X'). Pour un échantillonnage non
informatif et une valeur B connue, le prédicteur non biaisé
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optimal de Y qui minimise E [(Y-Y)?|D,] e, dans ce
casCi, Y =YY +BXj.sX;. Dans le cas pratique d'une
valeur B inconnue, le predicteur non biaisé optimal de'Y et
I’estimateur de quotient familier Y = Ny(X/x) ou y
indique la moyenne de I’ échantillon de Y et (X, X ) indique
les moyennes de I'échantillon & de la population pour x
(Brewer 1963, Royall 1970).

Supposons maintenant que g(x) =1 dans (5.5) pour

toutes les vaeurs de x, de sorte que m; =
n(y; +8,)/Z)4(y; +8;). Pour des vaeus de N
suffisamment grandes, on peut approximer

T, =Nn(y, +9, )/(NBX) ce qui signifie que (X )=
E o (T %) =nx / (NX). D'apres (56), E.(y;|x;)=
xB o’x; [[B(f *X =x;)], ou f=n/N ext Ia fraction
d echantl IIonnage de sorte que pour des vaeurs connues de
B e o2, leprédicteur optima deY e,

Xj
+ X ——

;y. Bé 3 ]Z =
Lemme 2: Supposons que le modéle de populatlon et
oéfini par (54), avec Hy(X)=xp e V(X)=oc’x
Supposons également que E (7 |%) =0. Supposonsenfin
que les unités déchantillon sont sdectionnées
indépendamment, avec les probakilités définies dans (5.5),
pour g(x) =1. Alors,

EQM p(\?E, Reg|DS)=
CEIR —(csZ/B)zzjgs[xj2 (X = x,)?]. (5.8)

Preuve : D'aprés I'indépendance des vaeurs de la popu-
lation et des valeurs sdlectionnées pour I’ échantillon,

- (57)

EReg

EQM , (Y, reg|Ds)
= Ep[(YAE Reg _Y)2|Ds]
=3 LBy —Eoly x)17|x; .
D'apres (56), [y, ~Ec(y, Ix)I*={z,+x /[-a(x) ]}

ou x—ch K= n/BNX et n(x) E,(m |x)~
nx; /(NX) Donc

EALy, — Eo(y; [x)1°[x;}
= Eo (&3 [x))+2%] /- (x,))E (e |x))
+[X] [ (x; )%
Maintenant,
E.(e?x;)
= E,[1-m; /(A-n(x;))e}|x;]
= Epl1-m(x;)—Ke; -Ks, [(A-n(x;)) &}|x;]
= Ep(sﬂxj):czxj
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E. (e ]x,)
=E,[1-n(x;) — Ke;,

= - /@=n(x))).
Il découle donc que EQM (YE reg | Ds) =07 T jesX; —
jesX) I(A=m(x;))]*. QED.

Remar que 8: Pour I’ échantillonnage non informatif et avec
une valeur B connue, I'EQM de prévison pour le pre-
dicteur optimal Y = Y. Vi + BXiesX; et
E [(Y Y)? D] =c? zlgsxl Cette EQM et plus grande
que I'EQM obtenue d'gprées le schéma d' échantillonnage
informetif défini par le lemme, ce qui est évident car ce
dernier schéma a tendance a échantillonner les unités
présentant les vaeurs y les plus grandes, e donc les
vadeursx les plus grandes, dou des écartstypes plus
importants.

—KSJ/(l—n(Xj)) 8i‘xi]

6. Egimation del’erreur quadratique moyenne

Pour estimer EQM(Y | D) =E,[(Y-Y)?|D,], pour
les prédicteurs Y éudiésalasection4, il faut formuler
des hypotheses de modéle strictes qui peuvent étre difficiles
avdider. Cda est dii essentidlement au conditionnement
de I'information sur le plan d' échantillonnage D,. Pour
régler ce probleme, nous proposons destimer plutdt
'EQM non conditionnelle  EQM(Y)=E[(Y-Y)?]=
Eo {E,[(Y-Y)?|D,]}, ou E, =E,E, définit I'espé-
rance pour la distribution échantillonnale (compte tenu de
I’échantillon sdlectionné), et pour toutes les sdections
possibles d' échantillons. On notera que Ep[(\?—Y)2 | D]
peut étre considéré comme une varigble aéatoire u(D,), de
sorte que EQM(Y) = E,, [u(D,)] définit son «meilleur
prédicteur » par rgpport & la fonction de perte des moindres
carrés avec la distribution f, pour laguelle I"espérance
E, es cdculée En changeant I’ordre des espérances, on
peut reformuler I'EQM non conditionnelle comme i,

EQM(Y) = E.E,E5[(Y-Y)? y]

=E,Ep[(Y-Y)?| y] (6.1)
ou y={y;; ieU}. On peut ensuite estimer I'EQM non
conditionnelle pour I'un ou I'autre des prédicteurs Y, en
edimant son EQM de randomisation (voir Pfeffermann
(1993) pour une discussion plus déaillée). L' estimation de
'EQM de randomisation pour les divers prédicteurs
présente |’ avantage additionnd de permettre leur utilisation
dans une approche basée sur le plan d’ échantillonnage.
L’egtimation des variances de randomisation, pour les
estimateurs basés sur le plan d’ échantillonnage, a été étudiée
abondamment dans la littérature, e des méthodes
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nombreuses e diverses sont couramment utilisdes.
Toutefois, compte tenu de la sructure compliquée de
certains des prédicteurs étudiés dans cet article et afin dene
pas nous restreindre a un schéma d échantillonnage
particulier, nous proposons ci-dessous d'utilisr  une
procédure en deux €étapes qui combine un processus
d échantillonnage inverse (&ape 1) & ce que NouUS pouvons
considérer comme étant un algorithme de rééchantillonnage
sdon la méthode du bootstrap (étape 2). Cette procédure
présente un avantage notable : elle est générale et S gpplique
«égaement» a tous les prédicteurs. En outre, a la
différence des autres méhodes d' estimation de la variance
couramment utilisées, dle ne requiert pas de connaissance
des probabilités de SHection conjointe par couple
n; =Pr(i, je s). Comme nous le mentionnons plus loin,
une gpplication valide de la premiere é&ape requiert des
échantillons suffisamment gros. Les deux éapes de la
procédure que nous proposons sont |es suivantes :

Etapel— Générer une « pseudo-population» unique en
Sectionnant N unités avec remplacement a partir de
I’échantillon original, e avec des probabilités propor-
tionnellesa w, =1/x;, ou N et la taille de la population.
Cette égpe edt judifiée ci-dessous (voir égaement la
remarque 10). Notons Y,, la somme des vaeursy dans
cette pseudo-population.

Etape 2 — Sdectionner indépendamment un grand nombre
B d' échantillons bootstrap a partir de la pseudo-population
générée al’ éape 1, avec le méme schéma d' échantillonnage
que pour la sdection de I'échantillon origind, puis en
estimant de nouveau le total de population.

Soit Y qui représente I'un ou I’ autre des prédicteurs, et
denotons le predicteur obtenu pour I échantillon bootstrap b
par Y. Enite, calculons,

Ep(Y-Y)? = %zfﬂ(v;’p ) N ()

L’ efficacité de I estimateur (6.2) pour estimer I'EQM de
randomisation dépend évidemment du « degré de justesse »
de la pseudo-population généré a I’ éape 1 par rapport ala
population réelle d' ou et tiré I échantillon original. On peut
vérifier le degré de justesse des deux populations en partie
en notant que la distribution marginale de y; | x; dans la
pseudo-population et la méme que dans la population
originde. Pour le condater, il suffit de remarquer que la
pseudo-population obtenue a I'étgpe 1 est un « échantillon
avec remise» de I'échantillon origina, e avec les
probabilités de sdection Cw, pour chague «tirage», ou
C=1/34w. Notons f (y;|x;) comme éant la
distribution marginde de la pseudo-population, et nous
trouvonsal’aidede (2.2) et de (2.59),
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Es(CWi|yi Xi) fs(yy |Xi)
E, (Cw[x;)

_ Ep(ni|xi)fs(yi |Xi)
Ep(ni|yi Xi)

fpp(yi |Xi) =

= f,(y[x)- (63)

Remarque 9. L’éguation (6.3) porte uniquement sur la
distribution marginae de vy, |x;. Tout comme avec la
méhode bootstrap standard, 1’ application réusse de la
procédure que nous proposons requiert que la taille de
I’ échantillon origina soit suffisamment importante et que
les mesures de |'échantillon soient approximativement
indépendantes. Pfeffermann et coll. (1998) éablissent les
conditions dans lesquelles, pour des mesures de population
indépendantes, les mesures d échantillon sont «asymp-
totiquement indépendantes» dans des schémas d échan-
tillonnage couramment utilisés avec des probabilités de
sdection inégales.

Remarque 10. L' éape 1 et smilaire et asymptotiquement
équivalente au dédoublement des unités d’ échantillon i w;
fois. On notera toutefois que I’ utilisation de cette procédure
de duplication ne donne pas des pseudo-populations de taille
N, a moins que ¥,w, = N. On ne voit pas clairement
égdement comment éablir la rdation (6.3) quand on utilise
cette procédure.

7. lllustrationsempiriques

7.1 Description del’étude empirique

Afin d'illustrer I'efficacité des prédicteurs et des
esimations des EQM connexes, traitées dans la section
précédente, nous utilisons un ensemble de données rédlles,
recueillies dans le cadre de I' Enquéte américaine nationale
de 1988 sur la santé des méres et des nouveau-nés (National
Maternaland Infant Health Survey). L’ enquéte utilise un
échantillon aéatoire stratifié disproportionné des actes de
I"éat civil, les strates étant définies par larace de la mere et
le poids de I'enfant & la naissance; voir Korn et Graubard
(1995) pour plus de déails. Pour I'&ude empirique
présentée dans cette section, nous considérons que les
données d' échantillon condtituent la « population » & nous
avons sectionné indépendamment 1 000 échantillons avec
des probahilités proportionneles a I'inverse des poids
d échantillonnage originaux, utilisant un schéma d échan-
tillonnage avec probakilité proportionnelle a la taille (PPT)
systématique. Laliste des « unités de population » a été triée
de maniére déatoire avant chaque sdlection d'échantillon.
Pour chagque échantillon, nous avons prévu le poids a la
naissance (mesuré en grammes, divisé par 10000 dans
I &ude présente) pour I’ ensemble de la population, utilisant
I’age a la gestation comme variable auxiliaire (mesurée en
samaines). Les probabilités d'inclusion dans I’ échantillon
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dépendent donc des valeurs de la variable éudiée qui définit
les strates originales. On notera que bien que méme s
I’échantillon origina est essentidllement un échantillon
déatoire gratifié, les poids d’ échantillonnage varient en fait
al’intérieur méme des dtrates, €t €’ est pourquoi hous avons
utilisé I” échantillonnage PPT systématique pour |’ éude de
smulation. Nous avons considéré trois tailles d’ échantillon
différentes, soit n=232, 1145, 2429. La talle de la
«population » (échantillon origind) est N = 9948. (Pour
n= 232, 0,002<x; =Pr(ie s)<015. Pour n= 1145,
0,01<m; <0,73. Pour n= 2429, 0,03< n; <0,99 avec
la moyenne =026 et un écart-type Sd(w;)=0,29.
Dans ce dernier cas, certaines des unités ont &¢é tirées avec
une quasi-certitude).

Certains des prédicteurs éudiés dans le présent document
(voir ci-dessous) requiert que I on spécifie soit le moddle de
I’ échantillon, soit le modéle du complément de I'échan-
tillon. Nous avons supposé pour les deux modéles une
régression polynomiale du troiséme degré,

Vi =Bo +B1X +BoXe +PaX; +8, (7.1)
avec des vadeurs résiduelles indépendantes et une variance
congtante. Pfeffermann et Sverchkov (1999) ont trouvé que
ce modéle représentait une bonne approximation des
données de la «population» (échantillon d'origine) avec
R?=0,61 (voir la figurel), et ils ont jugé quele
correspondait assez bien aux données de I’ échantillon (avec
des coefficients différents) pour plusieurs échantillons
sdectionnés a partir de cette « population ». On notera par
alleurs que dans ce schéma d échantillonnage fortement
informatif, il est peu probable que le modéle d' échantillon,
le modéle de population & le modde du complément
d' échantillon proviennent tous de la méme famille, méme s
les paramétres sont différents. La présente &ude permet
donc d' éudier I'€efficacité de divers prédicteurs quand un,
plusieurs ou tous les trois modéles sont ma spécifiés. La
question importante de la robustesse et de plus examinée
par gustement des moddes de régression smples, au lieu
d utiliser des régressions polynomiales du troiséme degré,
C'est-a-dire en omettant les puissances deux et trois de la
variable auxiliare. La seule exception est le predicteur
dépendant du modéle, Y, (équation 4.4), pour lequel aucun
estimateur coherent pour I'espérance E (w; | x;) n'a pu
étre trouvé quand on le restreignait a une régression simple.
(La méthode présentée dans Pfeffermann et Sverchkov
(1999) pour I’ estimation de cette espérance présuppose que
les vaeurs résiduelles du modéle de population sont
normales. Cette hypothése et valide quand on guste le
modéle de régression polynomiae du troiséme degré, mais
elle est clairement violée quand on omet |es puissances deux
el troisdelavariable auxiliaire).
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Var(e;) = 6032, R?=0,61

Figure 1. Nuage de points du poids a la naissance par rapport al’ &ge ala gestation dans la « population »
(échantillon originale), et valeurs prédites par régression polynomiale du troisiéme degré.

Les prédicteurs envisagés dans cette étude se divisent
donc en trois groupes. Le premier comprend les prédicteurs
qui utilisent uniquement les vaeurs y et les poids
d échantillonnage. Font partie de ce groupe I’estimateur
Horvitz-Thompson Y, ; =%, _wy,, le prédicteur Y
défini par (5.2) et I'estimateur de Hajek Y, q Oéfini par
(5.3). Le deuxieme comprend les prédicteurs qui utilisent le
modéle de travail defini par I'équation (7.1). Font partie de
ce groupe les deux prédicteurs de régresson Y, & Y, o
définis par les équations (4.4) et (4.8) respectivement, le
prédicteur avec correction de biais Y, défini par (4.12) et
enfin I'estimateur GREG défini par (4.14). Le troiséme
groupe contient les mémes prédicteurs que le deuxieme
groupe (exception faite de Y, voir ci-dessus), mais ils sont
basss sur le modéle de régresson smple (C'ext-a-dire
uniquement la premiére puissance de x).

Les EQM de tous les prédicteurs présentés dans cette
éude ont é&é estimées a I'aide de la procédure en deux
étapes décrites ala section 6. Toutefois, en raison du temps
limité de cacul machine dont nous disposions, les
edimateurs EQM n'ont pu é&re cadculés que pour une
SHection adéatoire de 200 des 1000 échantillons, et sont
donc basts sur seulement 200 échantillons bootstrap
provenant de chague pseudo-population. Afin d évauer
I"efficacité des estimateurs EQM, nous avons caculé les
EQM empiriques correspondantes basées sur les
1 000 echantillons sdectionneés a partir de la population a
I'&ude. Aind, I'EQM «vrae» dun prédicteur Y
générique a &é calculé comme suit,

EQM(Y) = = 3% (¥, ~V)?

7.2
1000 (2
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ou \?(r) dénote le prédicteur caculé a patir du
r'“™ échantillon. On notera que, comme les vaeurs de
population sont fixes, I'EQM dans (7.2) et I'EQM de
randomisation pour toutes les Sdections d échantillon
possibles, ce qu’ est cense estimer I’ estimateur (6.2).

7.2 Réaultatsdel’é&ude empirique

Les principaux résultats de cette éude sont présentés
dans les tableaux 1.1 a 1.3 (un tableau pour chaque talle
d échantillon). La troiseme colonne de chaque tableau
indique pour chaque prédicteur Y le biais empirique,
[CRY,, /R -Y], e Iécattype (e-t) du bias
empirique, qui équivaut a [T, (Y, - Ya)?/ R?Y?; Yg =
Yg =3R1Y,, /R, R=1000. Les deux colonnes suivantes
indiquent respectivement la valeur REQM (racine carrée de
I’égquation 7.2) «vraie» (empirique), ans que la racine
carée de la moyenne des estimaeurs bootstrap
correspondant, définis par (6.2).

Nous pouvons tirer des tableaux 1.1 a 1.3 les principales
conclusons suivantes :

1- Tous les prédicteurs présentés dans cette éude sont
essentidlement sans  biais sdon le plan d'échan-
tillonnage pour lestroistailles d' échantillon, peu importe
le modele de travall sousjacent. Le prédicteur Y,
présente un biais statistiquement significatif quand il est
testé a I'aide de la gatistique t conventionndlle, mais le
biais rédl est negligesble par rapport au totd de la
population vraie. (Le prédicteur Y, est le seul prédicteur,
dans la présente éude, qui ne présente pas de
convergence par rapport au plan d' échantillonnage).

Les trois commentaires suivants portent sur les EQM des
divers prédicteurs.
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2- Les prédicteurs des groupes2 e 3 qui utilisent les
vdeurs auxiliaires fonctionnent mieux que les
prédicteurs du groupel, particulierement pour les
échantillons de petite taille. Les prédicteurs du groupe 2
qui emploient le modée de régresson polynomiale du
troiséme degré (7.1) fonctionnent mieux que les
prédi cteurs correspondants du groupe 3, qui emploient le
modéle de régression smple comme modde de travail,
mais cette différence s amenuise a mesure que la taille
del’ échantillon augmente.

3- Cette éude donne un résultat important, a savoir : les
prédicteurs Y, ., € Yy (et égdement Y, pour les
échantillons de grandes tailles), qui prévoient seulement
lesvaeursy pour lesunités al’ extérieur de I’ échantillon,
fonctionnent mieux que les autres prédicteurs dans leurs
groupes respectifs (voir également ci-dessous). Comme
le résume la remarque 7, cela et particuliérement vrai
dans le cas des échantillons de grande taille. On notera
que les différences entre Y, ., € I'edimateur GREG
pour n = 1145 et n=2250 sont plus faibles dans le
modde polynomial (groupe2) qu'avec le modde de
régression simple (groupe 3), ce qui Sexplique par la
relation éroite entre |la variable d éude et les variables
auxiliaires dans le modele polynomial. Le prédicteur Y,
est moins stable que Y, ., pour n =232, mais pour les
deux autres tailles d échantillon, les deux prédicteurs
offrent une efficacité similaire.

4- Le prédicteur \?2, Reg fONCtioNne un peu mieux que le
prédicteur Y, qui dépend du modde et qui emploie les
espérances E(w; | x;) pour I'gustement des poids
d échantillonnage. Nous n'avons pas d explications
clares de ces réaultats, car comme I'ont illustré
Pfeffermann et Sverchkov (1999) a I'aide des mémes
données, I'gustement des poids d' échantillon améiore
I’ estimation des coefficients de régression d’ une maniéere
trés notable.

Examinons ensuite les estimateurs de I’ EQM.

5 Les etimateurs de I'EQM développés a la section 6
fonctionnent trés bien pour tous les prédicteurs et avec
toutes les tailles d échantillon. Pour la taille d'échan-
tillon n =232, on congtate une sous-estimation systéma-
tique de la valeur REQM atteignant jusqu’a 3%, qui
sexplique par le fait que la pseudo-population dans ce
cas-Ci est moins variable que la population d é&uderédle
(voir la remarque 9). Les edtimateurs de I'EQM sont
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presgue sans biais pour les autres tailles d’ échantillon, la
plus grande différence entre les valeurs REQM estimées
et vraies éant de nouveau del’ ordre de 3 %.

Une autre fagon d' évaluer le biais des divers prédicteurs
et leur estimation de I'EQM consiste a &udier les propriéés
des couvertures des intervalles de confiance définis par ces
prédicteurs. Les tableaux 2.1-2.3 comparent la couverture
empirique en pourcentage des intervalles de confiance
standard v + Zi s EQM . les pourcentages nominatix
correspondants pour les vadeurs sdectionnées de o (un
tableau pour chague taille d' échantillon). Les pourcentages
empiriques sont quelque peu erratiques avec la talle
d échantillon n= 232, maisils se stabilisent & mesure que la
taille de I"échantillon augmente, notamment avec I’ utili-
sation des prédicteurs des deuxiéme et troisiéme groupes.
Les pourcentages empiriques sont prés des pourcentages
nominatix, pour tous les prédicteurs, quand n = 2 250.

Comme le sous-entend I’ expose théorique de notre article
et comme l'illugtre I'éude empirique, la prévison des
vadeurs y seulement pour les unités a I'extérieur de
I’ échantillon, a I'aide du moddle de complément d' échan-
tillon, donne des meilleurs prédicteurs pour le total de la
population que s on cherche a prévoir toutes les valeurs de
la population en utilisant un modée de population, ce qui
et implicitement fait quand on utilise des estimateurs
GREG ou de Hgek. Il est manifeste que les différences sont
uniquement appréciables quand des fractions d échan-
tillonnage ne sont pas négligesbles.

Afin de mieux illustrer ce point, nous présentons dans le
tableau3 I'erreur de prévison moyenne (epm) dans
I’ échelle originae (en grammes), pour les 1 000 échantillons
quand on prédit les valeurs du complément de I’ échantillon;

1000

epm=3 | [ZM (9, - y;)/(N-n) ]/1000

ol S déinit le r'™™ échantillon sélectionné. Les erreurs
EPM sont illustrées pour les trois prédicteurs, tous utilisant
le modele de traval (7.1) e ayant la forme genérde
Y, =Bo+ ByiX; +[32ij +[33xj3, jes Pour le premier
prédicteur, le vecteur B=(B,,B,,B,,B;) et estimépar la
méthode des moindres carrés ordinaires, ce qui revient a
utiliser le modée d échantillon; pour le deuxiéme
prédicteur, B est estime par |'edtimateur B, , pondéré en
probabilité, qui correspond a I'utilisation du modée de
population, tandis que le troiseme predicteur B est estimé
par I'estimateur B, qui est calculé de laméme maniére que
B,w, Mais avec les poids (w —1), ce qui correspond a
I’ utilisation du modéle de complément d’ échantillon.
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Tableau 1.1
Biais, REQM et racine carrée de la moyenne des estimateurs deI’EQM, N = 232
Groupe Prédicteur Biais (e-t.) REQM \/ EQM
. Yot -4,5 (11,6) 365,1 355,0
Yg 1,5(2,9) 91,1 89,8
Pas de valeur x “
Yhisiek 17(29) 93,0 91,6
2 Y, 4,4(2,0) 64,0 63,0
Régression Y2, reg 3,5(2,0) 63,4 62,4
polynomiale du \?3 -0,3(2,1) 65,4 65,0
troisiéme degré Yereo 34(21) 63,6 62,6
Y2, reg -23(22) 68,0 66,2
3 .
o Y, -03(2.2) 68,6 67,4
Régression smple N
Yeree -23(2.2) 68,3 66,5
Total dela« population » vraie =2 710,7
Tableau 1.2
Biais, REQM et racine carrée de la moyenne des estimateurs de I'EQM, n=1 145
Groupe Prédicteur Biais (e-t.) REQM \/ EQM
. Yot -9,1(5,0) 157,1 156,1
Yg 0,0(1,1) 35,2 34,9
Pas de valeur x -
\ -0,1(1,3) 39,5 39,3
2 Y, 3,0(0,9) 27,6 28,1
Régression Y2, reg 2,0(0,9) 27,4 27,3
polynomiale du Ys 0,5(0,9) 27,4 27,7
troisiéme degré Yerec 1,7 (0,9) 278 278
5 Y2, reg 0,0 (1,0) 28,3 28,7
o Ys 0,1(10) 28,2 28,9
Régression simple A
Yeree 0,0 (2,0) 29,1 29,6
Total dela« population » vraie = 2 710,7
Tableau 1.3
Biais, REQM et racine carrée de la moyenne des estimateurs de I’ EQM, n = 2 250
Groupe Preédicteur Biais (e--t.) REQM \/ EQM
L Yot 13(27) 82,7 80,4
Yg -0,2(0,6) 18,5 18,8
Pas de valeur x -
Yhiaiek 0,1(0,7) 235 238
2 Y, 1,3(0,5) 17,5 17,3
Régression Y2, Reg 0,6 (0,5) 16,9 16,3
polynomiale du Ys -0,3(0,5) 17,1 16,5
troisiéme degré Yereo 0,5 (0,5) 17,9 183
. Y2, Reg -0,3(0,5) 17,3 16,8
o Ys -0,3(0,5) 17,7 173
Régression simple A
Yerec -0,2(0,6) 188 183

Total dela« population » vraie = 2 710,7

Statistique Canada, N° 12-001-XPB au catalogue



Techniques d’enquéte, juin 2004

Tableau 2.1
Couverture nominale et empirique en pourcentage des intervalles de confiance, n = 232
Groupe Prédicteur 1,0 25 50 10,0 90,0 95,0 97,5 99,0
1 \?H,T 25 35 55 10,0 90,0 97,0 99,0 99,5
\?El 0,5 2,0 4,0 8,0 88,5 91,5 95,5 98,0
Pas de valeur x -
Yhsiek 0,5 2,0 4,0 8,0 88,5 91,5 95,5 98,0
2 \?1 0,0 0,0 15 6,5 86,0 90,5 92,5 97,5
Régression \?2, Reg 0,0 0,0 2,0 7,0 85,0 90,5 93,5 98,0
polynomiale du \?3 0,0 0,5 2,5 6,5 87,5 91,0 95,0 98,5
troisiéme degré \?GREG 0,0 0,0 2,0 7,0 85,0 90,5 935 98,0
3 \?21 Reg 0,0 1,0 25 7,0 87,0 91,5 97,5 98,0
) o \?3 0,0 1,0 25 7,0 86,0 91,5 96,5 98,0
Régression simple -
Yeres 0,0 1,0 25 7,0 86,5 91,5 97,0 98,0
Tableau 2.2
Couverture nominale et empirique en pourcentage des intervalles de confiance, n = 1 145
Groupe Prédicteur 1 25 5,0 10,0 90,0 95,0 97,5 99,0
1 \?H,T 4,0 7,0 9,0 13,5 95,5 98,0 98,5 99,5
\?El 3,0 50 8,0 12,5 92,5 95,5 99,5 100,0
Pas de valeur x -
Yhsiek 35 5,0 9,5 12,5 92,5 96,0 99,5 100,0
2 \?l 05 2,0 5,0 75 86,5 935 96,0 97,0
Régression \?2, Reg 0,5 3,0 6,0 9,0 86,5 94,5 96,5 97,0
polynomiale du \?3 0,5 2,0 6,0 9,5 88,0 94,0 97,0 98,0
troisiéme degré Yoreo 05 30 50 90 865 94,0 9,5 98,0
3 \?21 Reg 05 3,0 6,0 11,0 90,0 93,0 97,0 99,5
i o \?3 0,5 25 55 10,5 90,0 94,0 97,0 99,5
Régression simple N
GREG 1,0 3,0 6,0 11,0 90,5 94,0 97,5 99,0
Tableau 2.3
Couverture nominale et empirique en pourcentage des intervalles de confiance, n = 2 250
Groupe Prédicteur 1,0 25 5,0 10,0 90,0 95,0 97,5 99,0
. Yot 0,5 1,0 5,5 110 950 97,5 99,0 99,5
\?El 1,0 3,0 55 9,0 91,5 96,0 99,0 99,5
Pas de valeur x .
Yiaiek 1,0 25 55 9,0 93,0 97,0 98,5 99,5
2 A 05 2,0 5,0 90 910 94,5 9,5 97,5
Régression \?21 Reg 05 25 6,5 10,5 90,5 94,5 96,5 98,0
polynomiale du \?3 0,5 2,0 75 125 91,5 95,5 96,5 97,5
troisiéme degré Yoreo 05 2,0 60 110 910 94,5 96,0 98,0
3 \?21 Reg 1,0 3,0 6,0 11,0 91,0 95,0 97,5 99,0
) o \?3 1,0 2,0 6,0 12,0 90,0 95,0 97,5 98,0
Régression simple -
Yarea 0,0 15 5,0 115 91,5 95,0 97,5 99,0
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Tableau 3
Erreurs de prévision moyennes et écart-type des moyennes (entre parenthéses) pour les trois modeles de prévision

Taille de!’ échantillon Modéle d’ échantillon

Modele de population

Modéele du complément d’ échantillon

232 329,0 (2,2) 10,3 (2,3) 4,3(2,3)
1145 375,0(0,9) 37,7 (1,1) 2,4(1,0)
2 250 387,5(0,6) 85,8 (0,7) 0,9(0,8)
Une conclusion claire se dégage du tableau3: Bibliographie

I'utilisation du modéle de population ou du modde en
tenant compte des unités dans I’ échantillon pour la prévision
des valeursy des unités a I’ extérieur de |’ échantillon peut se
traduire par des biais appréciables. On notera que le biais
induit par I'utilisation du modée de population augmente
avec la fraction de I’ échantillonnage, ce qui correspond ala
discussion précédente selon laquelle les différences entre le
modéle d' échantillon et le modée du complément d' échan-
tillon ne s manifeste qu'aux tailles d' échantillon relati-
vement importantes (voir le commentaire 2).

8. Conclusons

Dans cet aticle, nous utilisons des répartitions de
I’échantillon e du complément de I'échantillon pour
développer des prédicteurs convergents par rapport au plan
d'échantillonnage, afin de prévoir des totaux de population
finie. Nous démontrons que des prédicteurs connus,
d utilisation courante, congtituent en fait des cas spéciaux de
notre théorie. Les EQM des nouveaux prédicteurs sont
estimées par la combinaison d'un agorithme d échan-
tillonnage inverse et d'une méhode de rééchantillonnage.
Comme le démontre notre exposé théorique et |I'éude
empirique, les prédicteurs des totaux de population finie qui
requierent uniquement la prévision des vaeurs de résultat
pour les unités a I'extéieur de I'échantillon fonctionnent
mieux que les prédicteurs d' utilisation courante, méme dans
un cadre basé sur le plan d’ échantillonnage, a moins que les
fractions d'échantillonnage ne soient trés faibles. Nous
démontrons que les estimateurs EQM fonctionnent bien en
terme de biais et quand on les utilise pour caculer les
intervalles de confiance pour les totaux de population. Par
consdquent, nous recommandons tres fortement de
poursuivre les expériences avec ces types de prédicteur et
d estimation des EQM.
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