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Prévision des totaux de population finie basée sur la  
distribution échantillonnale 

Michail Sverchkov et Danny Pfeffermann 1 

Résumé 
Dans cet article, nous étudions l’utilisation de la distribution échantillonnale pour prévoir les totaux de population finie à 
l’aide d’un échantillonnage à un seul degré. Les prédicteurs proposés emploient les valeurs échantillonnées de la variable 
d’enquête cible, les poids d’échantillonnage des unités d’échantillonnage et les valeurs (peut-être connues) des variables 
auxiliaires dans la population. Nous résolvons le problème prévisionnel en estimant l’espérance des valeurs de l’étude pour 
les unités à l’extérieur de l’échantillon, en fonction de l’espérance correspondante selon la distribution échantillonnale et les 
poids d’échantillonnage. L’erreur quadratique moyenne de la prévision est estimée par la combinaison d’une procédure 
d’échantillonnage inverse et d’une méthode de rééchantillonnage. Un résultat intéressant de la présente analyse est que 
plusieurs estimateurs familiers, d’usage courant, sont en fait des cas spéciaux de l’approche proposée, et celle-ci leur en 
donne donc une nouvelle interprétation. L’efficacité des nouveaux prédicteurs et de quelques prédicteurs couramment 
utilisés est évaluée et comparée par simulation de Monte Carlo avec un ensemble de données réelles. 
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1. Introduction 
 

La distribution échantillonnale est la répartition 
paramétrique des valeurs résultantes des unités incluses dans 
l’échantillon. La répartition est différente de la répartition de 
la population si les probabilités de sélection de l’échantillon 
sont corrélées avec les valeurs de la variable étudiée, même 
en cas de conditionnement des valeurs des variables conco-
mitantes incluses dans le modèle de la population. Elle 
diffère également de la répartition (selon le plan d’échan-
tillonnage) de la randomisation qui tient compte de toutes 
les sélections possibles de l’échantillon, pour des valeurs de 
population maintenues fixes. La distribution échantillonnale 
est définie et discutée avec exemples à l’appui dans 
Pfeffermann, Krieger et Rinott (1998), et elle est étudiée en 
détail par Pfeffermann et Sverchkov (1999), qui l’utilisent 
pour estimer des modèles de régression linéaire. Krieger et 
Pfeffermann (1997) utilisent la répartition de l’échan-
tillonnage pour tester les fonctions de répartition de la 
population, et Pfeffermann et Sverchkov (2003a) discutent 
de son utilisation pour l’ajustement des modèles linéaires 
généralisés. Chambers, Dorfman et Sverchkov (2003) 
utilisent la répartition de l’échantillonnage pour l’estimation 
non paramétrique des modèles de régression, et Kim (2002) 
et Pfeffermann et Sverchkov (2003b) l’appliquent à des 
problèmes d’estimation à l’égard des petites régions. 

Dans cet article, nous étudions l’utilisation de la 
répartition de l’échantillonnage pour prévoir les totaux de 
population finie, en vertu d’un échantillonnage à un seul 

degré. Nous faisons l’hypothèse que les valeurs résultantes 
pour la population (les valeurs y) sont des réalisations 
aléatoires d’une distribution donnée qui conditionnent les 
valeurs connues des variables auxiliaires (les valeurs x). Le 
problème consiste donc à prévoir la valeur Y totale de la 
population basée sur les valeurs y de l’échantillon, les poids 
d’échantillonnage pour les unités dans l’échantillon et les 
valeurs x de la population. L’utilisation de la distribution 
échantillonnale permet de conditionner toutes ces valeurs, 
ce qui n’est pas possible avec une répartition (selon le plan 
d’échantillonnage) par randomisation, et la prévision de Y 
est donc équivalente à prévoir les valeurs y pour les unités à 
l’extérieur de l’échantillon.  

Le problème prévisionnel est résolu par l’estimation de 
l’espérance conditionnelle des valeurs y (compte tenu des 
valeurs x) pour les unités à l’extérieur de l’échantillon, en 
fonction de l’espérance de l’échantillon conditionnel 
(c’est-à-dire l’espérance en vertu de la répartition de 
l’échantillon) et des poids d’échantillonnage. L’erreur 
quadratique moyenne de la prévision est estimée par la 
combinaison d’une procédure d’échantillonnage inverse et 
d’une méthode de rééchantillonnage. Nous constatons que 
plusieurs estimateurs familiers et couramment utilisés, 
notamment les estimateurs basés sur un plan d’échan-
tillonnage classique, sont en fait des cas spéciaux de la 
procédure proposée, ce qui leur en donne donc une nouvelle 
interprétation. L’efficacité des prédicteurs (les nouveaux 
comme les anciens) est évaluée et comparée par simulation 
de Monte Carlo avec un ensemble de données réelles. 
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2. Distributions de l’échantillon et du  
       complément de l’échantillon 

 
2.1 Distribution échantillonnale  

Supposons que les valeurs de la population =},{ Xy  
}]...[,)...{( 11 ′′ NNyy xx  sont des réalisations aléatoires, 

selon la fonction de densité de probabilité ( fdp) condition-
nelle ),|( iip yf x  qui peut être discrète ou continue. On 
suppose que les valeurs y sont scalaires, mais les valeurs x 
peuvent être des vecteurs. Nous considérons l’échantil-
lonnage à un seul degré, avec une probabilité d’inclusion 
dans l’échantillon de =∈= )Pr(π sii ),,,( iZXg y  pour 
une fonction g donné, où Z définit les valeurs de la popu-
lation des variables utilisé pour le processus d’échantil-
lonnage. On notera que les valeurs y sont aléatoires, et nous 
pouvons également considérer les variables du plan comme 
étant aléatoires, de sorte que les valeurs g sont également 
aléatoires. Soit 1=iI  si si ∈  et ,0=iI  si .si ∉  La fdp 
d’échantillon marginale conditionnelle est définie comme 
suit :  
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(2.1)
 

la deuxième égalité étant obtenue par application du 
théorème de Bayes. On notera que ),|1(Pr iii yI x=  n’est 
pas nécessairement identique à la probabilité de sélection 
d’échantillon réelle ),,,(π iZXgi y=  (voir la remarque 1 
ci-dessous). Par conséquent, il découle de (2.1) que les fdp 
de la population d’échantillon sont différentes, à moins que 

)|1(Pr),|1(Pr iiiii IyI xx ===  pour toutes les valeurs 

iy . Quand la distribution échantillonnale diffère de la 
répartition de la population, elle acquiert un caractère 
informatif, et le schéma d’échantillonnage ne peut être 
ignoré dans le processus d’inférence.  
Remarque 1. Il est important de souligner que la définition 
et l’utilisation de la répartition de l’échantillonnage ne 
présupposent pas que les probabilités de sélection de 
l’échantillon sont fonction uniquement des couples 

).,( iiy x  Comme nous l’avons mentionné plus tôt et 
comme nous l’avons indiqué en exprimant les probabilités 
de sélection sous la forme ),,,,(π iZXgi y=  les 
probabilités de sélection réelles peuvent dépendre de toutes 
les valeurs de la population ).,,( ZXy  Toutefois, comme 
l’ont démontré Pfeffermann et Sverchkov (1999), 

=),|π( iiip yE x ),|1(Pr iii yI x= . Ainsi, même si les 
probabilités de sélection peuvent dépendre de toutes les 
valeurs de population ),,,( ZXy  pour des valeurs ),( iiy x  

données, elles sont égales à ),|1(Pr iii yI x=  « en 
moyenne ». En fait, iπ  peut ne pas dépendre du tout de 
toutes les valeurs y, et être uniquement une fonction de 

),,( ZX  et alors l’espérance ),|π( iiip xyE  demeure 
toujours égale à ),|1(Pr iii yI x= . La raison pour laquelle 
l’espérance peut dépendre de iy  dans ce cas-ci est que la 
valeur Z peut être corrélée avec y. Par exemple, l’Enquête 
canadienne sur le milieu de travail et les employés de 1999 
utilise un échantillon stratifié disproportionné, les strates 
étant définies par région, activité et taille des effectifs. 
L’information sur la taille des effectifs est tirée des données 
fiscales de 1998; voir Patak, Hidiroglou et Lavallée (2000) 
pour plus de détails. Quand on modélise les listes de paie de 
1999 par rapport aux nombre d’employés, on constate que 
le plan d’échantillonnage est de type informatif, ce qui 
s’explique par le fait que la stratification est basée en partie 
sur la taille obtenu à partir des dossiers fiscaux de l’année 
précédente, lesquels sont corrélés avec les listes de paie de 
l’année subséquente. Voir Fuller (2003) pour une analyse 
détaillé. 

De la discussion précédente, on ne doit pas conclure que 

iπ  n’est jamais une fonction de ),( iiy x  seulement. Un 
exemple classique, dans ce dernier cas, est l’échantillonnage 
rétrospectif. Ainsi, dans une étude cas-témoin, les 
probabilités de sélection des cas et des témoins dépendent 
habituellement uniquement des valeurs y et x respectives (et 
souvent uniquement des valeurs y). Dans l’étude empirique 
que nous présentons ici, nous utilisons un ensemble de 
données réelles, dans lequel l’échantillon est tiré d’un 
échantillon stratifié disproportionné, les frontières des 
strates étant définies par les valeurs de la variable 
dépendante. 

Dans les pages suivantes, nous considérons les 
probabilités iπ  comme des réalisations aléatoires de la 
variable aléatoire ).,,,( iZXg y  Soit ,π/1 iiw =  qui définit 
le poids d’échantillonnage de l’unité i . Les relations 
suivantes, établies par Pfeffermann et Sverchkov (1999), 
sont valables pour des couples généraux de variables 
aléatoires vectorielles ),v,( iiu  où pE  et sE définissent les 
espérances en vertu des fdp de population et d’échantillon, 
respectivement (un cas spécial étant ,ii y=u ii xv = ). 
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Il découle de (2.4) que 
 
a) 
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Pour une discussion détaillée de la distribution 

échantillonnale avec des illustrations, voir Pfeffermann 
et coll. (1998).  
2.2 Répartition du complément de l’échantillon  

Comme dans (2.1), nous définissons comme suit la fdp 
conditionnelles pour les unités à l’extérieur de l’échantillon : 

.
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Les relations (2.2)-(2.5) et l’égalité == ),|0(Pr iiiΙ vu  
)|1Pr1 iii ,(Ι vu=− )|π(1 iii v,upE−=  donnent lieu 

aux représentations suivantes de la répartition du com-
plément de l’échantillon pour des paires générales de 
variables aléatoires vectorielles )v,( iiu  : 
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(L’équation (2.8) découle de l’application de (2.5a) avec la 
deuxième expression de (2.7)). En outre, selon (2.8) et la 
première équation de (2.7), 
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Remarque 2.  Dans les applications pratiques, la fraction 
d’échantillonnage est souvent très faible et par conséquent 
les probabilités de sélection de l’échantillon sont faibles 
pour au moins la plupart des unités de population. Si δπ <i  
avec une probabilité de 1, 
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où ).δ1/(δδ −<Δ<−  Il découle de (2.10) que pour les 
valeurs de δ  suffisamment petites, la différence entre la fdp 
de la population et la fdp du complément de l’échantillon est 
très faible, ce qui n’est guère surprenant. 

 
3. Prévision optimale des totaux  

      de population finie  
Soit ∑ == N

i iyY 1 qui définit le total de population. Le 
problème est le suivant : comment prévoir Y d’après les 
données de l’échantillon et peut-être les valeurs, dans la 
population, des variables auxiliaires? Dénotons l’« infor-
mation sur le plan » disponible pour la prévision par =sD  

},...1),,(;),,{( NjIsiwy jjii =∈ x  et )(ˆˆ
sDYY =  définit 

le prédicteur. L’EQM de Ŷ  par rapport à la fdp de la 
population, compte tenu de ,sD  est : 
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car )](ˆ[ sp D|YEY −  est fixé pour une valeur sD  donnée. Il 
découle de (3.1) que )ˆEQM( sD|Y  est minimisé quand 

)|(ˆ
sp DYEY = . Cette dernière espérance peut être décom-

posée comme suit :  
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où, dans la dernière égalité, nous supposons que les valeur 

jy  pour sj ∉  et sD  ne sont pas corrélées, compte tenu de 

jx . Le problème prévisionnel se réduit donc à estimer les 
espérances )x|( jjc yE . À la section 4, nous étudions 
l’estimation semi paramétrique de ces espérances.  
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4. Prévision semi paramétrique des totaux  
       de population finie 

 
Supposons que le modèle du complément d’échantillon 

prend la forme suivante : 
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où )(β xC  est une fonction connue (probablement non 
linéaire) de x, qui dépend d’un paramètre vectoriel inconnu 
β.  On suppose que les variances 2σ )( jxv  sont connues, 
sauf pour .σ 2   
Remarque 3. Dans des applications réelles, on peut 
identifier le modèle (4.1) selon une procédure en deux 
étapes, en utilisant l’égalité )|()|( iiisiic yrEyE xx = , avec 

]|)1[(/)1( iisii wEwr x−−=  (qui découle de l’équation 
2.9). Estimons d’abord ),|( iis wE x  et ensuite ,ir  par 
régression de iw  par rapport à ,ix  en utilisant les données 
de l’échantillon. Soit ]1)|(ˆ/[)1(ˆ −−= iisii wEwr x  et la 
transformée .ˆ*

iii yry =  En deuxième lieu, étudions la 
relation dans l’échantillon entre *

iy  et ix , afin d’identifier 
la forme de )(β iC x . Voir Pfeffermann et Sverchkov (1999, 
2003a), qui présentent des exemples d’estimation de 

)|( iis wE x . On peut appliquer une procédure similaire afin 
d’identifier la fonction de variance )x( iv  à l’aide des 
valeurs résiduelles empiriques )|ˆ(ˆε̂ iiisii yrEy x−= . 

La fonction )(β jC x  dans (4.1) avec le paramètre 
vectoriel vrai β  satisfait, pour toutes les valeurs ,sj ∉  
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(La deuxième égalité découle de (2.9).) Par conséquent, en 
substituant l’espérance de l’échantillon à l’extérieur des 
grandes parenthèses par la moyenne de l’échantillon (une 
application directe de la méthode des moments) et en 
estimant ir  par ir̂  (voir la remarque 3), on peut estimer le 
vecteur β  comme suit : 
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Le prédicteur du total de la population prend alors la forme, 

.)(ˆ
1β̂1 j

sjsi
i CyY x∑∑

∉∈
+=  (4.4) 

Par ailleurs, il découle de (4.1) que, 
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(4.5)

 

où l’espérance à la droite est établie par rapport à la 
distribution conjointe de ).,( jiy x  Par conséquent, on peut 
estimer β  comme suit, 
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car =)( is wE  constante. Le prédicteur de Y  avec β  estimé 
par 2β̂  est donc, 

.)(ˆ
2β̂2 ∑∑

∉∈
+=

sj
j

si
i CyY x  (4.7) 

 
Remarque 4. Un avantage important du prédicteur 2̂Y  par 
rapport au prédicteur 1̂Y  est qu’il ne requiert pas l’iden-
tification et l’estimation de l’espérance =)(xw ).|( xwEs  
Par ailleurs, dans les situations où cette espérance peut être 
estimée adéquatement, il est probable que le prédicteur 1̂Y  
est plus exact, car les poids =ir ]1)|(/[)1( −− iisi wEw x  
seront souvent moins variables que les poids )1( −iw . Cela 
est dû au fait que les poids ir  tiennent compte seulement de 
l’effet net du processus d’échantillonnage sur la distribution 
conditionnelle cible )|( iic yf x , alors que les poids 

)1( −iw  tiennent compte de l’effet du processus 
d’échantillonnage sur la distribution conjointe ).x,( iic yf  
En particulier, quand iw  est une fonction déterministe de 

ix  tel que )( ii ww x= , le processus d’échantillonnage est 
non informatif et )x|()x|()x|( iipiisiic yfyfyf == . 
Dans ce cas-ci,  l’estimateur   1β̂    (mais  non  2β̂ ) coïncide 
avec l’estimateur GLS (moindres carrés généralisés) optimal 
de β  car 1=ir  et le modèle (4.1) vaut pour les données de 
l’échantillon. (Pour les données analysées à la section 7, la 
variance empirique des poids ir  est 1,36, tandis que la 
variance empirique des poids iw  est 2,66.) À l’opposé, 
quand les poids d’échantillonnage iw  sont indépendants de 

,ix  les estimations de 1β̂  et ,β̂ 2  et donc des prédicteurs 1̂Y  
et ,ˆ

2Y  sont égales car =)x( iw constante. 
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Le prédicteur 2̂Y  présente un cas spécial intéressant 
quand le modèle de travail postulé pour le complément de 
l’échantillon est linéaire, avec une valeur à l’origine et une 
variance constante. Soit ).~,1( ii xx ′=′  Comme on peut le 
vérifier aisément, l’estimateur prend, dans ce cas-ci, la 
forme, 

[ ]CcC
si

i XcXBYyY ˆ)(
~~ˆˆ

Reg,2 −′++=∑
∈

 (4.8) 

où ])1(/)[()ˆ,ˆ(,~)(
~

∑∑ ∈∉ −−== si iCCsi i wnNXYcX x  
])~,)(1([∑ ∈ −si iii yw x  et cB

~
 est l’estimateur pondéré de 

probabilité du coefficient vectoriel de ,~
ix  mais avec les 

poids ),1( −iw  au lieu de .iw   
Remarque 5. Le prédicteur Reg,2̂Y  peut être obtenu comme 
cas spécial des prédicteurs esthétiques proposés par Brewer 
(1999). Toutefois, nous devons souligner que le 
développement des prédicteurs esthétiques et le calcul de 
leurs EQM présupposent explicitement un échantillonnage 
non informatif. 

Une propriété importante de Reg,2̂Y  est que, dans des 
conditions générales, il assure la convergence par rapport 
au plan d’échantillonnage pour Y, peu importe le modèle du 
complément d’échantillon véritable (voir le lemme 1 
ci-dessous). Pour de nombreux analystes, la « convergence 
par rapport au plan d’échantillonnage » est une exigence 
essentielle pour tout prédicteur; voir la discussion dans 
Hansen, Madow et Tepping (1983) et Särndal (1980). Le 
lemme 1, qui suit, définit des conditions dans lesquelles le 
prédicteur plus général 2̂Y  de (4.7) assure la convergence 
par rapport au plan d’échantillonnage de Y .  
Lemme 1. Le prédicteur 2̂Y  assure la convergence par 
rapport au plan d’échantillonnage pour Y si le modèle de 
travail utilisé pour le calcul de 2β̂  répond aux conditions 
suivantes : i- )(β xC  a une valeur à l’origine; ii- )(β xC  est 
différenciable par rapport à β  dans le voisinage de 2β̂  et 
iii- =)(xv constante.  
Preuve : D’après (4.6) et la condition β~2 minargβ̂, =iii  
∑ ∈ −−si iii Cyw 2

β
~ )]()[1( x et d’après la condition 

=)(, β xCi ),~(β ββ0 ...1
x

p
C+  de sorte qu’en vertu de la con-

dition 0β/, ∂∂ii ,0}])([)1({
2β̂β

2

β~ =−−
=∈∑ si iii Cyw x  

ce qui donne 0)]()[1(
2β̂

=−−∑ ∈si iii Cyw x  ou, 

.)()(
22 β̂β̂∑ ∑ ∑∑

∈ ∈ ∈∈
−+=

si si si
iiii

si
ii CCwyyw xx  (4.9) 

La preuve se termine en notant que dans des conditions 
de régularité moyenne, ∑ ∈si ii yw  assure la convergence par 
rapport au plan d’échantillonnage pour Y, et )(

2β̂ isi iCw x∑ ∈  
est la convergent par rapport au plan d’échantillonnage pour 
∑ =

N
j iC1 β̂

).(
2

x  Ainsi, le membre droit de l’équation (4.9) 
converge en probabilité vers ,ˆ

2Y  tandis que le membre 
gauche converge en probabilité vers Y.  

Il est important de souligner de nouveau que le lemme 1 
ne repose pas sur l’hypothèse que le modèle de travail est le 
bon modèle de complément de l’échantillon.  

Pour utiliser les prédicteurs 1̂Y  et ,ˆ
2Y  il faut spécifier le 

modèle du complément de l’échantillon. L’étape suivante 
consiste donc à développer un autre prédicteur qui requiert 
uniquement l’identification et l’estimation du modèle 
d’échantillonnage. L’approche menant à ce prédicteur est 
l’analogue, pour le complément de l’échantillon, de la 
« méthode avec correction du biais », proposée par 
Chambers et coll. (2003). Le prédicteur proposé est basé sur 
la relation suivante :  
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(4.10)

 

où dans la deuxième rangée nous avons remplacé la 
moyenne (pour le complément de l’échantillon) des 
espérances conditionnelles )|( jjc yE x  par son espérance 
pour la distribution des valeurs de x sur le complément de 
l’échantillon (n indique la taille de l’échantillon). D’après 
(2.9),  
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(4.11)

 

signifie que la moyenne du complément de l’échantillon à la 
deuxième rangée de (4.10) peut être estimée par nM c /1ˆ =  

,)]}|(ˆ)][1/()1{[(∑ ∈ −−−si iisisi yEyww x  où =sw  
./∑ ∈si i nw  Le prédicteur proposé prend donc la forme  

c
sj

jjs
si

i MnNyEyY ˆ)()x(ˆ
3̂ −++= ∑∑

∉∈
 (4.12) 

où )|(ˆ
jjs yE x  est estimé à partir des données de 

l’échantillon. L’utilisation de 3̂Y  requiert seulement l’identi-
fication et l’estimation de la régression de l’échantillon 

),|( jjs yE x  réalisables à l’aide des techniques classiques 
de régression. Qui plus est, dans des conditions peu sévères, 

3̂Y  est la convergent par rapport au plan d’échantillonnage 
pour Y, même si l’espérance )|( jjs yE x  est mal spécifiée. 
Cette propriété découle du fait que ∑ ∉sj jjs yE )|(ˆ x  est la 
convergent par rapport au plan d’échantillonnage pour 

,)|(∑ ∉sj jjs yE x  et que cMnN ˆ)( −  est également 
convergent pour ].)|([∑ ∉ −= sj jjsjc yEyM x  
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Remarque 6. Si le modèle ajusté aux données de 
l’échantillon est une régression linéaire avec une valeur à 
l’origine et une variance résiduelle constante, le prédicteur 

Reg,2̂Y  défini par (4.8) et le prédicteur 3̂Y  diffèrent en ce que 

Reg,2̂Y  utilise un estimateur convergent pour les coefficients 
de régression qui définissent l’approximation linéaire du 
modèle, et valable pour le complément de l’échantillon, 
tandis qu’avec ,3̂Y  les coefficients de régression sont 
estimés par les moindres carrés ordinaires, ce qui revient à 
estimer l’approximation linéaire du modèle de l’échantillon. 

Enfin, plutôt que de prévoir seulement les valeurs du 
complément de l’échantillon, comme avec les prédicteurs 
précédents, on pourrait plutôt prévoir toutes les valeurs de la 
population d’après leurs espérances estimées, en vertu du 
modèle de population. En supposant que ce modèle est une 
régression linéaire avec une valeur à l’origine et une 
variance résiduelle constante, l’application de (2.5b) donne,  
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En estimant l’espérance de l’échantillon au numérateur 
de (4.13) par la moyenne de l’échantillon correspondant 
(application de la méthode des moments) et en minimisant 
la moyenne de l’échantillon par rapport à β,  on obtient 
l’estimateur pondéré de probabilité familier =pwB̂  

),()( ][
1

][][ ssssss YWXXWX ′′ −  où =),( ][ ss YX  
})...(,]...{[ 11 ′′ nn yyxx  et ]....Diag[w1 ns wW =  Soit 

).~,1( ii xx ′=′  Si on calcule =′= pwkkkp ByE ˆ)|(ˆ xx  

pwk BB
~~ˆ

0 x′+  et en sommant sur toutes les valeurs de la 
population, on obtient l’estimateur familier de régression 
généralisée (GREG) (Sarndal 1980), 
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Remarque 7. En considérant l’estimation de Y comme un 
problème prévisionnel, l’utilisation du prédicteur Reg,2Ŷ  
dans (4.8) requiert la prévision de (N - n) valeurs, tandis que 
l’utilisation d’un estimateur GREG requiert la prévision de 
N valeurs. Ainsi, dans une situation où le modèle du 
complément de l’échantillon et le modèle de population 
peuvent être relativement bien approximés par des modèles 
de régression linéaire avec des valeurs à l’origine (mais 
probablement avec des vecteurs différents de coefficients 
pour les deux modèles), on pourrait s’attendre à ce que pour 

des fractions d’échantillonnage relativement importantes 
,/ Nn  le prédicteur Reg,2Ŷ  soit supérieur (pour des résultats 

empiriques, voir la section 7). 

 
5. Exemples  

5.1 Prévision sans variable concomitante  
Soit 1=ix  pour tous les i. D’après (3.2),  
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En estimant les deux espérances de l’échantillon du côté 
droit de (5.1) d’après leur moyenne d’échantillon respective, 
on obtient l’estimateur, 
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(5.2)

 

Dans (5.2), ∑ ∈ −si ii yw )1(  est un « estimateur de 
Horvitz-Thompson » de .∑ ∉sj jy  Le multiplicateur 

∑ ∈ −− si iwnN )1(/)(  est une « correction de type Hajek » 
visant à contrôler la variabilité des poids de l’échantillon. 
On notera que I

ˆ
EY  est un cas spécial du prédicteur Reg,2Ŷ  

défini à (4.8), et obtenu en choisissant 1=ix  pour toutes les 
valeurs i. C’est également un cas spécial du prédicteur 3̂Y  si 
on estime ∑ ∈== si ijs nyyyE ./)(ˆ  Pour les plans 
d’échantillonnage tels que ∑ ∈ =si i Nw  pour tous les s, ou 
si on estime ,/)(ˆ nNwE is =  le prédicteur EΙŶ  se réduit à 
l’estimateur familier d’Horvitz-Thompson pour le total de 
population, soit .ˆ

TH ∑ ∈− = si ii ywY  
Tout comme avec l’estimateur GREG mentionné à la 

section 4, au lieu de prévoir le total du complément de 
l’échantillon =cY ∑ ∉sj jy  et en utilisant, le prédicteur ,ˆ

EΙY  
on pourrait prévoir toutes les valeurs y dans la population en 
estimant leur espérance d’après le modèle de population. 
Selon (2.5b), =)( ip yE ).(/)( isiis wEywE  En estimant les 
deux espérances d’échantillon d’après les moyennes 
d’échantillon correspondantes, on obtient l’estimateur de 
Hajek familier, 
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De nouveau, nous nous attendons à ce que EΙŶ  soit plus 
précis que HajekŶ  à mesure que la fraction de l’échan-
tillonnage augmente (voir les résultats empiriques de la 
section 7). On notera que EΙŶ  et HajekŶ  sont identiques et 
coïncident avec l’estimateur de Horvitz-Thompson pour les 
plans d’échantillonnage qui satisfont à .∑ ∈ =si i Nw   
5.2 Prévision optimale avec variables concomitantes, 

comparaison avec les prédicteurs optimaux pour 
un échantillonnage non informatif  

Soit le modèle de population 
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2
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(5.4)
 

et supposons que les probabilités d’inclusion de l’échan-
tillon peuvent être modélisées sous la forme suivante : 

[ ] ( ) 0,δ,δ)(π =+×= iiipiiii yEgyK xx  (5.5) 

où )(),(β xx vH  et )(xg  sont des fonctions positives et K 
est une constante de normalisation. (Ci-dessous, nous 
considérons le cas spécial de la « régression passant par 
l’origine »). Ce schéma d’échantillonnage est présenté 
uniquement aux fins d’illustration, bien que nous ayons 
mentionné à la section 2 plusieurs situations pratiques dans 
lesquelles les probabilités de sélection de l’échantillon 
dépendent directement des valeurs y et x. C’est notamment 
le cas avec l’ensemble des données analysé à la section 7. 
En vertu de (5.4) et (5.5), =)(π ix =)|π( iipE x  

.)()(β ii gKH xx  Par conséquent, d’après (2.9), (5.4) et 
(5.5),  
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(5.6)

 

La dernière expression dans (5.6) démontre que 
<)|( jjc yE x ),()|( β jjjp HyE xx =  ce qui est clair, car 

pour les probabilités d’inclusion définies par (5.5), le 
complément d’échantillon tend à inclure les unités qui 
présentent les plus petites valeurs y pour toute valeur x 
donnée. On notera toutefois qu’à mesure que ,0/ →Nn  

0→K  et 0)|()|( →− jjcjjp yEyE xx  (voir la 
remarque 2). 

Comme application spéciale de (5.4), étudions le cas 
d’une variable auxiliaire x et supposons que β)(β xxH =  et 

xxv 2σ)( =  (« régression passant par l’origine avec une 
variance proportionnelle à x’). Pour un échantillonnage non 
informatif et une valeur β  connue, le prédicteur non biaisé 

optimal de Y qui minimise ]|)ˆ[( 2
sp DYYE −  est, dans ce 

cas-ci, ∑∑ ∉∈ += sj jsi i xyY .βˆ  Dans le cas pratique d’une 
valeur β  inconnue, le prédicteur non biaisé optimal de Y est 
l’estimateur de quotient familier )/(ˆ xXyNYR =  où y  
indique la moyenne de l’échantillon de Y et ( ,x X ) indique 
les moyennes de l’échantillon et de la population pour x 
(Brewer 1963, Royall 1970). 

Supposons maintenant que 1)( =xg  dans (5.5) pour 
toutes les valeurs de x, de sorte que =iπ  

.)δ(/)δ( 1∑ = ++ N
j jjii yyn  Pour des valeurs de N 

suffisamment grandes, on peut approximer 
),β/()δ(π XNyn iii +≈  ce qui signifie que =)(π ix  

).(/)|π( XNnxxE iiip ≈  D’après (5.6), =)|( jjc xyE  
],)β(/[σ-β 12

j
-

jj xXfxx −  où Nnf /=  est la fraction 
d’échantillonnage, de sorte que pour des valeurs connues de 
β  et ,σ 2  le prédicteur optimal de Y est, 
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Lemme 2 : Supposons que le modèle de population est 
défini par (5.4), avec β)(β xxH =  et .σ)( 2 xxv =  
Supposons également que .0)|ε( 3 =iip xE  Supposons enfin 
que les unités d’échantillon sont sélectionnées 
indépendamment, avec les probabilités définies dans (5.5), 
pour .1)( =xg  Alors,  
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Preuve : D’après l’indépendance des valeurs de la popu-
lation et des valeurs sélectionnées pour l’échantillon,  
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et 
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Il découle donc que ∑ ∉ −= sj jsEp xDY 2
Reg, σ)|ˆ(EQM  

Q.E.D..]))(π1/([ 2*∑ ∉ −sj jj xx   
Remarque 8: Pour l’échantillonnage non informatif et avec 
une valeur β  connue, l’EQM de prévision pour le pré-
dicteur optimal =Ŷ ∑ ∑∈ ∉+si sj ji xy β  est 

.σ]|)ˆ[( 22 ∑ ∉=− sj jsp xDYYE  Cette EQM est plus grande 
que l’EQM obtenue d’après le schéma d’échantillonnage 
informatif défini par le lemme, ce qui est évident car ce 
dernier schéma a tendance à échantillonner les unités 
présentant les valeurs y les plus grandes, et donc les 
valeurs x les plus grandes, d’où des écarts-types plus 
importants. 

 
6. Estimation de l’erreur quadratique moyenne  

Pour estimer ,]|)ˆ[()|ˆ(EQM 2
sps DYYEDY −=  pour 

les  prédicteurs  Ŷ   étudiés à la section 4,  il faut formuler 
des  hypothèses de modèle strictes qui peuvent être difficiles 
à valider.  Cela est dû essentiellement au conditionnement 
de l’information sur le plan d’échantillonnage  .sD   Pour 
régler  ce problème,  nous proposons d’estimer plutôt 
l’EQM non conditionnelle, =−= ])ˆ[()ˆ(EQM 2YYEY  

]},|)ˆ[({ 2
spD DYYEE

s
−  où sDD EEE

s
=  définit l’espé-

rance pour la distribution échantillonnale (compte tenu de 
l’échantillon sélectionné), et pour toutes les sélections 
possibles d’échantillons. On notera que ]|)ˆ[( 2

sp DYYE −  
peut être considéré comme une variable aléatoire ),( sDu  de 
sorte que )]([)ˆ(EQM sD DuEY

s
=  définit son « meilleur 

prédicteur » par rapport à la fonction de perte des moindres 
carrés avec la distribution 

sDf  pour laquelle l’espérance 

sDE  est calculée. En changeant l’ordre des espérances, on 
peut reformuler l’EQM non conditionnelle comme suit, 
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où }.;{ Uiyi ∈=y  On peut ensuite estimer l’EQM non 
conditionnelle pour l’un ou l’autre des prédicteurs ,Ŷ  en 
estimant son EQM de randomisation (voir Pfeffermann 
(1993) pour une discussion plus détaillée). L’estimation de 
l’EQM de randomisation pour les divers prédicteurs 
présente l’avantage additionnel de permettre leur utilisation 
dans une approche basée sur le plan d’échantillonnage. 

L’estimation des variances de randomisation, pour les 
estimateurs basés sur le plan d’échantillonnage, a été étudiée 
abondamment dans la littérature, et des méthodes 

nombreuses et diverses sont couramment utilisées. 
Toutefois, compte tenu de la structure compliquée de 
certains des prédicteurs étudiés dans cet article et afin de ne 
pas nous restreindre à un schéma d’échantillonnage 
particulier, nous proposons ci-dessous d’utiliser une 
procédure en deux étapes qui combine un processus 
d’échantillonnage inverse (étape 1) et ce que nous pouvons 
considérer comme étant un algorithme de rééchantillonnage 
selon la méthode du bootstrap (étape 2). Cette procédure 
présente un avantage notable : elle est générale et s’applique 
« également » à tous les prédicteurs. En outre, à la 
différence des autres méthodes d’estimation de la variance 
couramment utilisées, elle ne requiert pas de connaissance 
des probabilités de sélection conjointe par couple 

).,Pr(π sjiij ∈=  Comme nous le mentionnons plus loin, 
une application valide de la première étape requiert des 
échantillons suffisamment gros. Les deux étapes de la 
procédure que nous proposons sont les suivantes :  
Étape 1 – Générer une « pseudo-population » unique en 
sélectionnant N unités avec remplacement à partir de 
l’échantillon original, et avec des probabilités propor-
tionnelles à ,π/1 iiw =  où N est la taille de la population. 
Cette étape est justifiée ci-dessous (voir également la 
remarque 10). Notons ppY  la somme des valeurs y dans 
cette pseudo-population.  
Étape 2 – Sélectionner indépendamment un grand nombre 
B d’échantillons bootstrap à partir de la pseudo-population 
générée à l’étape 1, avec le même schéma d’échantillonnage 
que pour la sélection de l’échantillon original, puis en 
estimant de nouveau le total de population. 

Soit Ŷ qui représente l’un ou l’autre des prédicteurs, et 
dénotons le prédicteur obtenu pour l’échantillon bootstrap b 
par .ˆ b

ppY  Ensuite, calculons,  
.)ˆ(

1
)ˆ(ˆ

1
22 ∑ = −=− B

b pp
b
ppD YY

B
YYE  (6.2) 

L’efficacité de l’estimateur (6.2) pour estimer l’EQM de 
randomisation dépend évidemment du « degré de justesse » 
de la pseudo-population généré à l’étape 1 par rapport à la 
population réelle d’où est tiré l’échantillon original. On peut 
vérifier le degré de justesse des deux populations en partie 
en notant que la distribution marginale de iiy x|  dans la 
pseudo-population est la même que dans la population 
originale. Pour le constater, il suffit de remarquer que la 
pseudo-population obtenue à l’étape 1 est un « échantillon 
avec remise » de l’échantillon original, et avec les 
probabilités de sélection iCw  pour chaque « tirage », où 

∑ == n
i iwC 1 ./1  Notons )|( iipp yf x  comme étant la 

distribution marginale de la pseudo-population, et nous 
trouvons à l’aide de (2.2) et de (2.5a),  
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Remarque 9. L’équation (6.3) porte uniquement sur la 
distribution marginale de .| iiy x  Tout comme avec la 
méthode bootstrap standard, l’application réussie de la 
procédure que nous proposons requiert que la taille de 
l’échantillon original soit suffisamment importante et que 
les mesures de l’échantillon soient approximativement 
indépendantes. Pfeffermann et coll. (1998) établissent les 
conditions dans lesquelles, pour des mesures de population 
indépendantes, les mesures d’échantillon sont « asymp-
totiquement indépendantes » dans des schémas d’échan-
tillonnage couramment utilisés avec des probabilités de 
sélection inégales. 
Remarque 10. L’étape 1 est similaire et asymptotiquement 
équivalente au dédoublement des unités d’échantillon iwi  
fois. On notera toutefois que l’utilisation de cette procédure 
de duplication ne donne pas des pseudo-populations de taille 
N, à moins que ∑ = =n

i i Nw1 .  On ne voit pas clairement 
également comment établir la relation (6.3) quand on utilise 
cette procédure. 

 
7. Illustrations empiriques  

7.1 Description de l’étude empirique  
Afin d’illustrer l’efficacité des prédicteurs et des 

estimations des EQM connexes, traitées dans la section 
précédente, nous utilisons un ensemble de données réelles, 
recueillies dans le cadre de l’Enquête américaine nationale 
de 1988 sur la santé des mères et des nouveau-nés (National 
Maternaland Infant Health Survey). L’enquête utilise un 
échantillon aléatoire stratifié disproportionné des actes de 
l’état civil, les strates étant définies par la race de la mère et 
le poids de l’enfant à la naissance; voir Korn et Graubard 
(1995) pour plus de détails. Pour l’étude empirique 
présentée dans cette section, nous considérons que les 
données d’échantillon constituent la « population » et nous 
avons sélectionné indépendamment 1 000 échantillons avec 
des probabilités proportionnelles à l’inverse des poids 
d’échantillonnage originaux, utilisant un schéma d’échan-
tillonnage avec probabilité proportionnelle à la taille (PPT) 
systématique. La liste des « unités de population » a été triée 
de manière aléatoire avant chaque sélection d’échantillon. 
Pour chaque échantillon, nous avons prévu le poids à la 
naissance (mesuré en grammes, divisé par 10 000 dans 
l’étude présente) pour l’ensemble de la population, utilisant 
l’âge à la gestation comme variable auxiliaire (mesurée en 
semaines). Les probabilités d’inclusion dans l’échantillon 

dépendent donc des valeurs de la variable étudiée qui définit 
les strates originales. On notera que bien que même si 
l’échantillon original est essentiellement un échantillon 
aléatoire stratifié, les poids d’échantillonnage varient en fait 
à l’intérieur même des strates, et c’est pourquoi nous avons 
utilisé l’échantillonnage PPT systématique pour l’étude de 
simulation. Nous avons considéré trois tailles d’échantillon 
différentes, soit n = 232, 1 145, 2 429. La taille de la 
« population » (échantillon original) est N = 9 948. (Pour 
n = 232, .15,0)Pr(π002,0 <∈=< sii  Pour n = 1 145, 

.73,0π01,0 << i  Pour n = 2 429, <03,0 99,0π <i  avec 
la moyenne 26,0π =  et un écart-type .29,0)π( =iStd  
Dans ce dernier cas, certaines des unités ont été tirées avec 
une quasi-certitude). 

Certains des prédicteurs étudiés dans le présent document 
(voir ci-dessous) requiert que l’on spécifie soit le modèle de 
l’échantillon, soit le modèle du complément de l’échan-
tillon. Nous avons supposé pour les deux modèles une 
régression polynomiale du troisième degré,  

kkkkk xxxy εββββ 3
3

2
210 ++++=  (7.1) 

avec des valeurs résiduelles indépendantes et une variance 
constante. Pfeffermann et Sverchkov (1999) ont trouvé que 
ce modèle représentait une bonne approximation des 
données de la « population » (échantillon d’origine) avec 

61,02 =R  (voir la figure 1), et ils ont jugé qu’elle 
correspondait assez bien aux données de l’échantillon (avec 
des coefficients différents) pour plusieurs échantillons 
sélectionnés à partir de cette « population ». On notera par 
ailleurs que dans ce schéma d’échantillonnage fortement 
informatif, il est peu probable que le modèle d’échantillon, 
le modèle de population et le modèle du complément 
d’échantillon proviennent tous de la même famille, même si 
les paramètres sont différents. La présente étude permet 
donc d’étudier l’efficacité de divers prédicteurs quand un, 
plusieurs ou tous les trois modèles sont mal spécifiés. La 
question importante de la robustesse est de plus examinée 
par ajustement des modèles de régression simples, au lieu 
d’utiliser des régressions polynomiales du troisième degré, 
c’est-à-dire en omettant les puissances deux et trois de la 
variable auxiliaire. La seule exception est le prédicteur 
dépendant du modèle, 1̂Y  (équation 4.4), pour lequel aucun 
estimateur cohérent pour l’espérance )|( jjs xwE  n’a pu 
être trouvé quand on le restreignait à une régression simple. 
(La méthode présentée dans Pfeffermann et Sverchkov 
(1999) pour l’estimation de cette espérance présuppose que 
les valeurs résiduelles du modèle de population sont 
normales. Cette hypothèse est valide quand on ajuste le 
modèle de régression polynomiale du troisième degré, mais 
elle est clairement violée quand on omet les puissances deux 
et trois de la variable auxiliaire).  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



96 Sverchkov et Pfeffermann : Prévision des totaux de population finie basée sur la distribution échantillonnale 
 

 
Statistique Canada, No 12-001-XPB au catalogue 

 

 

 

 

 

 

 

Modèle ajusté : iiiii xxxy ε61,02,617,182717886 32 +−+−=  

61,0,2,603)ε(Var 2 == Ri  

Figure 1. Nuage de points du poids à la naissance par rapport à l’âge à la gestation dans la « population » 
(échantillon originale), et valeurs prédites par régression polynomiale du troisième degré. 

 
 
 

Les prédicteurs envisagés dans cette étude se divisent 
donc en trois groupes. Le premier comprend les prédicteurs 
qui utilisent uniquement les valeurs y et les poids 
d’échantillonnage. Font partie de ce groupe l’estimateur 
Horvitz-Thompson ,ˆ

TH ∑ ∈− = si ii ywY  le prédicteur EIŶ  
défini par (5.2) et l’estimateur de Hajek HajekŶ  défini par 
(5.3). Le deuxième comprend les prédicteurs qui utilisent le 
modèle de travail défini par l’équation (7.1). Font partie de 
ce groupe les deux prédicteurs de régression 1̂Y  et Reg,2̂Y  
définis par les équations (4.4) et (4.8) respectivement, le 
prédicteur avec correction de biais 3̂Y  défini par (4.12) et 
enfin l’estimateur GREG défini par (4.14). Le troisième 
groupe contient les mêmes prédicteurs que le deuxième 
groupe (exception faite de 1̂Y , voir ci-dessus), mais ils sont 
basés sur le modèle de régression simple (c’est-à-dire 
uniquement la première puissance de x).  

Les EQM de tous les prédicteurs présentés dans cette 
étude ont été estimées à l’aide de la procédure en deux 
étapes décrites à la section 6. Toutefois, en raison du temps 
limité de calcul machine dont nous disposions, les 
estimateurs EQM n’ont pu être calculés que pour une 
sélection aléatoire de 200 des 1 000 échantillons, et sont 
donc basés sur seulement 200 échantillons bootstrap 
provenant de chaque pseudo-population. Afin d’évaluer 
l’efficacité des estimateurs EQM, nous avons calculé les 
EQM empiriques correspondantes basées sur les 
1 000 échantillons sélectionnés à partir de la population à 
l’étude. Ainsi, l’EQM « vraie » d’un prédicteur Ŷ  
générique a été calculé comme suit,  

∑ = −= 0001

1
2

)( )ˆ(
0001

1
)ˆ(EQM

r r YYY  (7.2) 

où )(̂rY  dénote le prédicteur calculé à partir du 
rième échantillon. On notera que, comme les valeurs de 
population sont fixes, l’EQM dans (7.2) est l’EQM de 
randomisation pour toutes les sélections d’échantillon 
possibles, ce qu’est censé estimer l’estimateur (6.2).  
7.2 Résultats de l’étude empirique 
 

Les principaux résultats de cette étude sont présentés 
dans les tableaux 1.1 à 1.3 (un tableau pour chaque taille 
d’échantillon). La troisième colonne de chaque tableau 
indique pour chaque prédicteur Ŷ  le biais empirique, 

],)/ˆ[( 1 )( YRYR
r r −∑ =  et l’écart-type (e.-t.) du biais 

empirique, qui équivaut à ;]/)ˆ([ 2/1
1

22
)(∑ = −R

r Rr RYY =RY  
∑ = == R

r rR RRYY 1 )( .0001,/ˆ  Les deux colonnes suivantes 
indiquent respectivement la valeur REQM (racine carrée de 
l’équation 7.2) « vraie » (empirique), ainsi que la racine 
carrée de la moyenne des estimateurs bootstrap 
correspondant, définis par (6.2).  

Nous pouvons tirer des tableaux 1.1 à 1.3 les principales 
conclusions suivantes :  
1- Tous les prédicteurs présentés dans cette étude sont 

essentiellement sans biais selon le plan d’échan-
tillonnage pour les trois tailles d’échantillon, peu importe 
le modèle de travail sous-jacent. Le prédicteur 1̂Y  
présente un biais statistiquement significatif quand il est 
testé à l’aide de la statistique t conventionnelle, mais le 
biais réel est négligeable par rapport au total de la 
population vraie. (Le prédicteur 1̂Y  est le seul prédicteur, 
dans la présente étude, qui ne présente pas de 
convergence par rapport au plan d’échantillonnage). 
Les trois commentaires suivants portent sur les EQM des 

divers prédicteurs. 
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2- Les prédicteurs des groupes 2 et 3 qui utilisent les 
valeurs auxiliaires fonctionnent mieux que les 
prédicteurs du groupe 1, particulièrement pour les 
échantillons de petite taille. Les prédicteurs du groupe 2 
qui emploient le modèle de régression polynomiale du 
troisième degré (7.1) fonctionnent mieux que les 
prédicteurs correspondants du groupe 3, qui emploient le 
modèle de régression simple comme modèle de travail, 
mais cette différence s’amenuise à mesure que la taille 
de l’échantillon augmente.  

 
 

3- Cette étude donne un résultat important, à savoir : les 
prédicteurs Reg,2̂Y  et EIŶ  (et également 3̂Y  pour les 
échantillons de grandes tailles), qui prévoient seulement 
les valeurs y pour les unités à l’extérieur de l’échantillon, 
fonctionnent mieux que les autres prédicteurs dans leurs 
groupes respectifs (voir également ci-dessous). Comme 
le résume la remarque 7, cela est particulièrement vrai 
dans le cas des échantillons de grande taille. On notera 
que les différences entre Reg,2̂Y  et l’estimateur GREG 
pour n = 1 145 et n = 2 250 sont plus faibles dans le 
modèle polynomial (groupe 2) qu’avec le modèle de 
régression simple (groupe 3), ce qui s’explique par la 
relation étroite entre la variable d’étude et les variables 
auxiliaires dans le modèle polynomial. Le prédicteur 3̂Y  
est moins stable que Reg,2̂Y  pour n = 232, mais pour les 
deux autres tailles d’échantillon, les deux prédicteurs 
offrent une efficacité similaire. 

 
 

4- Le prédicteur Reg,2̂Y  fonctionne un peu mieux que le 
prédicteur 1̂Y  qui dépend du modèle et qui emploie les 
espérances )|( ii xwE  pour l’ajustement des poids 
d’échantillonnage. Nous n’avons pas d’explications 
claires de ces résultats, car comme l’ont illustré 
Pfeffermann et Sverchkov (1999) à l’aide des mêmes 
données, l’ajustement des poids d’échantillon améliore 
l’estimation des coefficients de régression d’une manière 
très notable. 
Examinons ensuite les estimateurs de l’EQM. 
 

 

5- Les estimateurs de l’EQM développés à la section 6 
fonctionnent très bien pour tous les prédicteurs et avec 
toutes les tailles d’échantillon. Pour la taille d’échan-
tillon n = 232, on constate une sous-estimation systéma-
tique de la valeur REQM atteignant jusqu’à 3 %, qui 
s’explique par le fait que la pseudo-population dans ce 
cas-ci est moins variable que la population d’étude réelle 
(voir la remarque 9). Les estimateurs de l’EQM sont 

presque sans biais pour les autres tailles d’échantillon, la 
plus grande différence entre les valeurs REQM estimées 
et vraies étant de nouveau de l’ordre de 3 %. 

 

Une autre façon d’évaluer le biais des divers prédicteurs 
et leur estimation de l’EQM consiste à étudier les propriétés 
des couvertures des intervalles de confiance définis par ces 
prédicteurs. Les tableaux 2.1-2.3 comparent la couverture 
empirique en pourcentage des intervalles de confiance 
standard ±Ŷ MQ̂E2/α1−Z , les pourcentages nominaux 
correspondants pour les valeurs sélectionnées de α  (un 
tableau pour chaque taille d’échantillon). Les pourcentages 
empiriques sont quelque peu erratiques avec la taille 
d’échantillon n = 232, mais ils se stabilisent à mesure que la 
taille de l’échantillon augmente, notamment avec l’utili-
sation des prédicteurs des deuxième et troisième groupes. 
Les pourcentages empiriques sont près des pourcentages 
nominaux, pour tous les prédicteurs, quand n = 2 250.  

Comme le sous-entend l’exposé théorique de notre article 
et comme l’illustre l’étude empirique, la prévision des 
valeurs y seulement pour les unités à l’extérieur de 
l’échantillon, à l’aide du modèle de complément d’échan-
tillon, donne des meilleurs prédicteurs pour le total de la 
population que si on cherche à prévoir toutes les valeurs de 
la population en utilisant un modèle de population, ce qui 
est implicitement fait quand on utilise des estimateurs 
GREG ou de Hajek. Il est manifeste que les différences sont 
uniquement appréciables quand des fractions d’échan-
tillonnage ne sont pas négligeables. 

Afin de mieux illustrer ce point, nous présentons dans le 
tableau 3 l’erreur de prévision moyenne (epm) dans 
l’échelle originale (en grammes), pour les 1 000 échantillons 
quand on prédit les valeurs du complément de l’échantillon; 

[ ] 0001)()ˆ(epm
0001

1∑ ∑= ∉ −−=
r Sj jj

k
nNyy

 

où rS  définit le rième échantillon sélectionné. Les erreurs 
EPM sont illustrées pour les trois prédicteurs, tous utilisant 
le modèle de travail (7.1) et ayant la forme générale 

+= 0β̂ˆ jy .,β̂β̂β̂ 3
3

2
21 sjxxx jjj ∉++  Pour le premier 

prédicteur, le vecteur )β,β,β,β(β 3210 ′=  est estimé par la 
méthode des moindres carrés ordinaires, ce qui revient à 
utiliser le modèle d’échantillon; pour le deuxième 
prédicteur, β  est estimé par l’estimateur pwB̂ , pondéré en 
probabilité, qui correspond à l’utilisation du modèle de 
population, tandis que le troisième prédicteur β  est estimé 
par l’estimateur cB̂  qui est calculé de la même manière que 

pwB̂ , mais avec les poids ( 1−iw ), ce qui correspond à 
l’utilisation du modèle de complément d’échantillon. 
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Tableau 1.1 
Biais, REQM et racine carrée de la moyenne des estimateurs de l’EQM, n = 232 

 

Groupe Prédicteur Biais (e.-t.) REQM MQ̂E  

TH
ˆ

−Y  -4,5 (11,6) 365,1 355,0 

EIŶ   1,5 (2,9)   91,1   89,8 
1 

Pas de valeur x 
HajekŶ   1,7 (2,9)   93,0   91,6 

1Ŷ   4,4 (2,0)   64,0   63,0 

Reg,2Ŷ   3,5 (2,0)   63,4   62,4 

3Ŷ  -0,3 (2,1)   65,4   65,0 

2  

Régression 

polynomiale du 

troisième degré GREGŶ   3,4 (2,1)   63,6   62,6 

Reg,2Ŷ  -2,3 (2,2)   68,0   66,2 

3Ŷ  -0,3 (2,2)   68,6   67,4 
3 

Régression simple 
GREGŶ  -2,3 (2,2)   68,3   66,5 
Total de la « population » vraie = 2 710,7 

 

Tableau 1.2 
Biais, REQM et racine carrée de la moyenne des estimateurs de l’EQM, n = 1 145 

 

Groupe Prédicteur Biais (e.-t.) REQM MQ̂E  

TH
ˆ

−Y  -9,1 (5,0) 157,1 156,1 

EIŶ   0,0 (1,1)   35,2   34,9 
1 

Pas de valeur x 
HajekŶ  -0,1 (1,3)   39,5   39,3 

1Ŷ   3,0 (0,9)   27,6   28,1 

Reg,2Ŷ   2,0 (0,9)   27,4   27,3 

3Ŷ   0,5 (0,9)   27,4   27,7 

2 

Régression 

polynomiale du 

troisième degré GREGŶ   1,7 (0,9)   27,8   27,8 

Reg,2Ŷ   0,0 (1,0)   28,3   28,7 

3Ŷ   0,1 (1,0)   28,2   28,9 
3 

Régression simple 
GREGŶ   0,0 (2,0)   29,1   29,6 

Total de la « population » vraie = 2 710,7 
 

Tableau 1.3 
Biais, REQM et racine carrée de la moyenne des estimateurs de l’EQM, n = 2 250 

 

Groupe Prédicteur Biais (e.-t.) REQM MQ̂E  

TH
ˆ

−Y   1,3 (2,7) 82,7 80,4 

EIŶ  -0,2 (0,6) 18,5 18,8 
1 

Pas de valeur x 
HajekŶ   0,1 (0,7) 23,5 23,8 

1Ŷ   1,3 (0,5) 17,5 17,3 

Reg,2Ŷ   0,6 (0,5) 16,9 16,3 

3Ŷ  -0,3 (0,5) 17,1 16,5 

2 

Régression 

polynomiale du 

troisième degré GREGŶ   0,5 (0,5) 17,9 18,3 

Reg,2Ŷ  -0,3 (0,5) 17,3 16,8 

3Ŷ  -0,3 (0,5) 17,7 17,3 
3 

Régression simple 
GREGŶ  -0,2 (0,6) 18,8 18,3 
Total de la « population » vraie =  2 710,7 
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Tableau 2.1 
Couverture nominale et empirique en pourcentage des intervalles de confiance, n = 232 

 

Groupe Prédicteur 1,0 2,5 5,0 10,0 90,0 95,0 97,5 99,0 

TH
ˆ

−Y  2,5 3,5 5,5 10,0 90,0 97,0 99,0 99,5 

EIŶ  0,5 2,0 4,0 8,0 88,5 91,5 95,5 98,0 
1 

Pas de valeur x 
HajekŶ  0,5 2,0 4,0 8,0 88,5 91,5 95,5 98,0 

1Ŷ  0,0 0,0 1,5 6,5 86,0 90,5 92,5 97,5 

Reg,2Ŷ  0,0 0,0 2,0 7,0 85,0 90,5 93,5 98,0 

3Ŷ  0,0 0,5 2,5 6,5 87,5 91,0 95,0 98,5 

2 

Régression 

polynomiale du 

troisième degré GREGŶ  0,0 0,0 2,0 7,0 85,0 90,5 93,5 98,0 

Reg,2Ŷ  0,0 1,0 2,5 7,0 87,0 91,5 97,5 98,0 

3Ŷ  0,0 1,0 2,5 7,0 86,0 91,5 96,5 98,0 
3 

Régression simple 
GREGŶ  0,0 1,0 2,5 7,0 86,5 91,5 97,0 98,0 

 

Tableau 2.2 
Couverture nominale et empirique en pourcentage des intervalles de confiance, n = 1 145 

 

Groupe Prédicteur 1 2,5 5,0 10,0 90,0 95,0 97,5   99,0 

TH
ˆ

−Y  4,0 7,0 9,0 13,5 95,5 98,0 98,5   99,5 

EIŶ  3,0 5,0 8,0 12,5 92,5 95,5 99,5 100,0 
1 

Pas de valeur x 
HajekŶ  3,5 5,0 9,5 12,5 92,5 96,0 99,5 100,0 

1Ŷ  0,5 2,0 5,0   7,5 86,5 93,5 96,0   97,0 

Reg,2Ŷ  0,5 3,0 6,0   9,0 86,5 94,5 96,5   97,0 

3Ŷ  0,5 2,0 6,0   9,5 88,0 94,0 97,0   98,0 

2 

Régression 

polynomiale du 

troisième degré GREGŶ  0,5 3,0 5,0   9,0 86,5 94,0 96,5   98,0 

Reg,2Ŷ  0,5 3,0 6,0 11,0 90,0 93,0 97,0   99,5 

3Ŷ  0,5 2,5 5,5 10,5 90,0 94,0 97,0   99,5 
3 

Régression simple 
GREGŶ  1,0 3,0 6,0 11,0 90,5 94,0 97,5   99,0 

 

Tableau 2.3 
Couverture nominale et empirique en pourcentage des intervalles de confiance, n = 2 250 

 

Groupe Prédicteur 1,0 2,5 5,0 10,0 90,0 95,0 97,5 99,0 

TH
ˆ

−Y  0,5 1,0 5,5 11,0 95,0 97,5 99,0 99,5 

EIŶ  1,0 3,0 5,5   9,0 91,5 96,0 99,0 99,5 
1 

Pas de valeur x 
HajekŶ  1,0 2,5 5,5   9,0 93,0 97,0 98,5 99,5 

1Ŷ  0,5 2,0 5,0   9,0 91,0 94,5 96,5 97,5 

Reg,2Ŷ  0,5 2,5 6,5 10,5 90,5 94,5 96,5 98,0 

3Ŷ  0,5 2,0 7,5 12,5 91,5 95,5 96,5 97,5 

2 

Régression 

polynomiale du 

troisième degré GREGŶ  0,5 2,0 6,0 11,0 91,0 94,5 96,0 98,0 

Reg,2Ŷ  1,0 3,0 6,0 11,0 91,0 95,0 97,5 99,0 

3Ŷ  1,0 2,0 6,0 12,0 90,0 95,0 97,5 98,0 
3 

Régression simple 
GREGŶ  0,0 1,5 5,0 11,5 91,5 95,0 97,5 99,0 
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Tableau 3 
Erreurs de prévision moyennes et écart-type des moyennes (entre parenthèses) pour les trois modèles de prévision 

 

Taille de l’échantillon Modèle d’échantillon Modèle de population Modèle du complément d’échantillon 

   232 329,0 (2,2) 10,3 (2,3) 4,3 (2,3) 

1 145 375,0 (0,9) 37,7 (1,1) 2,4 (1,1) 

2 250 387,5 (0,6) 85,8 (0,7) 0,9 (0,8) 

 
 
Une conclusion claire se dégage du tableau 3 : 

l’utilisation du modèle de population ou du modèle en 
tenant compte des unités dans l’échantillon pour la prévision 
des valeurs y des unités à l’extérieur de l’échantillon peut se 
traduire par des biais appréciables. On notera que le biais 
induit par l’utilisation du modèle de population augmente 
avec la fraction de l’échantillonnage, ce qui correspond à la 
discussion précédente selon laquelle les différences entre le 
modèle d’échantillon et le modèle du complément d’échan-
tillon ne se manifeste qu’aux tailles d’échantillon relati-
vement importantes (voir le commentaire 2). 

 
8. Conclusions  

Dans cet article, nous utilisons des répartitions de 
l’échantillon et du complément de l’échantillon pour 
développer des prédicteurs convergents par rapport au plan 
d’échantillonnage, afin de prévoir des totaux de population 
finie. Nous démontrons que des prédicteurs connus, 
d’utilisation courante, constituent en fait des cas spéciaux de 
notre théorie. Les EQM des nouveaux prédicteurs sont 
estimées par la combinaison d’un algorithme d’échan-
tillonnage inverse et d’une méthode de rééchantillonnage. 
Comme le démontre notre exposé théorique et l’étude 
empirique, les prédicteurs des totaux de population finie qui 
requièrent uniquement la prévision des valeurs de résultat 
pour les unités à l’extérieur de l’échantillon fonctionnent 
mieux que les prédicteurs d’utilisation courante, même dans 
un cadre basé sur le plan d’échantillonnage, à moins que les 
fractions d’échantillonnage ne soient très faibles. Nous 
démontrons que les estimateurs EQM fonctionnent bien en 
terme de biais et quand on les utilise pour calculer les 
intervalles de confiance pour les totaux de population. Par 
conséquent, nous recommandons très fortement de 
poursuivre les expériences avec ces types de prédicteur et 
d’estimation des EQM. 
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