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Estimation de variance pour I'imputation hot deck
al’aided’ un modéle

J. Michadl Brick, Graham Kalton et Jae Kwang Kim *

Résumé

Dans une imputation ou on attribue des valeurs a des réponses manquantes d' enquéte par sondage, de s mples méthodes
d estimation de variance des estimations d’ enquéte ou on traite les valeurs d’imputation comme s'il S agissait de valeurs
observées donnent des estimations entachées d’ un biais. Nous traiterons de ce probleme dans le cas d’ un estimateur linéaire
ou les valeurs manquantes sont attribuées par smple imputation par donneur (c' est une forme d'imputation qui est répandue
dans la pratique). Nous proposerons des estimateurs de variance pour un estimateur linéaire a imputation par donneur
(imputation « hot-deck ») en procédant a une décomposition de la variance totale proposée par Sarndal (1992). Nous
concevrons un traitement conditionnel d’ estimation de variance qui est applicable a une imputation par donneur avec et sans
pondération. Nous examinerons enfin I’ estimation de variance pour un estimateur par domaine.

Motsclés: Données manquantes; approche assistée d’ un modéle; estimation de variance conditionnelle.

1. Introduction

Il s2 pose dans la pratique un grand probléme d esti-
mation de la variance d’ estimations tirées d’ un ensemble de
données oU une partie des réponses manquent et ou les
valeurs manquantes sont attribuées par imputation. On a
abordé ce probléme de bien des fagons (voir, par exemple,
Rubin, 1987, et Rao et Shao, 1992). Notre propre traitement
est fondé sur I’ gpproche assistée d'un modéle proposée par
Sarndal (1992). Dans son application initide, Sarndal a eu
recours a |' approche assstée d'un modéle avec un échan-
tillon aéatoire smple ou I'imputation était déterministe et
se faisait par rapports. Par la suite, il Sest intérese a
d autres modes d'imputation et plans de sondage (voir, par
exemple Deville et S&rnda 1994; Rancourt Sérndal et Lee
1994; Gagnon, Lee, Rancourt et Sdrndal 1996). Dans cet
article, nous éendons I’ approche assistée d’ un modele ades
formes générales d estimateurs linéaires ou I'imputation se
fait par donneur de la méme cdlule d'imputation. Une
imputation de ce genre ou on remplace une vaeur
manquante par la valeur observée d’ une unité répondante de
la méme cedllule et une des méthodes les plus répandues
dans le cas des enquétes par sondage aupres des ménages
(Brick et Katon 1996). C'est par un cadre conditionnel que
nous éablirons, pour des estimateurs d'imputation par
donneur, un estimateur de variance qui vaut pour les plans
de sondage généraux et une diversité de dStratégies
d estimation.

Dans ' gpproche assistée d'un modée, nous exprimons
aing la différence entre un estimateur imputé (terme que
nous employons pour désigner un estimateur reposant en
patie sur des valeurs imputées) é, et le parametre
correspondant de population finie 6, :

6, -0, =(6,-0,)+(6, —86,), )

ou én edt I'estimateur courant et approximativement sans
biais de plan de sondage de 6, en cas de réponse compléte,
Le premier terme du ctté droit de (1) Sappelle I'erreur
d'échantillonnage et dépend uniquement de la distribution
d' échantillonnage de I’ estimateur selon le plan de sondage
ayant servi au tirage de I’ échantillon complet, ce que nous
désignons par p. Le second terme est I’ erreur d’imputation
qui dépend de la distribution d’échantillonnage, du méca-
nisme de réponse (R) qui dégage le sous-ensemble de ré-
pondants de tout I'échantillon e du mécanisme d'impu-
tation (1) servant al’attribution des vaeurs manquantes. I
ne sera question dans notre exposé que d estimateurs él

pour une seule variable pouvant avoir des données man-
quantes.

L’ approche assistée d'un modéle pose des hypothéses au
sujet de la distribution de la varidble d'intéré& dans la
population. Ces hypothéses forment un modele de
superpopulation désigné par £. En généd, I'imputation
vise a créer un ensemble de données polyvalent se prétant a
des analyses valides des plus différentes avec peut-&tre des
associations entre une variable a imputation et toute autre
variable de I’ensemble de données. Comme il nous faut un
modéle de superpopulation pour I'imputation de réponses
manquantes a des questions ou ces associations seront
conservéss, il est naturel de recourir auss a ce traitement
dans |’ estimation de variance.

Dans le modéle de superpopulation, la variance totale
d'un estimateur imputé est

Vior =E.E,ERE, (él -0y)% @
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ou E:, E, Eg, & E, sont les espérances respectives de ce
modéele et des mécanismes d’ échantillonnage, de réponse et
d'imputation. Nous posons que le plan de sondage et les
mécanismes de réponse et d'imputation sont a caractére
«non confondu», aind que le décrivent Rubin (1987),
Sarndd (1992) et tous les autres auteurs spéciaisss que
nous avons énumeérés a propos de I’ approche assistée d'un
modde. Pour |'essentie, I'é&at «non confondu>» des
mécanismes permet de changer I'ordre des espérances de
maniere a pouvoir prendre d abord I’ espérance relative au
modele. Aing, la variance totde peut se récrire de la
maniére  suivante: Vior =E,ExE E. (8, —6,)>. En
gros, cet éat non confondu implique que les mécanismes en
guestion sont indépendants de la distribution de lavaeur y
andysée en conditionnant par les variables auxiliaires (par
exemple, variables de dratification pour I’ échantillonnage
ou celules d'imputation). Aingi, nous supposons que la
vaeur de la variable a imputation est indépendante de la
probabilité de réponse dans chaque cdllule d' imputation par
donneur. Rubin (1987, page 36—39) examine plus en dé&ail
les mécanismes & caractére « non confondu ».

Par la décomposition de I'équation (1), Sarnda (1992)
exprime aing lavariance totale pour I’ estimateur imputé :

Vior =B E,ERE, (6, -6y )?
=Vam +Vive + 2Vyix, ©)
oll Vg =E.E, (6, -6,)° et la variance d éhan-
tillonnage, Ve =E.E ERE, (8, -6,)? la variance
d'imputation et Vy,, =E E,EE [(8, —6,) (6, -6y )]
une composante mixte. Dans cette formulation, la variance
totale et ses composantes seraient plutét des variances de
prévision, puisgu' elles tiennent compte de |'espérance
supplémentaire du modéle de superpopulation.

Il convient de distinguer I’ estimation de variance due a
I’'imputation par I’ approche assistée d’'un modele que nous
décrivons de | échantillonnage assisté d’ un modéle (Sarndal,
Swensson et Wretman 1992). Dans un tel échantillonnage,
des modéles servent au choix de plans de sondage et
d estimateurs efficients, mais la validité des inférences
gatistiques ne dépend pas de celle des modédes. En
revanche, s des données manquent, il est essentiel de faire
dépendre les inférences des modéles tant pour les estima-
teurs ponctuels que pour les estimateurs de variance qui Sy
rattachent. Dans le cadre géné&ral d'inférence que nous
exposons, nous employons les hypothéses de modée
d'imputation (celles du modéle de superpopulation et de
I'éat «non confondu» des mécanismes) dans la seule
mesure nécessaire a la prise en compte de données d’impu-
tation. Et les estimateurs ponctuels et les estimateurs de
variance sont des estimateurs de pur plan de sondage, ¢’ est-
adire sans données manquantes. Qu'ils soient approxima-
tivement sans biais pour Vg,,, dépend de la vaidité du
modele d'imputation. |l faut auss dire que les estimateurs
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de V,p & V. x dépendent entierement de ce modée.
Aing, la validité du modéle est un aspect bien plus
primordial d’une estimation de variance due a I'imputation
par I'gpproche assistée d'un modéle que d'un échan-
tillonnage assisté d' un modéle. Sarndd (1992) soutient que,
s nous sommes disposés a accepter la validité du modée
dans une estimation ponctuelle avec données d'imputation,
nous devrions I’ ére autant dans une estimation de variance.

Nous obtenons des estimateurs de variance en con-
ditionnant par I’ ensembl e réalisé d’ unités échantillonnées
et répondantes et d’'imputations. Nous élaborons des esti-
mateurs de Veu, = E[(8, -8y )7 | A, Ag,d], Vip =
EE_, [(el _en )2 |A’AR!d]!

Vi =E:[(8, —=0,) (8, —6,)|A, Ay, d],

ou A et A, désignent des matrices d’indices pour les
unités échantillonnées et répondantes respectivement et ol
d es I'ensemble d'indices des imputations. Le condi-
tionnement est par les indices, e non par les valeurs des
unités. d estunematrice r x(n—r) avec lesrépondantsen
ligne et les non-répondants en colonne. |l sera uniquement
question ici de méthodes simples d'imputation ou tous les
d; sauf un sont égaux a O dans chaque colonne. Cette
exception se présente a la ligne du répondant donneur ou
d, =1.

lPar rapport aux espérances conditionnelles de V,,» €
Vix, les estimateurs tiennent compte du nombre de fois
gque des unités répondantes servent de donneurs dans
I’application. 1l ne sagit donc pas de prendre |’ espérance
sur " ensemble des résultats possibles d' imputation. Comme
nous le ferons valoir, ce sont les variances qu'il convient
destimer dans une application. S les estimateurs de
variance sont conditionnelement sans biais, ils le seront
auss inconditionnellement, bien sir.

Un cadre conditionnel est utile a deux égards. D’ abord, s
un edtimateur est conditionnellement sans biais et con-
vergent (on suppose que 6, I'est pour 6,), la variance
conditionnelle est généralement un estimateur plus appro-
prié que la variance inconditionnelle pour les inférences a
tirer de I’échantillon rédisé (Holt et Smith 1979; Rao 1999;
Katon 2002). Aing, un estimateur de variance en condi-
tionnant par la fréguence d' utilisation de chague répondant
donneur est & préférer a un estimateur qui prend la moyenne
sur tous les choix possibles de donneurs. En second lieu, les
résultats s appliquent a tous les mécanismes d échantil-
lonnage, de réponse et d'imputation a caractére non con-
fondu qui produisent le méme ensemble d'unités échan-
tillonnées et répondantes et dimputations. Aing, les ré
sultats que nous présenterons pour |’ imputation par donneur
vaudront pour tout traitement d'imputation & caractére non
confondu qui attribue des valeurs d’ observation laou il y a
des valeurs manquantes et danslequel E, (8, )=E, (6,).
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2. Imputation par donneur

Nous considérerons un modée smple auquel une
imputation par donneur est applicable. Posons que la
population finie (U) est formée de G classes ou cellules.
Danslacdlule g(g=1,...,G), lesélémentsde U sont des
réaisations de variables indépendantes et identiquement
distribuées d’'une moyenne ., et d une variance 03. Ce
model e a moyennes de cellules peut ainsi s écrire:

Y (1gi0), i€V, @)
ol ~ est I'abréviation de I'expression «variables indé-
pendantes et identiquement distribuées ».

Un edtimateur lindaire de 6, en cas de réponse
compléte a une enquéte complexe par sondage peut se
présenter sous laforme suivante :

0, =2 Wy, ©)

icA

ou w, est la valeur de pondération qui tient compte des
probabilitésinégales de sélection et la stratégie d’ estimation.
La ol le modéle a moyennes de celules est vaable, un
estimateur plus efficient de 6, prend les moyennes de
groupes  sans  pondération, 8, =XXw;Yy,, ou
Yo =2i Y4 /Ny Toutefois, I'approche assistée d'un
modele ne Sappuie pas completement sur le modée
employé : on s en tient au traitement de pur plan de sondage
dans la mesure du possible et n’applique le moddle qu’ aux
données manquantes. Les vdeurs de pondération de (5)
peuvent étre I’ inverse des poids des probabilités de sdlection
ou de correction d éaonnage, ans que nous dlons le
décrire.

La vaeur dimputation par donneur de y; et
Y = Yica, d; y; etl’estimateur imputé est

9, :Z W, :z WYy + z W, Z d; vy, (6
ieA ie AR j€ Ay ie AR
ou Yy, =y, pour ie Ay e V, =y, pour ie A,. Nous
posons tout au long que les vaeurs d imputation viennent
d'unités répondantes de la méme cdlule et que chaque
cellule contient au moins une de ces unités.

Dans la formulation de cette imputation, nous ne spé-
cifions pas le mode de sdlection des donneurs. Sont donc
visées les imputations par donneur sans pondération ou les
probabilités de sdlection d'unités sont égales dans chague
cdlule, ains que les imputations avec pondération. On se
sat habituellement de ces imputations en pondération
lorsque les hypothéses posées portent seulement sur la
distribution de la réponse. La formule (6) vise auss les
méthodes d'imputation avec ou sans remise. Aing, une
imputation répandue est celle ot un répondant est chois au
hasard comme donneur dans une cellule, mais n'est plus
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utilisé par la suite tant que tous les autres répondants de la
cdlulenel’ ont pas été.

Nous n'en traitons pas expressément ici, mais les modes
d'imputation par plus proche voisn ou on se sert de
variables continues pour éablir un petit ensemble de ré-
pondants assimilables et ensuite en choisir un au hasard
pour imputation répondent tout autant & nos critéres.
Ajoutons que les chercheurs emploient souvent des
méthodes par donneur méme lorsqu’ils disposent de
variables continues. Little (1986) examine les stratégies de
formation de cellules d’ imputation a |’ aide de variables pré-
visonnelles de la variable y et fait observer que I'impu-
tetion intracellule et I'imputation par régression devraient
produire des résultats analogues dans bien des cas. Cochran
(1968) et Aigner, Goldberger et Kalton (1975) démontrent
pour leur part qu'un nombre relativement modeste de
cellules bien construites a partir d'une variable continue
peuvent appréhender une grande partie de la puissance pré-
visionnelle de lavariable.

Dans le modéle a moyennes de cdlules, le bias
conditionnel de’ estimateur imputé est

E. (6, -6, A, A;,d)=

EQ{ZAM w; (Y] _yj)lA!AR’d:|:O’
je

puisgue E; (V) =E; (Zica & Vi) =Zica, & E: (V)=
Yiea,djj Ly =y pour j dans la celule g. Cette
espérance et en conditionnant par les indices des unités
échantillonnées et répondantes et des donneurs. Toutefois,
comme |’ estimateur est conditionnellement sans biais pour
tout échantillon, il I'est aussi inconditionnellement. Kim et
Fuller (1999) usent auss de cet argument du condi-
tionnement. Nous présenterons a la prochaine section les
estimateurs des diverses composantes de la variance de
I’ estimateur imputé par donneur.

3. Edgtimation descomposantes
delavariancetotale

Dans cette section, nous livrerons les principaux résultats
en ce qui concerne les estimateurs des trois composantes de
la variance totale d’'un estimateur linéaire d'imputation par
donneur. Tout au long, nous poserons que les mécanismes
d échantillonnage, de réponse et d'imputation ont un ca-
ractére «non confondu» et qu'il existe un estimateur
linéaire d’ échantillon complet de la forme (5). Nos résultats
exigent que le modéle a moyennes de cellules soit valable et
guil y ait au moins un répondant dans chaque cdlule
d'imputation. Nous débuterons par la variance d'échan-
tillonnage Vguy -
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Posons I’ existence d’un estimateur de variance d' échan-
tillon complet \7n qui est sans biais de plan de sondage
pour la variance d' échantillonnage de én. Suppaosons qu'il
s agit d'un quadratique de lavariable y et qu'il se présente
souslaforme

\7n=Z Z Qv Y, zzzgiiYiz"‘zz Qi vy, (1)

ieA jeA ieA i<
i,jeA

pour des coefficients connus Q;. Cette formulation
comprend |'estimateur d'Horvitz-Thompson ol les Q;
sont déterminés par les probabilités simples et composées de
sHection. Elle comprend auss |'estimateur de variance
linéarisé pour |’ estimateur généralisé de régression (EGR).
Rao, Yung et Hidiroglou (2002) montrent que I’ estimateur
linéarisé peut S écrire par subgtitution de g, .e a y, dans
I'estimateur de variance pour |'estimateur d'Horvitz-
Thompson d'un total. Dans ce cas, g;; est le poids g en
dépendance de I échantillon et & =y, —x’'B, ol x, estle
vecteur de variables auxiliaires e B, le vecteur de
coefficients estimés de régresson. Comme g, n'est pas
fonction de y et que B est lingaire dans la variable
Y, 0.6 estlinéaredans y. Aing, I'estimateur linéarisé de
variance pour ' estimateur EGR est quadratique dans y et
peut S exprimer sous la forme que donne I équation (7). A
noter que, dans ce cas, les €;; peuvent étre en deépendance
de I’échantillon spécifique et des probabilités de sélection.
Deville et Sérndal (1992) indiquent que tout estimateur
d' é&aonnage comporte la méme variance asymptotique que
I'estimateur EGR. Aind, les estimateurs de variance
asymptotique pour les estimateurs d’ éalonnage en généra
ont laforme quadratique requise.

Le smple etimateur de variance traite les valeurs
imputées comme vaeurs dobservation e peut ans
Sécrire:

VOZZ ZQijyiyj' ®

ieA jeA

Lelemme 1 donne le biais du simple estimateur de variance
en tant questimateur de V¢,,. Comme nous |'avons
sgnaé il doit, comme estimateur de Vg,,,, convenir le
mieux possible a une inférence basée sur le plan de sondage.
Une autre raison pratique d' utiliser cet estimateur « naif »
est de vouloir mettre a profit I’ existence sur le marché de
progiciels qui estiment la variance d' échantillonnage dans
des plans de sondage complexes.

Lemme 1. Dans le modele & moyennes de cellules ol les
mécanismes d’échantillonnage, de réponse et d'impu-
tation sont « non confondus » et oU on pose que é, est
un estimateur imputé linéaire sans biais par donneur
comme dans (6) et que \7n est un estimateur sans biais de
variance échantillonnale complet comme dans (7), le
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biais du simple estimateur de variance \70, est, comme
estimateur de V,, :

G G
2y, 2 X Qdiog+2> 3> Qpv05. (9
g=1 |eARg JeAW,g g=1 i,lj<€]PM

ol Ay =ANUg, A=Ay NUg, &

Yij = Z dkidkj' (10
ke Ag

Pour deux non-répondants quelconques i et | ayant le

méme donneur, y; =1, &, danslesautrescas, v; =0. Par
définition, y;; =1.

Démonstration. Nous commencons par noter que la
différenceentre V, et V, peut ains s écrire:
v, -V, ZZ Qi (%7 -¥7)
icA
+23°3) Qi (%9 -%Y;)

i<j
i,jeA

= Z Q (v -y?)
i€ Ay
233 (Y -wY)
e A 1A
23 3 9 (0 Y - %) (11)
i<j
i,jeAy

Dans le modde a moyennes de cdlules I'es
pérance conditionnelle du premier terme de (11) est nulle.
L'espérance  conditionnelle et E. (Yy; -V Y;)=
E [y (Y, —Y;)]1=0 sauf s lerépondant i est le donneur
du non-répondant j. Elle est donc nulle lorsque les unités
i et j appatiennent a des cdlules différentes. Elle sera
différente de zéro uniquement pour desunités i e j dela
méme celue g. Elle peut é&re représentée par
E.ly, (y; -y;)]=d;o:. Lespérance conditionnelle
E. (Y y;—VYy;) et ndle saf s les unités non
répondantes i e | ontle méme donneur, ce qui se produira
seulement s ces unités gppartiennent alaméme cellule. Elle
peut étre représentée par E. (Y y; - Yy, ) =70, pour
i #j. S nous gppliquons ces résultats a I’ équation (11),
nous obtenons

A A G
E(V, -V, IA A, d)=2> Y Y 0dc

g=1 ieARg jeAV,g
G
+2) D> Q0. (12)
g=1 i<j
i€ Aug

La démonstration est bouclée lorsque nous disons que,
comme \7n est sans hiais selon le plan de sondage, il I'est
auss pour V¢, - Lasubdtitution d’un estimateur sans biais
demodélea o, disons 67, donne un estimateur sansbiais
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du biais du smple estimateur de variance. A noter que,
toutes les fois que des répondants donnent des valeurs a plus
d'un non-répondant, le dernier terme de I’ équation (12) est
positif et que, danslesautrescas, il est nul.

Deux exemples simples illustreront |’ gpplication de ces
résultats. Considérons d' abord |’ estimation d’ une moyenne
de population a partir d’ un échantillon aléatoire simple avec
remise. Dans ce cas, Q; =n~ & Q, =-n?(n-1)"
pour i # j. Posons que le modée & moyennes de cellules
est valable dans une imputation par donneur et qu'aucun
donneur n'est utilisé plus d'une fois. Selon le lemme 1, le
bigis de V, et -2n?(n-1)7¥,m,ci, ou
My=Xica, Zjen,, dij €stle nombre de vdeursmputees
dans la celfule g, auquel cas le biais du smple estimateur
devarianceest O, (n?) et est donc négligesble pour un n
élevé. Supposons maintenant que, dans chague cellule, toute
valeur manquante est imputée par le méme donneur. Dans
ce cas, comme Y3 jca, y” =m; (m -1)/2, le biais de
V, et -n?(n-1)7" 2y (m +my)o;, dol
O, (n') e une vaeur du méme ordre que Ia variance
d echantl [lonnage.

Comme autre exemple, prenons un échantillon simple a
deux degrés detaille n=ab ou a grappes sont tirées d' une
population de A grappes de taille égale par échantillonnage
déatoire simple et ou b déments sur B sont également
sdectionnés par échantillonnage déatoire simple dans
chague grappe échantillonnée. Soit y,; lavaleur de y pour
I'unité sdectionnée i de la grappe o. Posons que, au
premier degré, le taux d échantillonnage est suffisamment
petit pour qu’on n’en tienne pas compte. L’ estimation de la
variance de la moyenne déchantillon et de la forme
donnée par I’ équation (7), oU Qi b= a?b?=n"? pour
a=p eol Q4= —-n Z(a—1)"' pour o.#p. Nous
pouvons maintenant insérer ces valeurs dans I équation (9)
pour estimer le biais. Supposons, par exemple, que toutes
les valeurs manquantes sont imputées par donneur de la
méme grappe (nos cdlules sont ces grappes) et qu’aucun
donneur n'est utilisé plus d’ une fois. Dans ce cas, le biaisdu
smple estimateur de variance et 2n2 Y, m_ o2, ol m,
est le nombre de non-répondants de la grappe o. Posons
gu'une imputation générale par donneur par |'approche
assistée d’ un modéle a moyennes de cdllules est effectuée et
gu’ aucun donneur n’est réutilisé, mais que les donneurs sont
toujours tirés de grappes différentes de celles des vaeurs
manquantes correspondantes. Dans ce cas, le biaisdu smple
esimateur de variance et -2n? (a-1)"'o6*3,m,. Cet
exemple de traitement a deux degrés indique que cet
estimateur peut ére biaisé dans I'un ou I'autre sens, que,
dans les deux cas considérés, il est d'un ordre inférieur a
celui delavariance et que, S aest devé, il seranégligesble.

La deuxiéme composante de la variance totde est la
variance d'imputation V,,,. Le lemme 2 présente un
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estimateur sans biais de cette composante pour |’imputation
par donneur.

Lemme2. Pour des hypothéses samblables a celles du
lemme 1, un estimateur sansbiaisde V,j,, est

. G
Vige =220 4 2 W8L+2° > ww 65, (13)
g=1 |eAM i<j
I]EPM

ol 62 est un estimateur sans biaisde 67 .

Démonstration. Comme la variance due a I'imputation est
la différence quadratique entre les estimations d'imputation
et de réponse compléte, nous commencerons par écrire

(é| _én)z :‘:Z w; (V; _Yi)}

icA

= Z wZ (y; -y)?
ie Ay
+22 Z ww; (Y =Y ) (YY)
i<j
i, jeAy

Il convient de noter que E. (y; —v,)* =205 pour i de

la cdlule g et que, comme E.[(y/ y,)(y] yi)l=
E§ [(yl y] y| yJ )] YI] Il s ensuit que
/\, G
Viup =20 4 2, Wos +2.> ww 05 . (14)
g=1 |EAM IJ;;\:Q
En substituant &, estimateur sans biais de moddle, & 62,

nous établissons ce lemme.

L'équation (14) indique que la variance d imputation
regoit une contribution positive de chague valeur imputée et
delaréutilisation de donneurs. Supposons, par exemple, que
les valeurs de pondération sont égales pour tous les cas
échantillonnés. La contribution de la celluleg a cette
variance est dors proportionnelle a la somme des nombres
respectifs de cas manquants dans cette cellule et de paires de
non-répondants qui regoivent leurs vaeurs des mémes
donneurs. En restreignant le nombre de réutilisations de
donneurs, on peut réduire la variance d' imputation.

La troiséme composante de la variance totale est V.,
que, dans des recherches antérieures, on a souvent con-
sidérée comme petite, voire négligeable (voir, par exemple,
Sarndal 1992, et Deville et S&rndal 1994). Le lemme 3
donne un estimateur sansbiaisde Vy),y .

Lemme3. Pour des hypotheses semblables a celles du
lemme 1, un estimateur sansbiaisde Vy),, est

G

> X wwdy - > wi |G, (19)

g=1 ieARg jeAMg jeAMg
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Démonstration.  Nous commengons  par  €crire
(6, -6,)(6,-6,)=106,(6,—6,)—6, (6, —6,). Soit
0, le tota de la population finie sous la forme
Yieu-a ¥ + Zica, ¥ +Zica, Y- Dans cette expression,
le second élément peut ainsi étre développé :

0, (6, —6,)=
[Z Y+ 2 M+ZMJ{Z WJ-(VT—VJ-)}-
ieU-A ie Aq i€ Ay jeAy

Si nous prenons I’ espérance conditionnelle de ce produit, les
seules contributions non nulles se présentent lorsque I’ unité
i de A edt ledonneur de y; ouquel'unité i de A,

dans le premier ensemble entre parentheses est I'unité j de
|I"autre ensemble. Dans le premier cas, E. [y (Y] - y;)] =

diqu pour i Ag , je A, . Dans le second cas s
I'unité non répondante i de Ay, et laméme que I'unite
j du second terme, i =, B[y (Y] - ¥;)]= —o., cette
egpérance éant nulle dansles autres cas. Aing,

E.(6y (8 -8, 1A, Ap, d)=> > wd?

9 JeAy,
-2, X wo, =0.
g icA,

Le premier terme peut ains S exprimer :

6,(6,-6,)=
[Z Wy + D W.%Mz Wj(y,f—yj)}.
ie A ie Ay jeAv

Par lesrésultats pour E: (; (y; —Y;)) plushaut,

Viiix Zi[ 2 2 wwd ‘i 2 wﬁjog. (16)

g=1 ieA;,g jeAMg g:lieAmg

Par substitution d'un estimateur sans biais de 02, nous
démontronsle lemme.

L’'estimateur de V,,, est nul lorsque les poids sont
constants ou, plus généralement, que les poids des donneurs
correspondent aux poids des cas manquants auxquels leurs
valeurs sappliquent. Dans la plupart des smulations
décrites dans les éudes spécialisées (voir, par exemple,
Sarndal 1992, et Lee, Rancourt et Sarndal 1995), on se sert
d échantillons a éatoires smples de sorte que les estimations
du terme mixte de ces smulaions soient approxi-
mativement égales azéro.

Pour illustrer I'effet d'inégalité de pondération, con-
sidérons un échantillon aléatoire simple stratifié tiré de deux
strates avec remise. Posons auss que le taux d échan-
tillonnage et k fois plus éevé dans la strate 2 que dans la
grate 1. Supposons enfin que le modele d’imputation est le
modele général a moyennes de cellules et que la technique
d'imputation par donneur séectionne les donneurs par
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échantillonnage aéatoire simple sans remise. Dans ce cas
smple, V,,x peut se calculer algébriquement. Le tableau 1
indique la contribution en pourcentage du terme mixte ala
variance totale (100" 2V, /V+1or ) pour diverses combi-
naisons de taux de réponse des dtrates. 1l illustre le fait que,
en cas d'inégdité de pondération, la contribution de ce
terme peut étre importante ains que positive ou négative. Le
terme mixte peut auss importer dans une estimation par
domaine. Nous en parlerons ala prochaine section.

Tableau 1

Contribution en pourcentage du terme mixte
alavariancetotale Vior

Taux deréponse  Taux de suréchantillonnage de la strate 2

Stratel  Strate2 k=2 k=4 k=6
100% 80% 43 50 13,7
100 60 8,7 10,8 18,3
100 40 13,7 18,3 17,7
100 20 19,9 28,8 29,7
60 100 -154 -34,1 -445
60 80 -10,4 -27,1 -37,6
60 60 -52 -19,0 -29,3
60 40 1,0 -88 -18,2
60 20 9,4 6,5 0,0

Estimons maintenant la variance totde par les trois
lemmes pour |’ estimateur imputé par donneur avec modéle

a moyennes de cellules. Pour estimer Vg,,,, Nous pouvons
soit prendre le simple estimateur de variance dont le biais
est donné par le lemme 1, soit faire une correction de biais
par une méthode semblable a celle que recommande Sérndal
(1992). Pour un échantillon a un degré, cette correction est
facile selon le lemme 1, mais pour un échantillon a plusieurs
degrés, la correction visant Q peut se révéler complexe et
difficile d'application dans la pratiique. Dans ce cas, le
smple estimateur de variance devrait donner une bonne
approximation a condition que le nombre de grappes
échantillonnées soit élevé, qu’ aucun donneur ne soit utilisé
trop souvent et que le pourcentage de données mangquantes
ne soit pas extrémement grand dans chaque cellule.

Pour les deux autres composantes, les seules quantités
inconnues a estimer a partir de I'échantillon sont les va
riances de cellules 05. Il est possble d'estimer ces para-
métres par des observations avec ou sans pondération, les
valeurs de pondération agppliquées éant les poids de
sdection. Fuller (2002) recommande des observations pon-
dérées pour des egtimations plus robustes. Nous calculons
les estimateurs sans biais de la variance conditionnelle
d'imputation et de la composante mixte par substitution des
estimations sans biais des variances de cdlules 65.
L’ addition de V,, Vjj,» € 2V, donne dors |’ estimateur
delavariancetotale
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TOT _V +ZZZZ WW’Y'J g

i<j

| ]eAM

G
2y, > X ww,d; &> . a7
g=1 |eARg JEA\AQ

Dans I'examen de cet estimateur, nous citerons quelques
exemples simples aux solutions connues. Tous ces exemples
visent des échantillons & équipondération ou la composante
mixte est nulle. Posons dabord I'existence d'un
échantillonnage aléatoire smple avec remise e dune
imputation par donneur avec le modéele général a moyennes
de cdlules, ains que I’ absence de réutilisation de donneurs.
Avec le smple estimateur de variance de ngM , lavariance
totale estlmee est nls§ +2n7'6%(1-rnt), ol s =
(=17 Tica(¥ =9, )% r estlenombre de repondantset
m le nombre de cas manquants. Si nous utilisons 62 au
lieu de s? (oUl 6% est sans biais de modédle, alors que s;
est entaché d'un petit biais d échantillon), nous pouvons
amplifier en  r*&%[1+ m(r—m)n?]. En prenant
I'espérance de cet edtimateur, nous obtenons la variance
inconditionnelle de I'estimateur imputé par donneur sans
remise que présente Kalton (1983, page 25, 2.3.1.7).

S nous employons un modee multiple au lieu d’'un
modele général a moyenneﬁ de ceIIuIa la variance totae
estimée est n~'sZ +2n? 62 (n, —ry), cequi cor-
respond au résultat présenté par ToIIefson et Fuller (1992).

Dans le méme exemple d'un échantillonnage aéatoire
smple, permettons maintenant une réutilisation des
donneurs dans le modéle généra amoyennes de cellules. La
encore, si nous prenons &2 aullieude s, lavariancetotale
estimée est gpproxi mativement

287 n+m+y >y |- (18)
i je Ay
Pour m fixe, lavariance est minimisée dans |’ équation (18)
lorsqu’aucun donneur n'est utilisé plus souvent que tout
autre dans la mesure du possible (on minimise de ce fait
Yien, Ziea, Yij)- Aing, un mode d'imputation ou un
donneur est utilisé au plus une fois de plus que tout autre se
trouve aminimiser lavariancetotale.

S nous sélectionnons les donneurs par échantillonnage
déatoire Smple avec remise, E, [v; ]=r" et I'espérance
de(18) est r '62[1+n2 m(r—l)] Cest I'espérance dela
variance de |’ estimateur imputé par donneur avec remise
que présente Kalton (1983, page 26, 2.3.1.9).

Les exemples indiquent que ce traitement produit des
estimations raisonnables de la variance totale dans des cas
simples et fait bien voir le caractére conditionnel des esti-
mations de variance. Aingi, (18) est conditionnd par rapport
au nombre effectif de réutilisations de donneurs, et non pas
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par rapport au nombre prévu de ces réutilisations (qui serait
le résultat inconditionndl). La stratégie est assez souple pour
admettre une diversité de méthodes d'imputation avec ou
sans remise et avec ou sans pondération.

4. Egimation par domaine

Dans cette section, nous examinerons | important
probleme d' egtimation par domaine pour les modées a
moyennes de cellules d une imputation par donneur. 1l y a
eu peu de recherches qui aent antérieurement éé
consacrées a ce probléme (Lee et coll. 1995). L' estimateur
type de réponse compléte d un total de population pour le
domaine v est 6, =X, Wy, Ce qui peut auss
Sexprimer par 6, =Y. WY, O0 W =3,w, avec
8,=1 s IeAv e, danslesajtrescas 5, =0.
L’ estl mateur imputé par donneur est 6, =Y, AW 8, Y, =
YieaW ¥, . Tout au long, nous posons que o, est connu
pour tout i € A.

Dans le modéle a moyennes de cellules, nous supposons
que tous les éléments d' une cellule sont d’ une méme distri-
bution. En générd, ces ééments feront tantbt partie du
domaine, tant6t non. Dans une de ses versions, Nous posons
I’existence d’' un modéle séparé a moyennes de cellules pour
le seul domaine et appliquons ensuite un plan d imputation
approprié. La théorie exposee a la section précédente en-
globececas, et il 'y adonc paslieu delareprendreici. Sl
est possible de tenir compte des principaux domaines au
stade de I'imputation, il demeure impossible de retenir tous
les domaines que I'anayste pourrait vouloir éudier. Nous
nous attacherons donc aux domaines intercellules, ce qui a
d' importantes conséguences pratiques, plus particulierement
dans |’ analyse de fichiers de données a grande diffusion.

Examinons maintenant |'estimation des trois compo-
santes de la variance totde Vy; , C'est-&dire la variance
d'un total de domaine d'imputation. Voyons d' abord I" esti-
mation de Vg, . En cas de réponse compléte, s nous
posons Yy, =0 pour les ééments extérieurs au domaine, la
variance d' échantillonnage estimée peut S exprimer par
I’équation (7) comme =Yiea, i y? +
23 Yicien L2 ¥ Y; - Comme la composmon du domaine
est connue pour tous les éléments de I’ échantillon, le biais
conditionnel de I’ estimateur de variance d'imputation \70v
Sera ce que nous avons indiqué alasection 3:

EE_'(V V A, Ag,d)= 22 2 2 Qdio

g= 1|eAR3 ]eAM

+ZZZZ Q, V0, (19)

i<j

| JeAMgv

Comme nous |'avons aussi dit dans cette section, on peut
e servir commodément de V,, - dans le cas de grands échan-
tillons pour estimer VS’AMV , Car on peut utiliser les progicids
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d edimation de variance d échantillonnage d enquéte. On
notera avec intérét que le smple estimateur de variance serait
sans biais g tous les donneurs étaient extérieurs au domaine
(d;; =0) etqu'aucun n'éat réutilise (v; =0).

Lecacul de V,,,, découle directement du lemme 2 oli les
poids sont traités comme des constantes dans I’ espérance
conditionnelle. S nous subgtituons W/ a w; dans Iéquation
(13), nous obtenons

g7 < 72 A 7 ~
Viwe, =22, 1 20 W285 +2.> ww/y,; 8]
g=1 |ieAy, i ]EI;'JW
! g
G
=23 4 2 WEg+2 Y wwy; 6y
g=1 |ieAy,, i J;;]A
i€ Aug,

V,up Ne dépend pas de ce que les donneurs soient intérieurs
ou extérieurs au domaine.

Le cacul de anv découle auss des indications de la
section 3. S nous substituons w; a w; dans|’ équation (15),
nous obtenons

g7 & ’ ’ ’ A
Vi, =2, [Z X wWowdy - > sz]"szz

o=l \ichy, €Ay, € Aug

G
=2 { 2 2 wwd - X Winég'(ZO)
g=1 \ieAy, IeAy, jeAug,

Il convient de noter que la composante mixte n'est pas nulle
pour un total de domaine méme en cas d' égdlité de toutes les
vaeurs initides de pondération. En équipondération de w
(mais sans égdité pour w”), la contribution &V, est nulle
S le donneur est intérieur au domaine et négative Sil y et
extérieur. Aing, Vi =-wW %4182, |, éant le nombre
de donneurs extérieurs au domaine dans la cdlule g. Dans
ce cas, S nous ne tenons pas compte de la composante mixte
dans I'edimation par domaine, nous nous trouvons a
surestimer lavariance totae. A poidsinégaux, |e biais de non-
prise en compte de cette composante peut étre soit positif soit
négatif.

Dans le modéle a moyennes de cellules, la variance totale
d'un egtimateur (linéaire) de domaine d' imputation est aing
esimée:

N N G
Vior, =V, +22, 202, Ww(Y; &
g=1  i<j
. i,je Mg
230 2 2 wwd, &5 (20)
g ek, jehy,

En guise d'illugtration, prenons le cas d' une équipondé-
ration dansle domaine (w,, =w, ) et d une non-réutilisation
de donneurs. Dans ce cas, le deuxiéme terme du coté droit de
(21) et nul et le troiséme traduit I'accroisse-ment de la
variance d'imputation. Si toutes les valeurs manquantes sont
imputées par donneurs intérieurs au domaine, le troiseme
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termeest 2w ¥ m, 65, ol m,, est le nombre de réponses
manquantes dans lacellule g et le domaine v. En revanche,
ce terme sera nul Sil n'y a pas imputation d unités a
I'intérieur du domaine. Aingd, la variance totale est minimisée
lorsque les donneurs sont choiss a I’ extérieur du domaine
plutdt qu'a I'intérieur. Nous obtenons ce résultat parce que
I'imputation hors domaine a pour effet de substituer une
nouvelle valeur & une valeur mangquante dans I’ estimation par
domaine, dou le maintien de la talle déchantillon de
domaine a I'origine. Par alleurs, I'imputation en domaine
N’ accroit pas lataille d’ échantillon de domaine, et il y aauss
« péndité de variance » en cas de réutilisation d' une valeur de
répondant du domaine pour un non-répondant.

Si ladigribution de y varie par domaine (C' est-a-dire que
le modde dimputation et md pécifié), le choix de
donneurs hors domaine fat que les estimations seront
entachées d’'un biais. Comme tous les modeles sont plus ou
moins ma Soécifiés, il serait générdement peu sage de
ddlibérément choisir des donneurs extérieurs au domaine pour
minimiser lavariance.

5. Etudedesimulation

Nous avons procédé a une petite &ude de simulation &fin
d examiner les estimations de variance par I’ approche assistée
d'un modde aux fins de I'estimation d'un total générd et
d'un total de domaine. Nous avonstiré d' une superpopulation
infinie un échantillon de 40 grappes comptant précisement 5
unités chacune; y,;, éait la variable d'inteérét pour I'unité i
de la grappe o. Nous avons produit les vdeurs y par
Vi =18, +€,, OU a, e e, sont des tirages aéatoires
indépendants sur la digribution normde type. Aing, les
vdeurs y sont d'une moyenne nulle, d'une variance
(t* +1) e d'une corrdaion p=1%/(1+1?) S les unités
viennent de la méme grappe e p=0 dans les autres cas.
Nous avons chois desvaeursde t=0 e 1=0,5, d'oudes
corrélations respectives de 0 e 0,2. Nous avons retenu la
vdeur p=0,2 pour illugtrer I effet d’ une éroite corrdation
intraclasse. Outre la varigble y, nous avons produit une
vaiable indicatrice du domaine v par échantillonnage
indépendant pour une probabilité de 0,25 d' appartenance au
domaine. Nous avons sdectionné les répondants dans tout
I échantillon avec une probabilité uniforme de réponse de 0,6
et attribué les vaeurs mangquantes par imputation a donneur
intracellule et avec remise. Nous avons préevé 5000 échan-
tillons de Monte Carlo au total.

Les estimateurs ponctuels en smulation du totd généra et
du tota de domaine sont exempts de biais. Le tableau 2
présente les moyennes et les biai's des estimateurs de variance
par | approche assistée d'un modéle (\7T’OT ) (les vaeurs de
ce tableau sont divisées par N?10°. S p=0, les bias
relatifs des edtimateurs de variance sont tres petits pour le
tota général et les totaux de domaine. Par alleurs, s
p=0,2, les edimateurs comportent des biais relatifs
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négetifs qui ne sont pas négligesbles (valeurs de —13 %

pour le totd général et de —5 % pour le totd de domaine).
Pour indiquer la provenance des hiais, nous goutons au
tableau 2 les moyennes et les biai's des trois composantes de
la variance. Les vaeurs du tableau montrent que V;,» €

V,,x Sont approximativement sans biais et que seul V,, est
entaché d’ un biais non négligeable.

S p=0, le modele a moyennes de cdllules est valable et
\70 et exempt de biais commelelaissait prévoir lathéorie. Si
p=0,2, la corrdation des vdeurs y a l'intérieur des
grappes implique qu'une hypothése de modélisation a
moyennes de cdlules ne vaut pas. Dans la méhode
d'imputation, nous remplagons un certain nombre de vaeurs
manquantes en utilisant des donneurs de I'extérieur de la
grappe, ce qui fait que V,, sous-estime la variance d' échan-
tillonnage par sous-estimation de la corréation intraclasse.
Dans ce cas particulier, les insuffisances du modéle ne créent
pas d' estimations biaisées pour les deux autres composantes,
mais celles-ci pourraient I’ ére avec d' autres types de défauts.
La dmulation illustre la dépendance des estimateurs par
I approche assistée d'un modée a I’ égard des hypotheses de
moddisation. Il en sera plus amplement question a la
prochaine section.

Tableau 2
Moyenne et biais des estimations de variance en simulation dans

I" échantillonnage de 40 grappes a 5 éléments et dans I’ hypothese
d’un taux de réponse de 60 %*

Vior Vo Vive Vi
Mo
Estimation P Moy. Biais Moy. Biais y. Bias Moy. Biais
o 00 104 -05 50 -19 54 -09 0 1,2
y 02 126 -196 86 -20,7 61 0,1 0 0,9

¥ 00 16 -01 12 03 11 00 -4 -02
v 02 18 -10 16 -1012 01 -4 -01
#Les valeurs du tableau sont les valeurs effectives divisées par

N2107.

6. Discussion

Dans ce document, nous avons décrit une méhode d' esti-
mation de la variance d’ une estimation d'enquéte lorsqu’un
certain nombre de vaeurs sont imputées par donneur. La
méthode et basée sur I'approche assigée d'un modde et
conditionne sur les indices identifiant les unités échan-
tillonnées, répondantes et les donneurs. Nous éendons ains
le traitement de Deville et Sérndal (1994) a |’ esti-mation de
vaiance due a I'imputation par donneur, qui et proba
blement le mode le plus répandu d' imputation dans le cas des
enquétes auprés des ménages. L'estimateur de variance
proposé vaut pour un plan de sondage générd et pour une
diversté de techniques detimation avec modee de
superpopulation et hypothéses a caractére « non confondu ».
Nous dlons plus loin que les travaux antérieurs en examinant
une imputation stochastique plutdt que déterministe e en
énoncant des conditions d atténuation du biais du smple
estimateur de variance comme estimateur de Vi,
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Les réaultats font ressortir la nécessité de tenir compte de
la composante mixte en cas d'inégdité de pondération des
déments de I’échantillon. Précisons que, comme les esti-
mations par domaine peuvent se traiter par attribution de
poids nuls aux ééments de I’ échantillon qui N’ appartiennent
pas au domaine d'intéré, nous devons prendre en compte le
terme mixte dans I’estimation de la variance d’ estimations
imputées par domaine méme en cas d équipondération
initide. D’autres datistiques peuvent auss faire partie du
traitement d' estimations de domaine. Aing, danslarégression
smplede y sur x— ol y comprend les vaeurs d'impu-
tation par donneur et X, les valeurs d' échantillon complet —,
le coefficient de régression peut S exprimer comme combi-
nason linéare pondérée de y:b=X>w (x —-X)y,/
SW (X ~X)’=ZWYy;, ol W =w (X —X)/Zw (X ~X)".
Ajoutons que la différence entre deux estimations de domaine
0,, & 6,,, peut Sexprimer sous la forme 6,, —6,, =
Yiew WY — Zievo WY, =ZWy;, 00 w =w, pour
ievi,w/ =—-w pouriev2 e w =0 pourigviJv2.

Le dernier exemple avec |la différence entre estimations par
domaine pour des cellules d'imputation interdomaines fait
bien voir I'importance du modde dans la démarche
d'imputation. Dans cet exemple, I'intérét analytique pour la
différence entre les datistiques par domaine est incompetible
avec un modde d imputation ol on pose | dbsence de diffé-
rence dans la distribution interdomainesde y al’intérieur de
cdlules. Dans une imputation interdomaines par donneur de
cdlule, le domaine d échantillon fait que les y seront plus
proches, ce qui diminueral’ estimation de la différence. Aing,
il est essentiel de disposer d’ un bon modée d' imputation pour
produire des estimations ponctuelles vaides.

Dans I' goproche assstée d'un modée de I’ estimation de
variance due al’imputation que nous décrivons, Nous posons
I’ existence d' un estimateur linéaire, mais on peut auss songer
a des fonctions non linéaires lisses dans une approximeation
par série de Taylor. A I'instar de la méthode jackknife
corrigée de Rao et Shao (1992), la méthode assistée d'un
modde est goplicable a des plans d échantillonnage et
destimation généraux. Il reste que la premiére de ces
méthodes est seulement gpplicable en imputation pondérée,
aors que, gréce aux hypothéses de moddlisation, la seconde
peut s appliquer a une diversité de modes d imputation par
donneur, et notamment aux cas d' égdité de probabilités de
sHection des donneurs et de probabilités proportionnelles a
leurs valeurs de pondération. Cette méthode d' estimation de
variance peut vaoir pour d'autres modes d imputation tels
que, par plus proche voisin et traitement fractionné (Kalton et
Kish 1984; Fay 1996; Kim 2000), technique qui réduit la
variance d' imputation.

Pour appliquer I'approche assstée d'un modéle a la
méthode d'imputation par donneur, il faut disposer de
I’information nécessaire au calcul des trois composantes de
la variance totale. On peut utiliser des progiciels d esti-
mation de variance d'échantillonnage pour estimer V.
L’ edimation sera gpproximativement sans biais avec de
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grands échantillons, mais comme I'illustre I'é&ude de
simulation, elle risque d' étre entachée d’un plus grand biais
s le modéle a moyennes de cellules n'est pas valable. Pour
cdculer les autres composantes, il faut conneltre I'identité
du donneur de chague valeur d'imputation et la composition
en cellules de tous les ééments de I’ échantillon. A partir de
cette information, il devient possible de déterminer dij et
¥;- Onaauss besoin d’ une estimation de 7.

Bien que la théorie que nous avons exposée s applique a
I’estimation de variance de nombreux plans de sondage, y
compris a des échantillons a degrés multiples, on peut
sérieusement s interroger sur la validité du modele d’impu-
tation dans bien des cas. Dans un échantillonnage a plu-
seurs degrés, les moyennes de nombreuses variables
d' enquéte varient selon les UPE. Il est pourtant rare qu’'on
forme des cellules d'imputation par donneur a I'intérieur
dUPE. On en forme plutét a I'aide d’autres variables
«inter-UPE » plutét que «intraaUPE ». Méme a I’intérieur
de ces cellules, il est possible de relever des différences de
moyennes entre UPE. Ces différences peuvent sannuler
dans une certaine mesure et ne pas introduire de biais ap-
préciable dans les estimations ponctuelles. Toutefois, leur
incidence sur I’ estimation de variance pourra se révéler plus
importante. Comme I'indique la simulation, les insuffi-
sances des hypothéses peuvent influer plus sur les statis-
tiques du second ordre que sur les statistiques du premier
ordre. Laquestion appelle un examen plus d&aillé.

L’imputation est plus difficile lorsgqu’il s agit d estimer
une fonction de plusieurs variables a valeurs mangquantes.
Pour produire une estimation sans biais d’'un paramétre
comportant plusieurs variables sujetes a I'imputation, il faut
se doter d'un modéele multidimensionnel gppropri€ et choisir
un mode d'imputation qui convient a ce modéle. Avec un
bon modéle et un mode compatible d'imputation par
donneur, on peut procéder a I'estimation de variance par
I’approche assistée d'un modée. Il reste que cette edti-
mation se complexifie considérablement dans un traitement
avariables multiples. On a grand besoin de mettre au point
dans un td cas des méthodes pratiques d'imputation et
d estimation de variance.
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