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Estimateurs de variance par linéarisation pour des données d’enquête 

Abdellatif Demnati et J.N.K. Rao 1 

Résumé 
En échantillonnage, on utilise souvent la linéarisation de Taylor pour obtenir des estimateurs de variance pour des 
estimateurs par calage de totaux et de paramètres non linéaires de population finie (ou recensement), comme des ratios, ou 
des coefficients de régression et de corrélation, qui peuvent être exprimés sous forme de fonctions lisses de totaux. La 
linéarisation de Taylor est généralement applicable à tout plan d’échantillonnage, mais elle peut produire de multiples  
estimateurs de variance qui sont asymptotiquement sans biais par rapport au plan de sondage sous échantillonnage répété. 
Pour choisir lequel de ces estimateurs utiliser, il faut tenir compte d’autres critères, comme i) l’absence approximative de 
biais pour la variance par rapport au modèle de l’estimateur sous un modèle hypothétique, et ii) la validité sous 
l’échantillonnage répété conditionnel. Dans le présent article, nous proposons une nouvelle approche pour calculer les 
estimateurs de variance par linéarisation de Taylor. Elle mène directement à un estimateur de variance qui satisfait aux 
critères susmentionnés, du moins dans un nombre important de cas. Nous appliquons la méthode à divers problèmes, qui 
englobent les estimateurs d’un total, ainsi que d’autres estimateurs définis explicitement ou implicitement comme solutions 
d’équations d’estimation. En particulier, nous étudions les estimateurs des paramètres de régression logistique avec poids 
calés. Cette étude nous mène à un nouvel estimateur de la variance pour une classe générale d’estimateurs par calage qui 
inclut l’estimateur par la méthode itérative du quotient (raking ratio) généralisée et les estimateurs par régression 
généralisée. Nous étendons la méthode proposée à l’échantillonnage à deux phases pour obtenir un estimateur de variance 
qui utilise plus complètement les données de l’échantillon de première phase que les estimateurs de variance par 
linéarisation classiques. 
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1. Introduction 
 

La linéarisation Taylor est une méthode très répandue 
d’estimation de la variance pour des statistiques complexes, 
comme les estimateurs par le quotient et les estimateurs par 
régression, ainsi que les estimateurs des coefficients de 
régression logistique. Elle s’applique généralement à tout 
plan d’échantillonnage qui permet une estimation sans biais 
de la variance des estimateurs linéaires et demande des 
calculs plus simples qu’une méthode de rééchantillonnage, 
comme le jackknife. Cependant, elle peut produire des 
estimateurs multiples de la variance qui sont asymptotique-
ment sans biais par rapport au plan de sondage sous 
échantillonnage répété. Par conséquent, pour déterminer 
lequel de ces estimateurs il convient d’utiliser, il faut tenir 
compte d’autres critères comme i) l’absence approximative 
de biais pour la variance de l’estimateur par rapport au 
modèle sous un modèle hypothétique et ii) la validité sous 
l’échantillonnage conditionnel répété. Par exemple, dans le 
contexte de l’échantillonnage aléatoire simple et de l’esti-
mateur par le quotient, ˆ ( / ) ,RY y x X=  du total de 
population Y, Royall et Cumberland (1981) montrent qu’un 
estimateur de la variance par linéarisation utilisé couram-
ment, 2 1 1 2( ) ,L zv N n N s− −= −  ne capte pas la variance 
conditionnelle    de    R̂Y     sachant    ,x     contrairement    à  

l’estimateur de la variance par le jackknife .Jv  Ici, y  et x  
sont les moyennes d’échantillon, X est le total connu de 
population d’une variable auxiliaire 2, zx s  est la variance 
d’échantillon des résidus ( / )k k kz y y x x= −  et ( , )n N  
représente les tailles d’échantillon et de population. Par 
linéarisation de l’estimateur jackknife de la variance, ,Jv  on 
obtient un estimateur de la variance par linéarisation 
différent, 2( / ) .JL Lv X x v=  Ce dernier capte la variance 
conditionnelle, ainsi que la variance inconditionnelle, où 

/X X N=  est la moyenne de .x  Par conséquent, on 
pourrait préférer utiliser JLv  ou Jv  plutôt que .Lv  Yung et 
Rao (1996) considèrent des estimateurs poststratifiés ajustés 
par régression généralisée et par la méthode du quotient 
sous échantillonnage stratifié à plusieurs phases et 
obtiennent un estimateur de la variance par le jackknife 
linéarisé, ,JLv  en linéarisant .Jv  Valliant (1993) obtient 
aussi JLv  pour l’estimateur poststratifié ajusté par la 
méthode du quotient et réalise une étude en simulation pour 
démontrer que Jv  et JLv  possèdent tous deux de bonnes 
propriétés conditionnelles sachant les dénombrements esti-
matifs dans les strates a posteriori. Särndal, Swensson et 
Wretman (1989) montrent que JLv  est à la fois asymptoti-
quement sans biais par rapport au plan de sondage et ap-
proximativement  sans  biais  par  rapport  au  modèle  au 
sens  de  ˆ( ) ( ),m JL m RE v V Y≈   où  mE   représente l’espé-
rance   fondée  sur  le  modèle  et    ˆ( )m RV Y    représente  la 
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variance fondée sur le modèle de R̂Y  sous un « modèle de 
quotient » : ( ) ; 1, ...,m k kE y x k N= β =  et les ky  sont 
indépendants avec une variance fondée sur le modèle 

( )m kV y = 2 2, 0.kxσ σ >  Donc, JLv  est un bon choix aussi 
bien du point de vue des propriétés par rapport au plan de 
sondage que par rapport au modèle. 

Binder (1996) présente une approche « livre de recettes » 
élégante de la linéarisation de Taylor qui mène directement 
à des estimateurs de la variance par linéarisation de type 

.JLv  Il applique la méthode à des fonctions lisses de totaux 
estimés, 1̂

ˆ( , ..., ),mg Y Y  à des estimateurs par régression 
généralisée et à la statistique de la somme des rangs de 
Wilcoxon (Wilcoxon rank sum statistic). Pour illustrer la 
méthode de Binder, considérons un estimateur par le 
quotient 

ˆ ˆ ˆ ˆ( / ) ,RY Y X X RX= =  

où 1 1
ˆ ˆ ˆ( ) ( ), ( )N N

k k k kk kY d s y Y y X d s x= =∑ ∑= = = =  
ˆ ( )Y x  et les ( )kd s  sont les poids de sondage avec 

( )kd s = 0  si l’élément de population k  n’est pas dans 
l’échantillon ,s  par exemple ( ) (1/ ) ( )k k kd s a s= π  où kπ  
est la probabilité d’inclusion de l’élément k  dans 
l’échantillon ,s ( ) 1ka s =  si , ( ) 0kk s a s∈ =  autrement et 
∑  représente la sommation sur les éléments de la popu-
lation. Nous supposons que les poids produisent un esti-
mateur sans biais par rapport au plan de sondage Ŷ  de ,Y  
c’est-à-dire ( ( )) 1kE d s =  pour 1, ..., .k N=  Maintenant, 
prenons la dérivée totale de R̂Y  pour obtenir 

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) [( ) ( )],
ˆR

X
dY dR X dY R dX

X
= = −  (1.1) 

et remplaçons toutes les dérivées totales figurant dans (1.1) 
par les écarts des estimateurs par rapport à leurs paramètres 
de population respectifs, par exemple remplaçons R̂dY  par 
ˆ .RY Y−  Alors (1.1) donne  

ˆ ˆ( ) ( ),
ˆR k k

X
Y Y d s z Y RX

X
− = − −∑�  (1.2) 

où 

ˆ( )
ˆk k k

X
z y Rx

X
= − . (1.3) 

Dans (1.2), le terme ( )k kd s z∑  se réduit à zéro, mais nous 
le retenons pour l’estimation de la variance. Par contre, nous 
ne tenons pas compte du dernier terme de (1.2) dans cette 
estimation. Donc, R̂Y Y−  est représenté par ( )k kd s z∑ =  
ˆ ( )Y z  aux fins de l’estimation de la variance. Si nous 

représentons un estimateur sans biais de la variance de 
ˆ ˆ ( )Y Y y=  par ( ),v y  l’estimateur de la variance de R̂Y  de 

Binder est donné par ( ).v z  L’estimateur de la variance par 
linéarisation ( ),v z  obtenu à partir de (1.3), concorde avec 

JLv  pour l’échantillonnage aléatoire simple et l’échantillon-
nage stratifié à plusieurs phases si nous traitons l’échantillon 

comme si les unités primaires d’échantillonnage étaient 
sélectionnées avec remise. Notons que la méthode du 
jackknife n’est pas applicable de façon générale à tout plan 
d’échantillonnage. 

Pour l’estimateur 1
ˆ ˆ ˆ( , ..., )mg Y Yθ =  d’une fonction lisse 

de totaux, 1( , ..., ),mg Y Yθ =  la méthode de Binder (1996) 
donne 

ˆ ( )k kd s zθ − θ = +∑ …�  

avec 

ˆ
1

( ( ) / | ) ,
m

k i ki
i

z g a y=
=

= ∂ ∂∑ a Ya  (1.4) 

où 1
ˆ ˆ ˆ( , ..., )T

mY Y=Y  et 1( , ..., ) .T
ma a=a  Il découle de 

(1.4) que les dérivées partielles ( ) / ig a∂ ∂a  sont évaluées à 
Ŷ  pour obtenir les ,kz  tandis que dans le cas de la méthode 
standard (voir, par exemple, Andersson et Nordberg 1994), 
on les évalue à 1( , ..., )T

mY Y=Y  avant d’obtenir ,kz  puis 
on substitue les estimations aux composantes inconnues. Par 
exemple, pour l’estimateur par le quotient ˆ ,RY  le terme 

ˆ/X X  disparaît de kz  dans la méthode standard, parce que 
ˆ/X X  devient 1 quand on remplace X̂  par .X  

Bien que la méthode de Binder (1996) soit simple et 
séduisante, une méthode applicable plus rigoureusement et 
généralement est nécessaire. À la section 2, nous proposons 
une autre méthode que celle justifiable théoriquement et qui, 
par la même occasion, mène directement à un estimateur de 
la variance de type JLv  pour des plans de sondage généraux. 
À la section 3, nous appliquons la méthode à divers 
problèmes, dont les estimateurs par régression-calage d’un 
total Y  et d’autres estimateurs définis explicitement ou 
implicitement comme étant des solutions d’équations d’esti-
mation, par exemple les estimateurs des paramètres de 
régression logistique avec poids de sondage calés sur des 
totaux de population auxiliaires connus. Nous obtenons 
aussi un nouvel estimateur de la variance pour une classe 
générale d’estimateurs par calage qui inclut l’estimateur par 
la méthode itérative du quotient (raking ratio) généralisée et 
des estimateurs par régression généralisée. À la section 4, 
nous étendons la méthode proposée à l’échantillonnage à 
deux phases pour obtenir un estimateur de la variance qui 
utilise plus complètement les données de l’échantillon de 
première phase que les estimateurs de la variance par 
linéarisation classiques. 

Pour le cas de variables aléatoires indépendantes et iden-
tiquement distribuées (iid) 1, ..., ny y  dont la fonction de distri-
bution est ( ),F y  l’étude de l’estimation de paramètres géné-
raux ( )T Fθ =  est décrite par de nombreux auteurs (voir, par 
exemple, Huber 1981). Un estimateur naturel de ( )T Fθ =  
est ˆ ˆ( ),T Fθ =  où ˆ ( )F y  est la fonction de distribution 
empirique donnée par ˆ ( )F y = 1

1 ( )n
kkn I y y−

=∑ ≤  avec 
( ) 1kI y y≤ =  si ky y≤  et ( ) 0kI y y≤ =  si .ky y>  Par 
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exemple, si ( )T F  est la moyenne de population ( ),ydF y∫  
alors ˆ ˆ( ) ( )T F ydF y∫= =  1

1 ,n
kkn y y−

=∑ =  la moyenne 
d’échantillon. Notons que F̂  attribue une masse égale, 1/ ,n  
à chaque valeur d’échantillon 1, ..., .ny y  Si T  est « suffi-
samment régulière », alors ˆ( )T F  peut être linéarisée près de 
F  en ce qui concerne la courbe (ou fonction) d’influence de 

( )T ⋅  donnée par 

0
IC( , , ) lim[ ((1 ) ) ( )] / ,y

a
y F T T a F a T F a

→
= − + δ −  (1.5) 

où yδ  représente la mesure de masse 1 portée par .y  Nous 
avons 

1

ˆ ˆ[ ( ) ( )] IC( , , ) ( )

1

n

n

k n
k

n T F T F n y F T dF y nR

z nR
n =

− = +

= +

∫

∑ �
 
(1.6)

 

où IC( , , )k kz y F T=�  et nnR  est un terme de reste. Si 

nnR  est asymptotiquement négligeable en ce sens que 

nnR  converge en probabilité vers zéro quand n → ∞  
(représenté par 0n pnR → ), il découle alors de (1.6) que 

ˆ[ ( )n T F − ( )]T F  est asymptotiquement normal de 
moyenne 0 et de variance 

2( , ) [ IC( )] ( ),A F T y, F,T dF y= ∫  (1.7) 

en notant que les termes kz�  dans (1.6) sont des variables 
aléatoires iid. Comme l’a souligné Huber (1981, page 13), 

nnR  est « souvent » asymptotiquement négligeable, mais 
la preuve de cette propriété n’est pas nécessairement facile 
pour des fonctionnelles générales ( ).T F  Serfling (1980, 
section 6.2) donne les deux conditions suivantes pour 

0,n pnR →  applicables aux variables aléatoires générales 

1, ..., ny y  (pas nécessairement iid) : i) ( )T ⋅  est 
« stochastiquement dérivable » en ;F  ii) ˆ| ( )n sup F y −  

( ) |F y  est bornée en probabilité, où sup est sur .y  La 
condition (ii) est satisfaite dans le cas iid, mais il n’est pas 
toujours facile de prouver (ii) pour des plans d’échantil-
lonnage complexes. La condition (i) signifie qu’il existe une 
fonctionnelle ( ; )nT F F F−  telle que ( )nT F − ( )T F =  

1
1 ( ; ) ,

k

n
y nkn T F F R−

=∑ δ − +  où nR  est d’ordre plus 
faible en probabilité que | ( ) ( )|nsup F y F y−  quand cette 
dernière tend vers zéro. Cette condition pourrait ne pas être 
facile à vérifier pour une ( )T ⋅  générale. Serfling (1980) 
laisse entendre qu’en pratique, il est plus efficace d’analyser 
directement nR  par « la méthode des inéquations diffé-
rentielles ». 

Un estimateur naturel de la variance asymptotique 
( , )A F T  est 

2

1

1ˆ ˆ( , ) [IC( , , )] ,
n

k
k

A F T y F T
n =

= ∑  (1.8) 

où ˆIC( , , )y F T  est la courbe d’influence évaluée en 
ˆ .F F=  Il s’ensuit qu’un estimateur de la variance par 

linéarisation de ˆ( )T F  est 

ˆ ˆ[ ( )] ( , ) / .LV T F A F T n=  (1.9) 

La mise en oeuvre pratique de ˆ[ ( )]Lv T F  comprend le 
calcul de ˆIC( , , )ky F T  pour chaque T  spécifiée. Ce calcul 
peut être évité en utilisant la méthode du jackknife. En sub-
stituant F̂  à F  et 1/( 1)n− −  à a  dans (1.5), nous 
obtenons un estimateur par le jackknife de IC( , , )ky F T  
sous la forme kJz = ˆ ˆ( 1) [ ( ) ( )],kn T F T F−− −  où ˆ ( )kF y−  
est la fonction de distribution empirique obtenue quand on 
omet .ky  L’estimateur de la variance par le jackknife 
résultant ˆ( )T F  est 

2

1

2

1

1ˆ[ ( )]
( 1)

1 ˆ ˆ[ ( ) ( )] ;

n

J kJ
k

n

k
k

v T F z
n n

n
T F T F

n

=

−
=

=
−

−= −

∑

∑
 

(1.10)

 

voir, par exemple, Hampel, Ronchetti, Rousseeuw et Stahel  
(1986, page 95). Si IC( , , )y F T  ne dépend pas de façon 
lisse de ,F  alors l’estimateur de la variance par le jackknife 
pourrait ne pas converger vers la variance de ˆ( );T F  par 
exemple, quand ˆ( )T F  est la médiane d’échantillon. 

Campbell (1980) a essayé d’étendre les résultats sus-
mentionnés obtenus pour le cas iid aux plans d’échantil-
lonnage généraux, en utilisant les poids de sondage ( ).kd s  
Le paramètre de population (ou de recensement) θ  est 
maintenant donné par ( ),NT Fθ =  où ( )NF y  est la 
fonction de distribution de population qui attribue une 
masse égale, 1/ ,N  à chacune des N  valeurs de population 

1, ..., .Ny y  Une fonction de distribution empirique est 
donnée par ˆ ( ) ( )k s kF y d s∈∑= � ( ),kI y y≤  où 

( ) ( ) /k kd s d s=� ( )l s ld s∈∑  sont les poids de sondage 
normalisés. Notons que ˆ ( )F y  attribue la masse ( )kd s�  à 
l’élément .k s∈  Un estimateur de ( )NT Fθ =  est donné 
par ˆ ˆ( ).T Fθ =  Par exemple, si ( )NT F  est la moyenne de 
population ( ),NydF y∫  alors ˆ ˆ( ) ( )T F ydF y∫= = k s∈∑  

( ) / ( ),k sk k kd s y d s∈∑  la moyenne d’échantillon pondérée 
d’après le plan de sondage. Campbell (1980) a suivi la 
linéarisation (1.6) pour le cas iid et conclut que 

ˆ[ ( ) ( )]Nn T F T F−  est asymptotiquement normal de 
moyenne 0 et de variance 

( , ) Var ( ) ( )

Var ( ){( ) / } ,

N k k k
k s k s

k kk s

A F T n d s z d s

n d s z R N

∈ ∈

∈

⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦
≈ −⎡ ⎤⎣ ⎦

∑ ∑

∑

�

� (1.11)

 

en utilisant la variance approximative d’un ratio, où R =  
/k s kz N∈∑ �  est la moyenne de population des kz�  et kz =�  

IC( , , ).k Ny F T  Si nous représentons l’estimateur sans biais 
de la variance de ˆ ˆ ( ) ( )k s k kY Y y d s y∈∑= =  par ( ),v y  il 
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découle de (1.11) qu’un estimateur de la variance par 
linéarisation de ˆ( )T F  est donné par 

ˆ ˆ ˆ[ ( )] [( ) / ],Lv T F v z R N= −  (1.12) 

où 

ˆIC( , , ),k kz y F T=  (1.13) 

et 

ˆ ( ) ( ).k k kk s k s
R d s z d s∈ ∈=∑ ∑  (1.14) 

Pour éviter le calcul des ,kz  Campbell (1980) propose un 
estimateur par le jackknife de kz�  pour chaque .k s∈  Il est 
donné par 

1 ( ) ˆ ˆ[ ( ) ( )],
( )
k

kJ k

k

d s
z T F T F

d s
−

−
= −

�
�  (1.15) 

où 

ˆ ( ) ( )
si

1 ( )ˆ ( )
ˆ ( )

si .
1 ( )

k
k

k
k

k
k

dF y d s
y y

d s
dF y

dF y
y y

d s

−

⎧ −
=⎪ −⎪= ⎨

⎪ ≠⎪ −⎩

�
�

�

 (1.16) 

L’estimateur de la variance par linéarisation résultant est 
donné par ˆ ˆ[( ) / ].J Jv z R N−  Notons que la méthode du 
jackknife proposée diffère du jackknife habituel pour 
l’échantillonnage. Par exemple, pour l’échantillonnage 
stratifié à plusieurs phases, la méthode habituelle du jack-
knife comprend l’élimination à tour de rôle de grappes 
d’échantillonnage, tandis que la méthode de Campbell 
comprend l’élimination à tour de rôle d’unités d’échantil-
lonnage. En outre, le jackknife habituel n’est pas toujours 
applicable (par exemple, échantillonnage avec probabilités 
inégales sans remise) contrairement à la méthode de 
Campbell qui utilise l’estimateur de la variance sans biais 

( )v y  du total Ŷ  pour le plan de sondage donné, puis 
remplace y  par ˆ ˆ( ) / .J Jz R N−  Cependant, les calculs que 
nécessite la méthode de Campbell peuvent être très lourds, 
parce qu’il faut calculer ˆ( )kT F−  pour chaque unité ;k s∈  
dans le cas des enquêtes à grande échelle, le nombre 
d’unités d’échantillonnage peut être très grand, comme pour 
l’Enquête sur la population active du Canada. 

Deville (1999) et Berger (2002) obtiennent des résultats 
fort comparables à ceux de Campbell (1980). Au lieu d’uti-
liser la mesure de probabilité naturelle ˆ ,F  ils considèrent 
des fonctionnelles de la forme ˆ( ),T M  où M̂  représente 
une mesure qui attribue le poids de sondage ( )kd s  à tout 
point ky  pour k  dans s et une valeur nulle aux unités k  qui 
ne sont pas comprises dans .s  Par exemple, ˆ( )T M =  

ˆ ( ) ( )k kxdM x d s y∑∫ =  si le paramètre de population est le 
total ( ) ( ) ,T M xdM x Y∫= =  où la mesure M  attribue une 
masse unitaire à chacun des N  points ky  dans la 

population finie .U  Supposons que ( )T ⋅  est de degré α  en 
ce sens que ( )N T− α ⋅  tend vers une limite pour une certaine 
valeur de 0.α ≥  Habituellement, 0α =  ou 1; par exemple, 

1α =  si ( )T M  est le total Y  et 0α =  si ( )T M  est le 
ratio / .R Y X=  Deville (1999) utilise l’approximation 
asymptotique suivante : 

ˆ[ ( ) ( )] ( ( ) 1) ,k k

n
nN T M T M d s z

N
− α − ≈ −∑ �  (1.17) 

où ( ) 0kd s =  si k  n’est pas compris dans l’échantillon .s  
En outre IT ( ; )k kz M y=�  avec IT représentant la fonction 
d’influence de ( )T M  définie par 

( )
0

1
IT ; lim [ ( ) ( )].y

t
M y T M t T M

t→
= + δ −  (1.18) 

Comme nous l’avons mentionné plus haut, il n’est pas facile 
de justifier l’approximation (1.17) pour des fonctionnelles 
générales ( ).T ⋅  Deville (1999) a élaboré des règles pour 
évaluer IT( ; )M y  pour certaines fonctionnelles ˆ( ).T M  
Berger (2002) utilise la méthode du jackknife pour estimer 

IT ( ; ),k kz M y=�  de la même façon que Campbell (1980). 
En notant que ˆ( ) ( ),k kd s z Y z∑ =� �  il découle de (1.17) 

qu’un estimateur de la variance par linéarisation de 
ˆ( )N T M− α  est donné par 2 ( ).N v z− �  Mais kz�  dépend de 

paramètres inconnus et l’estimateur correspondant, ,kz  
pourrait ne pas être unique. Par exemple, supposons que 

ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( / ) ,RT M Y Y X X= =  alors 1α =  et ,k k kz y Rx= −�  où 
dans ce cas, deux candidats possibles pour kz  sont 

ˆ
k k kz y Rx= −  et ˆ ˆ( / ) ( ).k k kz X X y Rx= −  Donc, le choix 

de kz  en présence d’information auxiliaire, comme un total 
connu X, n’est pas unique sous l’approche de Deville. 
Contrairement à cette dernière, notre méthode ne produit 
qu’un seul choix kz  et permet d’éviter le calcul de kz�  pour 
déterminer .kz  Notre kz  possède les propriétés désirables 
mentionnées à la section 1, du moins dans un certain 
nombre de cas importants. 

 
2. La méthode 

 
Pour justifier la méthode, nous commençons par un cas 

général simple où l’estimateur θ̂  d’un paramètre θ  peut être 
exprimé comme une fonction lisse ˆ( )g Y  de totaux estimés 

1
ˆ ˆ ˆ ˆ( , ..., , ..., ) ,T

i mY Y Y=Y  où ( ) , 1, ...,k Ui k ikY d s y i∈∑= =  
,m  est un estimateur du total ,k Ui ikY y∈∑=  et θ =  ( )g Y  

avec 1( , ..., , ..., ) .T
i mY Y Y=Y  Nous pouvons écrire θ̂  sous 

la forme ˆ ( ( ), )yf sθ = d A  et ( , ),yfθ = A1  où yA  est une 
matrice de dimensions m N×  dont la ek  colonne est 

1( , ..., , ..., ) , 1, ..., , ( )T
k k ki kmy y y k N s= = =y d 1( ( ), ...,d s  

( ))T
Nd s  et 1 est le vecteur de dimension N  de valeur 1. Par 

exemple, si θ̂  représente l’estimateur par le quotient 
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ˆ [( ( ) ) /( ( ) )] ,R k k k kY d s y d s x X∑ ∑=  alors m = 2, 1ky =  

2,k k ky y x=  et ( , )yf A1  se réduit au total Y, en notant que 
( / ) .Y X X Y=  Notons que R̂Y  est une fonction de ( ),sd y  
et x  et du total connu ,X  mais que nous laissons tomber X  
par souci de simplicité et que nous écrivons R̂Y =  

( ( ), , ).f sd y x  
La linéarisation de Taylor de θ̂  autour de Y  donne 

l’approximation 

ˆ ˆ( ) ( ( ) / ) ( )Tn
nN g

N
− α

=θ − θ ≈ ∂ ∂ −a Ya a Y Y  (2.1) 

où 1( ) / ( ( ) / ,..., ( ) / )T
mg g a g a∂ ∂ = ∂ ∂ ∂ ∂a a a a  et 

( )N g− α ⋅  tend vers une limite pour une certaine valeur de 
0.α ≥  La normalité asymptotique de ˆ( )nN − α θ − θ  

découle de (2.1), à condition qu’un théorème central limite 
pour 1 ˆ( )nN Y Y− −  soit vérifié et que ( )g ⋅  ait des 
dérivées premières continues au voisinage de la moyenne 

.Y  Krewski et Rao (1981) ont justifié (2.1) pour l’échantil-
lonnage stratifié. 

Soit k kb∑=
�
Y y  pour des nombres réels arbitraires 

1( , ..., ) ,T
Nb b=b  et ( ) ( , ) ( ).yg f f= =

�
Y b A b  En notant 

que ˆ ( )y s=Y A d  et ,y=Y A 1  nous pouvons exprimer 
(2.1) sous la forme 

1

ˆ( )

( ( ) / ) ( ( ) )

( ( ) / ) ( ( ) 1),

T
y

N
T

k k
k

nN

n
g s

N

n
f d s

N

− α

=

=
=

θ − θ

≈ ∂ ∂ −

= ∂ ∂ −∑

�
� �

�

Y Y

b

Y Y A d

b Y y1

1  

(2.2)

 

en notant que =
�
Y Y  est équivalent à .=b 1  Maintenant, 

nous substituons =/k kb= ∂ ∂
�

by Y 1  dans (2.2) pour obtenir 

( )
1

ˆ( )

( / ) ( ( ) 1)

( ( ) ),

N

k k
k

T

nN

n
f b d s

N

n
s

N

− α

=
=

θ − θ

≈ ∂ ∂ −

= −

∑

�

bb

z d

1

1

 

(2.3) 

où 1( , ..., )T
Nz z=� � �z  avec ( ) / .k kz f b == ∂ ∂� bb 1  

Un estimateur de la variance du deuxième membre de 
(2.3) est donné par 2( / ) ( ),n N v z�  où ( )v z�  est l’estimateur 
de la variance du total estimé ˆ( ) ( ).k kd s z Y z∑ =� �  Puisque 
les kz�  sont inconnues, nous remplaçons kz�  par 

kz = ( )( ) / ,k sf b =∂ ∂ b db  pour obtenir 2( / ) ( ).n N v z  Donc, 
un estimateur de la variance par linéarisation de θ̂  est donné 
par 

2 2ˆ( ) ( / ) ( ),Lv N N v zαθ =  (2.4) 

qui se réduit à ( )v z  si 1.α =   Notons que ˆ( )Lv θ  donné 
par (2.4) s’obtient simplement à partir de la formule ( )v y  
pour Ŷ  en remplaçant ky  par kz  pour .k s∈  Notons que 
nous ne commençons pas par calculer les dérivées partielles 

( ) / kf b∂ ∂b  à =b 1  pour obtenir ,z�  pour ensuite substituer 

les estimations aux composantes inconnues de .z�  Par 
conséquent, l’esprit de notre méthode est comparable à 
l’approche de Binder. L’estimateur de la variance ˆ( )Lv θ  
est valide parce que kz  est un estimateur convergent de .kz�   
 

Exemple 2.1 Supposons que θ̂  est l’estimateur par le 
quotient R̂Y = [( ( ) ) /( ( ) )]k k k kX d s y d s x∑ ∑  du total .Y  
Alors ( ) [( ) /( )]k k k kf X b y b x∑ ∑=b  et 

( )2
( ) / .k k k k k k

k

k k

y b x x b y
f b X

b x

−
∂ ∂ = ∑ ∑

∑
b

 
Par conséquent, 

( )
ˆ( ) / ( )

ˆk k s k k

X
z f b y Rx

X
== ∂ ∂ = −b db  

qui concorde avec (1.3). Donc, notre estimateur de la 
variance ˆ( )L Rv Y  est identique à celui de Binder (1996), 

( ),v z  en notant que 1.α =   
La façon dont nous obtenons cet estimateur est simple et 

naturelle. Par ailleurs, dans la méthode de linéarisation 
standard, θ̂  est d’abord exprimé en fonction de compo-
santes élémentaires 1̂

ˆ, ..., mY Y  sous la forme ˆ( )g Y  et les 
dérivées partielles ( ) / jg a∂ ∂a  sont alors calculées à 

.=a Y  Il est intéressant de noter que toutes les composantes 
de Ŷ  utilisent les mêmes poids ( )kd s  et que notre 
approche consiste toujours à calculer les dérivées premières 
de ( )f b  par rapport à kb  pour ( ).s=b d  Il n’est pas 
nécessaire de commencer par exprimer θ̂  en fonction des 
composantes élémentaires. 

 
3. Estimateurs par calage  

L’estimateur par le quotient peut être considéré comme 
un estimateur par calage, ˆ ( ) ,R k kY w s y∑=  dont les poids 

( )kw s = ˆ( / ) ( )kX X d s  sont explicites et obéissent à la 
contrainte de calage ( ) .k kw s x X∑ =  Les estimateurs par 
calage d’un total Y  de la forme ˆ ( )w k kY w s y∑=  dont les 
poids ( )kw s  sont explicites et satisfont aux contraintes de 
calage ( )kw s∑ =kx X  sont utilisés à grande échelle, où 

1( , ..., )T
k qkx x=kx  et =X  1( , ..., )T

qX X  est le vecteur 
de totaux connus de variables auxiliaires , 1, ..., .jx j q=  À 
la sous-section 3.1, nous considérons l’estimateur par la 
régression généralisée (GREG), puis, à la sous-section 3.2, 
nous étudions une classe générale d’estimateurs calés par 
régression. L’extension aux estimateurs, ˆ ,θ  obtenus comme 
solutions des équations d’estimation est présentée à la 
sous-section 3.3. Le cas des estimateurs par calage généraux 
est examiné à la sous-section 3.4.  
3.1 Estimateur par la régression généralisée  

L’estimateur GREG du total Y  est donné par ŵY  avec 
les poids calés ( ) ( ) ( ( )),k k kw s d s g s= d  où 

( ) 1ˆ( ( )) 1 ( ) ( )T T
k k k k k kg s d s c c

−
= + − ∑ kd X X x x x (3.1) 
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avec les constantes spécifiées kc  et ˆ ( )k kd s∑=X x  
(consulter Särndal et coll. 1989). L’estimateur par le 
quotient, ˆ ,RY  est un cas spécial pour lequel 1q =  
(c’est-à-dire, kx  scalaire) et 1,k kc x−=  et ( ( )),kg sd  donné 
par (3.1), se réduit à ˆ/ .X X  

L’estimateur GREG peut être exprimé sous forme d’une 
fonction différentiable de totaux estimés. Donc, nous 
pouvons appliquer la théorie générale de la section 2 et il 
nous reste à évaluer ( )( ) / | ,k k sz f b == ∂ ∂ b db  où ( )f =b  

( ( ))k k kb g y∑ b  est obtenue en remplaçant ( )sd  par b  
dans la formule de ˆ .wY  En notant que 1( ) / kb−∂ ∂ =A b  

1( ) ( ( ) /−− ∂A b A b 1) ( ) ,kb −∂ A b  où ( ) ,T
k k k kb c∑=A b x x  

nous obtenons 

1

1 1

( ( )) /

( ) ( )

ˆ( ( )) ( ) ( ) ( ) ( )

k k k

T
k k k k k

T T
k k k k k k

b g b

g b c

c b c

−

− −

∂ ∂

= −

− −

b

b x A b x

X X b A b x x A b x (3.2)

 

et pour l k≠  

1

1 1

( ( )) /

( ) ( )

ˆ( ( )) ( ) ( ) ( ) ( ).

l l k

T
k l l l

T T
k k k l l l

b g b

b c

c b c

−

− −

∂ ∂

= −

− −

b

x A b x

X X b A b x x A b x  (3.3)

 

Il découle maintenant de (3.2) et (3.3) que 

( ) / ( ) ( ),k k kf b g e∂ ∂ =b b b  (3.4) 

où 
( ) ( )T

k k ke y= −b x B b  (3.5) 

avec 1( ) ( ) ( ).k k k k kb c y− ∑=B b A b x  Par conséquent, 

( )( ) / |k k sz f b == ∂ ∂ b db  se réduit à 

( ( )) ,k k kz g s e= d  (3.6) 

où ˆ ˆavec ( ( )).T
k k ke y = s= − x B B B d  

L’estimateur de la variance de ˆ ,wY  résultant de (3.6), à 
savoir ( ),v z  tient compte des poids ,g  ( ( )),kg sd  
contrairement à l’estimateur de la variance par linéarisation 
type (voir, par exemple, Särndal et coll. 1991, page 237). Il 
concorde avec l’estimateur de la variance assisté par modèle 
de Särndal et coll. (1989). Il concorde aussi avec l’esti-
mateur de la variance par le jackknife linéarisé lorsque ce 
dernier est applicable (Yung et Rao 1996).  
3.2 Une classe générale de poids calés par régression  

Nous examinons maintenant une classe générale de poids 
calés par régression de la forme ( ) ( ) ( ( ))k k kw s d s h s= d  
avec 

( )1

( ( )) 1

ˆˆ( ) ( ) ,

k

T
k k l kl ll k

h s

c d s c−
≠

=

+ − +∑

d

X X Q x x (3.7)
 

où l’ eab  élément de Q̂  est donné par 

1

1

( )ˆ

( ) ( )

N
ab k k ak bkk

N N

k l kl ak blk l k

q d s c x x

d s d s c x x

=

= ≠

=

+

∑

∑ ∑
 

pour des constantes spécifiées kc  et ( ).kl lkc c=  La classe 
(3.7) couvre l’estimateur GREG ainsi que l’estimateur par 
régression linéaire « optimal » avec ( )kd s = (1/ ) ( ).k ka sπ  
Dans le premier cas, 0,klc =  tandis que dans celui de l’esti-
mateur par régression linéaire optimal, (1 ) /k k kc = − π π  et 

( ) /kl kl k lc = π − π π , ,kl k lπ ≠  où klπ  est la probabilité 
d’inclusion des deux éléments k  et l  dans l’échantillon s  
(Montanari 1998). 

Les poids calés ( )kw s  peuvent être réécrits sous la 
forme 

( ) ( )

( ) ( )( )

1ˆˆ( )

,

T
k k

k k k kl kl ll k

w s d s

d s c d s c

−

∗
≠

= + −

+∑

X X Q

x x
 

(3.8)
 

où ( ) ( ) ( ) / [ ( ) ( )],kl k l k ld s d s d s E d s d s= klc∗ =  
[ ( ) ( )]kl k lc E d s d s  et  

1 1
( ) ( ) .ˆ

N N N
ab k k ak bk kl kl ak blk k l k

q d s c x x d s c x x∗
= = ≠= +∑ ∑ ∑  

Notons que ( ) 1kEd s =  et ( ) 1.klEd s =  Si ( )kd s =  
(1/ ) ( ),k ka sπ  alors ( )kld s  se réduit à ( )kld s =  

( ) ( ) /k la s a s klπ  et * ( ) /( ).kl kl k l k lc = π − π π π π  Nous 
pouvons considérer l’estimateur par calage ŵY  résultant de 
(3.8) comme étant une fonction de totaux, en exprimant une 
forme quadratique sous forme d’un total de variables 
synthétiques (Sitter et Wu 2002). Par conséquent, nous 
pouvons utiliser la méthode de la section 2 et écrire 

(1) ( 2 )ˆ ( ( ), ( ), )wY f s s= =d d y ( )( ) ( ( ),kd s h s∑ d 1 ( )2 ( )) ks yd  
où ( )1 ( )s =d ( )sd  et ( )2 ( )sd  est le vecteur d’éléments 

( ), ,kld s k l<  arrangé en une série. Maintenant, de la même 
façon que nous avons calculé (2.3), nous obtenons 

ˆ ( ( ) 1)

2 ( ( ) 1)

w k kk

kl klk l

Y Y z d s

z d s<

− ≈ −

+ −
∑
∑∑
�

�
 

(3.9) 

où 

( 1 ) 2

( 1 ) 2

(1) ( 2 )
,

(1) ( 2 )
, 1

( , , ) ,

( , , ) ,

k k

kl kl

z f b

z f b

= =

= =

= ∂ ∂

= ∂ ∂

�

�

b b

b b

b b y

b b y

1 1

1

 

(1)
1( , ..., )T

Nb b= =b b et ( 2 )b  est le vecteur de nombres 
réels arbitraires , ,klb k l<  arrangé dans le même ordre que 
les éléments ( )kld s  dans ( 2 ) ( ).sd  En utilisant (3.9), un 
estimateur de la variance de ŵY  est donné approximative-
ment par l’estimateur de la variance de ( )k k kz d s∑ +�  

12 ( ),k kl klz d s<∑∑ �  représenté par ( ) ( )1 2( , ).v � �z z   
Puisque ( ) ( )1 2( , )v � �z z  comprend les valeurs inconnues kz�  

et ,klz�  nous remplaçons kz�  par (1)( ,kz f= ∂ b (2) , ) /b y  
( 1 ) ( 1 ) ( 2 ) ( 2 )( ), ( )

|k s s
b =∂

b d b d
 et klz�  par klz =  (1) ( 2 )( , ,f∂ b b  

( 1 ) ( 1 ) ( 2 ) ( 2 )( ), ( )
) / |kl s s

b =∂
b d b d

y  pour obtenir (1) ( 2 )( , ).v z z  
Malheureusement, l’estimateur de la variance (1) ( 2 )( , )v z z  
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comprend les moments de troisième et de quatrième ordres 
[ ( ) ( ) ( )]k l qE d s d s d s  et [ ( ) ( ) ( ) ( )]k l q rE d s d s d s d s  en 

plus des moments de deuxième ordre [ ( ) ( )],k lE d s d s  
tandis que l’estimateur de la variance des estimateurs par la 
régression généralisée ne nécessite que les deuxièmes 
moments. En particulier, si ( ) (1/ ) ( ),k k kd s a s= π  nous 
avons besoin des probabilités d’inclusion de troisième et de 
quatrième ordres klqπ  et ,klqrπ  ainsi que les probabilités 
d’inclusion de deuxième ordre .klπ  

Le calcul de kz  et klz  comprend les dérivées 
(1) ( 2 )[ ( , )] /l kb h b∂ ∂b b  pour l k=  et l k≠  et les dérivées 
(1) ( 2 )[ ( , )] /l klb h b∂ ∂b b  pour l k=  et .l k≠  Après simpli-

fication, nous obtenons. 
1ˆˆ[1 ( ) ]T

k k k kz c e− ∗= + −X X Q x  

et 
1ˆˆ( ) ,T

kl kl l kz c e− ∗ ∗= −X X Q x  

où 
ˆT

k k ke y∗ ∗= − x B  
avec 

1
( )

ˆˆ .
( ) ( )

k k k kk

k l kl l kk l k

d s c y

d s d s c y
∗ −

≠

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟+⎝ ⎠

∑
∑ ∑

x
B Q

x
 

Notons que l’estimation de la variance par linéarisation de 
Taylor habituelle comprend l’utilisation de ( ),v e∗  tandis 
que (1) ( 2 )( , )v z z  ferait intervenir les résidus ,ke∗  ainsi que 
les poids g  1 (+ −X 1ˆˆ )T

k kc−X Q x  et ˆ( )T−X X  
1ˆ .kl lc− ∗Q x  Si 0klc =  pour tout ,k l≠  alors 0klz =  et 

(1) ( 2 )( , )v z z  se réduit à ( )v z  avec kz  donné par (3.6). 
Donc, le résultat GREG de la sous-section 3.1 est un cas 
spécial.  
3.3 Équations d’estimation  

Nous examinons maintenant le paramètre vectoriel 

1( , ..., )T
p= θ θθ  défini explicitement ou implicitement 

comme étant de solution à “recensement” d’équations 
d’estimation 1( ) ( ) .N

kk =∑= =S uθ θ 0  On obtient un esti-
mation par calage 1

ˆ ˆ ˆ( , ..., )T
p= θ θθ  avec poids calés GREG 

( ) ( ) ( ( ))k k kw s d s g s= d  par la résolution des équations 
d’estimation sur l’échantillon : 

ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ,k kw s= =∑S uθ θ 0  (3.10) 

où ˆ( )ku θ  et ˆ ˆ( )S θ  sont des vecteurs de dimension ( 1)p ×  
(Binder 1983). Par exemple, pour la régression logistique 
avec le scalaire ,θ  nous avons ( ) ( ( )) ,k k k ku y p aθ = − θ  
où ( ) (k kp P yθ = = 1 )ka = exp( ) /(1 exp( ))k ka aθ + θ  et 

ka  est la variable prédictive. Notons que dans ce cas, ˆ ,θ  est 
la solution implicite de (3.10) et est obtenu itérativement par 
la méthode des scores de Newton-Raphson ou de Fisher. 

L’estimateur d’un ratio de totaux Y  et de kA a∑=  est 
obtenu en tant que solution explicite de (3.10) avec ( )ku θ =  

ˆ ˆˆ: ( ) / ( ) / .k k k k k ky a w s y w s a Y A∑ ∑− θ θ = =  Dans ce 
cas, θ̂  est une fonction des totaux estimés et, donc, notre 

méthode pour les fonctions de totaux est applicable. Il reste 
à évaluer ( ) / ,kf b∂ ∂b  où ( ) ( ) /k k kf b g y∑=b b  

( ) .k k kb g a∑ b  Nous avons 

1
1

( ) /

ˆ[ ( ( )) / ] ( ) ( ( ) ),

k

N

l l k l ll

f b

b g b A y f a−
=

∂ ∂ =

∂ ∂ −∑
b

b b b
 

où ˆ ( ) ( ) .l l lA b g a∑=b b  Maintenant, en utilisant (3.4) et 
(3.5), il est facile de vérifier que kz  se réduit à 

1ˆ( ( ))k k kz g s A e− ∗= d  

où 
ˆ ˆ( ) T

k k k ue u∗ = θ − x B  

avec ˆ
uB  obtenu à partir de B̂  en remplaçant ky  par 

ˆ( ).ku θ  Notons que les résidus ke∗  ont la même forme que 
les résidus GREG ke  avec ky  remplacé par ˆ( ).ku θ   

En général, la solution θ̂  des équations d’estimation 
(3.10) peut ne pas être exprimable sous forme d’une 
fonction des totaux estimés. Par conséquent, nous suivons 
l’approche de Binder (1983) et écrivons l’estimateur par 
linéarisation de la matrice des covariances de θ̂  sous la 
forme 

1 1ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆˆ( ) [ ( )] ( )[ ( )] ,L S
− −=v J JΣθ θ θ θ  (3.11) 

où ˆˆ ( ) ( ) /= −∂ ∂J Sθ θ θ  et ˆˆ ( )SSΣ θ  est la matrice des 
covariances estimée ˆ ˆ( ( )) ( )L SS=v S Σθ θ  évaluée à ˆ .=θ θ  
Binder (1983) a donné les conditions de régularité pour la 
validité de (3.11). En notant que ˆ ( )S θ  est un vecteur de 
totaux estimés dont les poids GREG sont ( ) ( ( )),k kd s g sd  
il découle de (3.6) et (3.11) que 

ˆ( ) ( )L z=v vθ  (3.12) 

où 
1ˆˆ[ ( )] ( ( ))k k kg s− ∗=z J d eθ  (3.13) 

avec 1( , ..., )T
k k kpe e∗ ∗ ∗=e  et 

ˆ ˆ( ) ; 1, ..., .kj jk k jue u j p∗ = θ − =x B  

En outre, nous obtenons ˆ
juB  à partir de ˆ

jB  en remplaçant 

ky  par ˆ( )jku θ  et ( )v z  est la matrice de covariance 
estimée du vecteur de totaux estimés ˆ ( ) ,k kd s∑=Z z  où 

ˆ( )jku θ  est le ej  élément de ˆ( ).ku θ  Le résultat (3.12) 
concorde avec l’estimateur de la variance par le jackknife 
linéarisé, ,JLv  pour l’échantillonnage stratifié à plusieurs 
degrés obtenu par Rao, Yung et Hidiroglou (2002). 

Le résultat (3.12) – (3.13) peut aussi être obtenu directe-
ment en écrivant θ̂  sous la forme ( ( ))f sd  et en évaluant 

kz = ( )( ) / | .k sf b =∂ ∂ b db  Nous dénotons par ˆ ( ) ( )f=b bθ  
la solution de ( ( )) ( ) ,k k kb g∑ =b u θ 0  c’est-à-dire 

ˆ( ( )) ( ( )) ,k k kb g =∑ b u bθ 0  (3.14) 
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Nous prenons maintenant la dérivée de (3.14) par rapport à 

kb  pour obtenir 

1

1

ˆ[ ( ( )) / ] ( ( ))

ˆ ˆ ˆ( ( ))[ ( ( )) / ( ( ))] ( ( )) / .

N

l l k l
l

N

l l l k
l

b g b

b g b

=

=

∂ ∂

+ ∂ ∂ ∂ ∂

∑

∑

b u b

b u b b b

θ

θ θ θ
 

(3.15)

 

En substituant (3.2) et (3.3) à ( ( )) /l l kb g b∂ ∂b  dans (3.15), 
nous obtenons (3.13) après simplification. Ce résultat 
montre que notre méthode est également directement appli-
cable aux estimateurs généraux θ̂  sous les conditions de 
régularité de Binder (1983).  
3.4 Une classe générale d’estimateurs par calage  

Les poids calés, ( ),kw s  associés à l’estimateur GREG 

ŵY  pourraient ne pas être systématiquement non négatifs. 
Pour contourner cette difficulté, on utilise souvent des poids 
généralisés calés par la méthode itérative du quotient (raking 
ratio). Ces poids sont toujours non négatifs, mais la méthode 
peut produire certaines valeurs extrêmes (Deville et Särndal 
1992). 

Les poids généralisés par la méthode itérative du quotient 
appartiennent à la classe 

ˆ( ) ( ) ( )T
k k kw s d s F= x λ  (3.16) 

avec ( ) ,aF a e=  où le multiplicateur de Lagrange λ̂  est 
déterminé en résolvant les équations de calage 

ˆ( ) ( ) ( ) .T
k k k kw s d s F= =∑ ∑ kx x x Xλ  (3.17) 

Les poids GREG correspondent à ( ) 1 ,F a a= +  auquel cas 
1ˆ ˆ( ( ) ) ( ).T

k k kd s −∑= −x x X Xλ   
En général, l’estimateur par calage ˆ ( )w k kY w s y∑=  

avec les poids ( )kw s  donnés par (3.16) pourrait ne pas être 
exprimable sous la forme d’une fonction de totaux estimés. 
Par conséquent, nous suivons l’approche de Binder (1983) 
et étendons ˆ( )T

kF x λ  autour de ,λ  où λ  représente la 
limite de probabilité de ˆ .λ  Nous obtenons 

ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ),T T T T
k k k kF F f≈ + −x x x xλ λ λ λ λ  (3.18) 

où ( ) ( ) / .f a F a a= ∂ ∂  En outre, en étendant les équations 
de calage (3.17) autour de ,λ  nous obtenons après simpli-
fication 

1ˆ ˆ ˆ( )−
λ λ− ≈ − −Q S Xλ λ  (3.19) 

où ˆ ( ) ( )T T
k k k kd s fλ ∑=Q x x xλ  et ˆ ( )k kd sλ ∑=S  

( ) .T
k kF x xλ  Notons que ˆ

λQ  ainsi que ˆ
λS  sont de la forme 

de totaux estimés. En substituant (3.19) dans (3.18), nous 
obtenons 

1ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ).T T T T
k k k kF F f −

λ λ≈ − −x x x x Q S Xλ λ λ (3.20) 

En utilisant l’approximation (3.20) dans (3.16), il s’ensuit 
que ŵY  est approximé par une fonction différentiable de 
totaux estimés. Donc, la théorie générale de la section 2 est 
applicable et il reste à évaluer ( ) ( )/ | ,k k sz h b == ∂ ∂ b db  où 

( ) ( )k k kh b g y∗∑=b b  avec 

( ) 1( ) ( ) ( ) ( ( ) )T T T
k k k kg F f∗ −

λ λ= − −b x x x Q b S b Xλ λ  

où ( ) ( )T T
k k k kb fλ ∑=Q b x x xλ  et ( )λ =S b  

( ) .T
k k kb F∑ x xλ  Après simplification, nous obtenons 

ˆ ˆˆ( ) ( ) ( ) ,T T T
k k k k k kz F y F eλ λ= − =x x B xλ λ  (3.21) 

où 

( ) 1ˆ ˆˆ ( ) ( ) ( ) ( ) .T T T
k k k k k k k kd s f d s f y

−
λ = ∑ ∑B x x x x xλ λ  

Singh et Folsom (2000) obtiennent un résultat comparable 
en utilisant une approche légèrement différente. 

Le résultat (3.21) peut aussi être obtenu directement par 
la même voie que (3.2) et (3.3) en écrivant ŵY  sous la forme 

( ( ))f sd  et en évaluant ( )( ) / | ,k k sz f b == ∂ ∂ b db  où 
( )f =b ( )k k kb g y∑ b  avec ˆ( ) ( ( )).T

k kg F=b x bλ  Nous 
avons 

( ( )) / ( )

ˆ ˆ( ( )) ( ( ) / ),

k k k k

T T
k k k k

b g b g

b f b

∂ ∂ =

+ ∂ ∂

b b

x b x bλ λ
 
(3.22)

 

et, pour l k≠  

ˆ ˆ( ( )) / ( ( )) ( ( ) / ).T T
l l k l l l kb g b b f b∂ ∂ = ∂ ∂b x b x bλ λ  (3.23) 

Pour évaluer ˆ ( ) / ,kb∂ ∂bλ  nous prenons les dérivées des 
équations de calage (3.17) avec ( )sd  remplacé par 

ˆ: ( ( )) .T
k k kb F∑ − =b x b x Xλ 0  Ceci nous donne 

ˆ( ( ))
ˆ ˆ( ( )) ( ( ) / )

T
k k

T T
l l l kl l

F

b f b

=
+ ∂ ∂∑

x b x

x b x x b

0 λ
λ λ

 

où 

( ) 1

ˆ ( ) /

ˆ ˆ( ( )) ( ( )) .

k

T T T
k k k k kk

b

b f F
−

∂ ∂ =

− ∑
b

x b x x x b x

λ

λ λ
 
(3.24)

 

Par substitution de (3.24) dans (3.22) et (3.23), nous 
obtenons (3.21) après simplification. 

Deville et Särndal (1992) montrent que la variance 
asymptotique de ŵY  pour une ( )F ⋅  générale est équi-
valente à la variance asymptotique de l’estimateur GREG 
qui comprend le coefficient de régression « de recense-
ment » .B  En utilisant ce résultat, ils obtiennent un estima-
teur de la variance de ŵY  pour une ( )F ⋅  générale, en rem-
plaçant B  par 1ˆ ( ( ) ) ( ) ,T

k k k k k kw s w s y−∑ ∑=B x x x  où 
ˆ( ) ( ) ( ).T

k k kw s d s F= x λ  La variable kz  résultante con-
corde avec notre kz  donnée par (3.21) si ( ) ( ),f a F a=  
c’est-à-dire dans le cas des poids obtenus par ajustement 
itératif généralisé. Dans le cas de l’estimateur GREG, nous 
avons ( ) 1 , ( ) 1F x x f x= + =  et ˆ =λ 1( ( ) )T

k k kd s −∑ x x  
ˆ( )−X X  Il s’ensuit facilement que ˆ( )T

kF x λ  se réduit au 
poids g  habituel ( ( ))kg s =d ˆ1 ( ) ( ( )T

k kd s∑+ −X X x  
1) ,T

k k
−x x  et que ˆT

k k ke yλ λ= −x B  se réduit à ke =  
ˆT

k ky − x B  avec 1ˆ ( ( ) )T
k k kd s −∑=B x x ( )kd s∑ .k kyx  

Notons que, dans ce cas, notre variable kz  est différente de 
celle de Deville et Särndal (1992), mais concorde avec une 
varaible kz  utilisée couramment (Särndal, Swensson et 
Wretman 1989). 
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En suivant les mêmes lignes qu’à la section 3.3, nous 
pouvons étendre notre méthode à des estimateurs définis 
implicitement, ˆ ,wθ  obtenus comme solutions des équations 
d’estimation (3.10) fondée sur les poids calés généraux 
(3.16). Nous omettons les détails par souci de simplicité. 

 
4. Échantillonnage à deux phases  

Nous étendons notre méthode à l’échantillonnage à deux 
phases, en supposant que l’estimateur θ̂  d’un paramètre θ  
peut être exprimé sous forme d’une fonction dérivable, 

(1)ˆ ˆ( , ),g Y X  des totaux, 1
ˆ ˆ ˆ( , ..., ) ,T

mY Y=Y  estimés à partir 
de l’échantillon de deuxième phase et des totaux, 

(1) (1) (1)ˆ ˆ ˆ( , ..., ) ,T
pX X=X  estimés à partir de l’échantillon 

de première phase uniquement. Ici 1
ˆ ( ) ,N
i k ikkY d s y=∑=  

1, ..., ,i m= (1) (1)(1)
1 11

ˆ ( ) , 1, ..., , ( )N
j jkk k kX d s x j p d s=∑= =  

représente le poids de sondage de première phase attaché au 
ek  élément avec 1( ) 0kd s =  si k  n’est pas dans 

l’échantillon de première phase 1,s  et ( )kd s  représente le 
poids de sondage final attaché au ek  élément avec 

( ) 0kd s =  si k  n’est pas dans l’échantillon de deuxième 
phase .s  En outre, le paramètre ( , ),gθ = Y X  avec 

1( , ..., )T
m=Y Y Y  et 1( , ..., )T

pX X=X  dénotant les 
vecteurs de totaux Y  et .X  Par exemple, l’estimateur par le 
quotient à deux phases, 2

ˆ ,RY  est de la forme 
(1)ˆ ˆ ˆ ˆ( , , ) :g Y X Xθ =   

( )

(1) (1)
2

(1)
1

ˆ
ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ

( )
( ) .

( )

R

k k
kk

k k

Y
Y X RX

X
d s y

d s x
d s x

= =

= ∑ ∑∑

 

(4.1)

 

Notons que 1 2
ˆ ˆ ˆ( , )TY Y=Y  avec 1 2

ˆ ˆ ˆ ˆ, ,Y Y Y X= =  et 
(1)ˆ =X (1)ˆ .X  En outre, (1)( , , ) .g Y X X Yθ = =  
Par souci de simplicité, considérons un ( )g ⋅  tel que 
1 ( )N g− ⋅  tend vers une limite. La linéarisation de Taylor de 

(1)ˆ ˆ ˆ( , )gθ = Y X  autour de ( , )Y X  donne 

( )

) ( )

( )

1

1

1

(1)
,

(1) (1) (1)
,

ˆ ˆ ˆ( , ) ( , )

ˆ( ( , )) ( )

ˆ( ( , ) ) ( ).

T

T

g g

g

g

= =

= =

θ − θ = −

≈ ∂ ∂ −

+ ∂ ∂ −

a Y a X

a Y a X

Y X Y X

a a a Y Y

a a a X X

 

(4.2)

 

Soit k kb∑=
�
Y y  et (1)(1)

kkb∑=
�
X x  pour les nombres 

réels arbitraires 1( , ..., )T
Nb b=b  et (1) =b  

(1) (1)
1( , ..., ) .T

Nb b  En outre, soit (1)( , )g =
� �
Y X (1)( , ,f b b  

(1), ) ( , ),y x f=A A b b  où yA  est une matrice de dimen-
sions m N×  dont la ek  colonne est k =x 1( , ...,kx  

) , 1, ..., ,T
kpx k N=  et xA  est une matrice de dimensions 

p N×  dont la ek  colonne est k =y 1( , ...,ky  
) , 1, ..., .T

kmy k N=  Maintenant, selon la démarche suivie 
pour obtenir (2.3) et en notant que ˆ =Y ( ),y sA d  

(1) (1)
1

ˆ, ( ), ,y x xs= = =Y A X A d X A1 1  nous pouvons 
montrer que (4.2) se réduit à 

(1) (1)
1

ˆ ( ( ) ) ( ( ) ),T Ts sθ − θ ≈ − + −� �z d z d1 1  (4.3) 

où 1( ) ( ( ), ..., ( ))T
Ns d s d s=d  et (1)

1( )s =d  
(1) (1)

1 11( ( ), ..., ( )) .T
Nd s d s  En outre, 1( , ..., )T

Nz z=� � �z  avec 
( 1 )

(1)
,

( , ) / | ,k kz f b = == ∂ ∂�
b b

b b
1 1

 et (1) (1)(1)
1( , ..., )T

Nz z=� � �z  
avec ( 1 )

(1) (1)(1)
,

( , ) / | .k kz f b = ==∂ ∂�
b b

b b
1 1

 Il découle de (4.3) 
qu’un estimateur de la variance de θ̂  est donné approxima-
tivement par l’estimateur de la variance du total estimé 

( )k kd s z∑ +� (1) (1) (1) (1)
1

ˆ ˆ( ) ( ) ( ).k kd s z Y z X z∑ = +� � �  Nous 
dénotons le dernier estimateur de la variance par (1)( , ).v z z� �  
Maintenant, nous remplaçons kz�  et (1)

kz�  par 
(1) (1)

1

(1)
( ), ( )

( , ) / |k k s
z f b = == ∂ ∂

b d s b d
b b  et (1) (1)( , ) /kz f= ∂ b b  

( 1 ) ( 1 )
1

(1)
( ), ( )

| ,k s
b = =∂

b d s b d
 respectivement, puisque kz�  et (1)

kz�  
sont inconnus. Ceci nous donne un estimateur de la variance 
par linéarisation. 

(1)ˆ( ) ( , ).Lv v z zθ =  (4.4) 

Nous considérons maintenant le cas spécial d’un 
estimateur par « double extension » ˆ ( ) ( )k kY y d s y∑=  
avec ( )kd s = 1

1k
−π 1

2 /1k
−π  pour k s∈  et l’estimateur 

d’Horvitz-Thompson (H-T) (1)ˆ ( )X x = (1)
1( ) kkd s x∑  avec 

(1) 1
1 1( ) kkd s −= π  pour 1,k s∈  où 1kπ  est la probabilité 

d’inclusion de l’élément k  dans 1s  et 2 /1kπ  est la 
probabilité conditionnelle d’inclusion de l’élément k  dans 
s  sachant 1.s  Dans ce cas, un estimateur de type H-T sans 
biais de (1)ˆ ˆ( ) ( )Y y X x+  est donné par 

( )
1

1 1 1

, 1 1 1

1 1 1

, 1 1 1 1

2 /1 2 /1 2 /1

, 2 /1

,

2

kl k l k l

k l s kl k l

kl k l k l k l

k l s k l k lkl

kl k l k l

k l s kl k l

x x
v y x

y y y x

y y

∈

∗
∈

∗ ∗
∈

π − π π
=

π π π
π − π π ⎛ ⎞+ +⎜ ⎟π π π ππ ⎝ ⎠
π − π π

+
π π π

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

 

(4.5)

 

où 1 2 /1 1 2 /1 1, ,k k k kl kl kl kl
∗ ∗π = π π π = π π π  est la probabilité 

d’inclusion des deux éléments k  et l  dans 1s  et 2 /1klπ  
est la probabilité conditionnelle d’inclusion des deux 
éléments k  et l  dans s  sachant 1.s  Un preuve de (4.5) 
est donnée en annexe. L’estimateur de la variance (4.4) 
s’obtient à partir de (4.5) en remplaçant ky  et kx  par kz  
et (1) ,kz  respectivement. 
 
Exemple 4.1 Nous illustrons le calcul de (1)( , )v z z  pour 
l’estimateur par le quotient à deux phases 2

ˆ ,RY  donné par 
(4.1), pour le cas spécial de l’échantillonnage aléatoire 
simple aux deux phases : 1s  est un échantillon aléatoire 
simple de taille n  et s  est un sous-échantillon aléatoire 
simple de taille m  tiré à partir de 1.s  Dans ce cas, 

1 /k n Nπ =  et 2 /1 / .k m nπ =  En outre, il découle de (4.1) 
que, pour le plan de sondage à deux phases général, 
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(1) (1)ˆ ˆ
ˆ( )

ˆ ˆk k k k

X X
z y Rx e

X X
= − =  (4.6) 

et 
(1) ˆ .kkz Rx=  (4.7) 

Sous échantillonnage aléatoire simple aux deux phases, 
(4.6) et (4.7) se réduisent à (1)( / )k kz x x e=  et 

(1) ( / ) ,kkz y x x=  où ( / ) ,k k ke y y x x y= −  et x  sont les 
moyennes d’échantillon de deuxième phase de y  et x  
respectivement, et (1)x  est la moyenne d’échantillon de 
première phase de .x  Maintenant, en substituant kz  et (1)

kz  
à y  et x  dans (4.5) et en notant que 1klπ =  

( 1) /[ ( 1)],n n N N− −  2 /1 1( 1) /[ ( 1)],k kkm m n nπ = − − π =  

1kπ  et 2 /1 2 /1,kk kπ = π  nous obtenons 

2 2 2
2 1

2(1)
2 2

2

(1)
2

1 1ˆ ˆ( )

1 1

1 1 ˆ2 ,

L R x

e

ex

v Y N R s
n N

x
N s

m n x

x
N R s

n N x

⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞+ −⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞+ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

(4.8)

 

où 

1

2 1 (1) 2
1

2 1 2
2

1
2

ˆ / , ( 1) ( ) ,

( 1) ( ) ,

( 1) ( ) ( )

x kk s

e kk s

ex k kk s

R y x s n x x

s m e e

s m e e x x

−
∈

−
∈

−
∈

= = − −

= − −

= − − −

∑
∑
∑

 

et e  est la moyenne d’échantillon de deuxième phase de .e  
La formule (4.8) concorde avec la formule établie par Rao et 
Sitter (1995). Elle diffère de la formule habituelle 
(Sukhatme et Sukhatme 1970, page 176) qui omet d’utiliser 
l’entièreté des données x  1{ , }.kx k s∈  Rao et Sitter (1995) 
ont démontré par simulation que 2

ˆ( )L Rv Y  est plus efficace 
que l’estimateur de la variance habituel. En outre, 2

ˆ( )L Rv Y  
donne de meilleurs résultats en ce qui concerne le suivi de 
l’erreur quadratique moyenne conditionnelle de 2

ˆ ;RY  voir 
Rao et Sitter (1995, section 3) pour des précisions sur 
l’étude en simulation. 

 
Conclusion  

Nous avons présenté une approche unifiée de calcul 
d’estimateurs de la variance par linéarisation de Taylor et 
nous l’avons appliquée à divers problèmes. Elle mène 
directement à un estimateur de la variance présentant 
certaines propriétés désirables, du moins dans un certain 
nombre de cas particuliers importants, notamment l’absence 
approximative de biais pour la variance fondée sur un 
modèle de l’estimateur sous un modèle hypothétique et la 
validité sous l’échantillonnage répété conditionnel. Il serait 
utile de déterminer si ce genre de propriétés désirables 

tiennent aussi pour des cas plus complexes, comme la classe 
générale d’estimateurs par calage (section 3.2), les 
estimateurs fondés sur les équations d’estimation (section 
3.3) et l’échantillonnage à deux phases (section 4). À 
l’heure actuelle, nous étudions diverses extensions de notre 
méthode, y compris l’estimation de la variance sous 
imputation pour la non-réponse partielle et l’estimation de la 
variance à partir de données d’enquête longitudinales. 
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Annexe  

Estimateur de la variance sans biais de 
Y y X x( 1 )ˆ ˆ( ) ( )+   

La variance de (1)ˆ ˆ( ) ( )Y y X x+  est la somme de la 
variance de ˆ ( ),Y y  de la variance de (1)ˆ ( )X x  et de deux 
fois la covariance de ˆ ( )Y y  et (1)ˆ ( ).X x  Un estimateur sans 
biais de type H-T de ˆ[ ( )]V Y y  est donné par Särndal, 
Swensson et Wretman (1991, chapitre 9, page 348) : 

1 1 1

, 1 1

2 /1 2 /1 2 /1

, 2 /1

ˆ[ ( )]

.

kl k l k l

k l s k lkl

kl k l k l

k l s kl k l

y x
v Y y

y y

∗
∈

∗ ∗
∈

π − π π
=

π ππ

π − π π
+

π π π

∑ ∑

∑ ∑
 

(A.1)

 

Un estimateur sans biais de type H-T de (1)ˆ[ ( )]V X x  est 
donné par 

1

1 1 1(1)

, 1 1 1

ˆ[ ( )] .kl k l k l

k l s kl k l

x x
v X x

∈

π − π π
=

π π π∑ ∑  (A.2) 

En outre, 
(1) (1)

2

(1)
2 2

ˆ ˆ ˆ ˆCov[ ( ), ( )] Cov [ ( ), ( )]

ˆ ˆCov[ ( ( )), ( ( ))],

Y y X x E Y y X x

E Y y E X x

=

+
 

où 2E  et 2Cov  représentent l’espérance conditionnelle et la 
covariance conditionnelle sachant 1.s  En notant que 

(1) (1) (1)
2 2

ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ), ( ) ( )E Y y X y E X x X x= =  
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et 2Cov (1)ˆ ˆ[ ( ), ( )]Y y X x  nous obtenons 

(1) (1) (1)ˆ ˆ ˆ ˆCov[ ( ), ( )] Cov[ ( ), ( )].Y y X x X y X x=  

Un estimateur sans biais de type H-T de (1)ˆ2Cov[ ( ),X y  
(1)ˆ ( )]X x  est donné par 

(1) (1)

1 1 1

, 1 1

ˆ ˆ2Cov[ ( ), ( )]

2 .kl k l k l

k l s k lkl

X y X x

x x
∗

∈

π − π π
=

π ππ
∑ ∑

 
(A.3)

 

La somme de (A.1), (A.2) et (A.3) est équales (4.5). 
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Commentaire 

Phillip S. Kott 1 
 

                                                           
1. Phillip S.Kott, USDA / NASS, 3251 Old Lee Hwy, Fairfax, VA 22030, États-Unis. 

  
L’article traite d’un nombre impressionnant de contextes, 

dont bon nombre n’ont été étudiés que récemment dans la 
littérature, souvent par le professeur Rao lui-même. Je n’ai 
que peu de chose à dire ici au sujet des fonctions d’esti-
mation avec poids calés ou de l’échantillonnage à deux 
phases, si ce n’est (principalement) que je suis d’accord 
avec les solutions préconisées dans le texte. Je me con-
centrerai plutôt sur trois applications, à savoir l’estimateur 
par le quotient sous échantillonnage aléatoire simple discuté 
dans l’introduction, la classe générale de poids calés par 
régression décrite à la section 3.2 et la classe générale 
d’estimateurs par calage décrits à la section 3.4. Je 
terminerai par une question sur l’estimateur de la variance 
par linéarisation sous la forme d’Horvitz-Thompson 
complète qui me tracasse depuis un certain temps.  
Le quotient sous échantillonnage aléatoire simple 
 

Avant de commencer, permettez-moi d’avouer un 
certain scepticisme quant à la méthode générale proposée 
à la section 2. Selon moi, les techniques de cette sorte 
donnent les meilleurs résultats lorsqu’on connaît déjà la 
réponse. Godambe et Thompson (1986) ont essayé 
d’utiliser des fonctions d’estimation pour trancher une 
controverse existant à l’époque au sujet du meilleur 
estimateur de la variance pour le quotient sous échan-
tillonnage aléatoire simple. Selon la notation présentée 
dans le texte, ils ont démontré que LvxX 2)/(  était le 
moyen correct d’estimer la variance d’un estimateur par 
le quotient, ˆ ( / ) .RY X x y  Plus tard, Binder (1996) les a 
corrigés. Il a montré que, si l’on procède correctement, 

2( / )JL Lv X x v  est produit d’après les techniques de 
fonction d’estimation. Cela facilitait les choses qu’il 
sache déjà quelle était la meilleure réponse. 

Comme l’énoncent Demanti et Rao, l’estimateur JLv  a à 
la fois de bonnes propriétés sous randomisation (plan de 
sondage) et de bonnes propriétés sous un modèle (ici et dans 
la suite j’omets la qualification « sous des conditions faibles 
que je suppose vérifiées »). En fait, quand /n N  est petit au 
point d’être ignorable, JLv  a un biais relatif de (1/ )O n  en 
tant qu’estimateur de la variance fondée sur un modèle de 
ˆ .RY  Si les ky  ne sont pas corrélés, alors cela n’est pas vrai 

uniquement quand 2( )m k kV y x= σ  tel qu’énoncé dans le 
texte, mais, de façon plus générale, quand 2( ) .m k kV y = σ  
Malheureusement, le résultat est moins général si /n N  
n’est pas petit au point d’être ignorable. Dans ce contexte, 
quand les ky  ne sont pas corrélés et que 2( ) ,m k kV y x= σ  

un estimateur plus approprié de la variance fondée sur un 
modèle de RŶ  est 2[( / ) ( / )( / )]mv X x n N X x= −  

1[1 ( / )] Ln N v−−  (Kott et Brewer 2001). Comme un esti-
mateur de l’erreur quadratique moyenne sous randomisation 
de ˆ ,R mY v  a un biais relatif de (1/ ),O n  tout comme JLv  
et .Lv  

Quand on utilise l’échantillonnage aléatoire simple en 
pratique, la fraction d’échantillonnage est presque toujours 
faible. Donc, JLv  est un estimateur de la variance/erreur 
quadratique moyenne séduisant et je ne critique que 
faiblement Demnati et Rao de le préconiser.  
Une classe générale de poids calés par régression 
 

Je généraliserais personnellement les résultats de la 
section 3.1 d’une autre façon que celle décrite par les 
auteurs à la section 3.2. À l’exemple d’Estavao et Särndal 
(2002), je remplacerais k kc x  dans l’équation (3.1) par un 
vecteur kq  ayant la même dimension que .kx  Le reste de 
la section se déduit facilement. 

Un choix pour kq  est 

(1) ( ) /( ),k kj k j j k j
j U∈

= π − π π π π∑q x  

dont l’utilisation aboutit à une variante de l’estimateur par 
régression optimal sous randomisation proposée par Tillé 
(1999). Observons que 1

(1) (1)( ) ( )T T
U Uk k k ky−∑ ∑ =q x q  

1ˆ[Var( )]−X ˆ ˆCov( , ),YX  où Var et Cov représentent les 
propriétés fondées sur la randomisation. 

Un autre choix, étudié indirectement par Demnati et Rao 
et aboutissant aussi à une variante de l’estimateur optimal 
sous randomisation, est 

( 2 ) ( ) /( ).k kj k j j kj j
j s∈

= π − π π π π∑q x  

Puisque ( 2 ) kq  est une fonction de l’échantillon, les auteurs 
nous entraînent dans les complications de la section 3.2. 
Cela n’est nécessaire que pour l’inférence fondée sur la 
randomisation. J’aurais choisi une autre voie. Observons 
que ( 2 ) (1)( ) ( ) (1/ ).k k k k pd s d s O n− =q q  Le remplace-
ment de l’un par l’autre a un effet asymptotiquement 
ignorable sur ( )kw s  (autrement dit, la différence relative 
est (1/ )).pO n   
Une classe générale d’estimateurs par calage 
 

Une généralisation faible de l’équation (3.16) permet 
d’utiliser des poids calés de la forme 

ˆ( ) ( ) ( ),T
k k kw s d s F= q λ  
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où kq  a de nouveau la même dimension que .kx  Par souci 
de commodité, on suppose que F  est positive et dérivable 
deux fois au voisinage de T

k .q λ  Sans perte de généralité, on 
peut supposer que λ  (la limite de λ̂ ) est ,0  et que 

(0) 1.f >  Si ĜCY = ( )U k kw s y∑  est un estimateur 
convergent sous randomisation, et je suppose qu’il l’est, 

(0)F  est égale à 1. 
Un développement parallèle à celui présenté dans le texte 

mène en dernière analyse à 

ˆ ˆˆ( ) ( ) ( ) ,T T T
k k k k k kz F y F eλ λ= λ − =q x B q λ  

où ˆ
λ =B 1ˆ ˆ[ ( ) ( ) ] ( ) ( )T T T

k k k k k kd s f d s f−∑ ∑q q x qλ λ  
.k kyq  La présence de ( )f ⋅  dans l’expression de ˆ

λB  est 
peut-être une surprise, mais, comme il s’avère, elle n’est pas 
significative dans ce contexte. Pour l’inférence sous le 
modèle de prédiction, ( ) ,T

m k k kE y =x x β  la dérivée peut 
être remplacée par toute constante sans conséquence 
asymptotique; ˆ

λB  demeure un estimateur sans biais fondé 
sur le modèle pour .β  Pour l’inférence fondée sur la 
randomisation, puisque ˆ (1/ )T

k pO n=q λ  et (0),F  
(0) 0, kf z>  ne serait pas affecté asymptotiquement si on 

remplaçait ˆ( )T
kf q λ  par 1 ou par ˆ( ).T

kF q λ  
Par contre, les choses changent si nous approfondissons 

un peu les choses. Fuller, Loughin et Baker (1994) ont 
utilisé le calage pour corriger pour la non-réponse totale en 
traitant la réponse d’échantillon comme une deuxième phase 
d’échantillonnage. Il suppose que chaque élément k  de la 
population a une probabilité de Poisson de réponse 
d’échantillon, 2 ,kπ  qui ne dépend pas du fait qu’il soit 
effectivement sélectionné dans l’échantillon ou non. Ils 
supposent en outre que 2 1/(1 ),T

k kπ = + x λ  où λ  est 
inconnu et estimé implicitement par calage. Ici, nous 
généralisons cela et supposons que 2 1/ ( ),T

k kFπ = q λ  où 
F  est connue, positive et dérivable deux fois. En pratique, 

kq  sera vraisemblablement identique à ,kx  mais il peut être 
raisonnable de remplacer une ou plusieurs composantes de 

kx  par des variables que l’on suppose être plus fortement 
corrélées avec la réponse/non-réponse. 

En redéfinissant s  comme étant l’échantillon répondant 
et ( )kd s  comme étant 1(1/ )kπ  quand ,0k s∈  autrement, 
tout se passe comme avant. La différence est que ˆ( )T

kf q λ  
dans ˆ

λB  ne doit plus être asymptotiquement identique sur 
les .k  Donc, le terme peut avoir de l’importance même 
dans le cas d’un grand échantillon. 

Maintenant ˆ( ) ( ( ) ),UGC k kV Y V d s z∑≈  où ( )U k kd s z∑ =  
ˆ( ) ( )T

U k k kd s F e λ∑ q λ  est l’estimation par double expan-
sion. En substituant ˆ1/ ( )T

kF q λ  à 2 ,kπ  l’estimateur de la 
variance de GCŶ  devient (d’après l’équation (A.1) avec 

2 /1kjπ = 2 2 2kj k jπ π π  

1 1 1 1
,

2 2
1

ˆ( ) [( ) / ]

ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( )

ˆ ˆ{[ ( )] [ ( )]}[ ( ) ] .

GC kj k j kj
k j s

T T
k k k j j j

T T
k k k k k

k s

v Y

d s F e d s F e

F F d s e

∈

λ λ

λ
∈

= π − π π π

+ π −

∑

∑

λ λ

λ λ

q q

q q

 

Ceci diffère de l’estimateur de la variance présenté dans 
Folsom et Singh (2000), principalement parce que ces 
auteurs supposent que l’échantillon original est sélectionné 
selon un plan d’échantillonnage stratifié à plusieurs degrés 
avec remise au premier degrés. Cela, entre autres choses, 
annule la deuxième sommation dans le deuxième membre. 

Non seulement ˆ( )GCv Y  estime l’erreur quadratique 
moyenne sous quasi-randomisation de ĜCY − « quasi » 
parce qu’on émet l’hypothèse d’un modèle de réponse – 
mais il estime aussi la variance fondée sur un modèle de 
ˆ .GCY  En fait, le biais relatif de ˆ( )GCv Y  sous le modèle de 

prédiction, ( )| , ,m k k k kE y =x q x β  est (1/ )O n  quand les 

ky  ne sont pas corrélés et ( | , ) ,T
m k k k kV y =x q x γ  où γ  

(comme β ) ne doit pas être spécifié. Étonnamment, le 
deuxième terme de ˆ( )GCv Y  fournit la correction fondée sur 
le modèle que j’ai recommandée pour l’estimateur par le 
quotient sous échantillonnage aléatoire simple en l’absence 
de non-réponse.  
L’estimateur de la variance « par remplacement » 
fonctionne-t-il réellement pour la forme d’Horvitz-
Thompson complète?  

Comme je l’ai mentionné entre parenthèses au début, j’ai 
omis la phrase clé « sous des conditions faibles que je 
suppose être vérifiées » à plusieurs reprises dans ces 
commentaires. Maintenant, je veux examiner ce que 
pourrait être une de ces conditions. Il est typique, en esti-
mation de la variance, de remplacer les valeurs de popu-
lation (ou de modèle) par les valeurs d’échantillon corres-
pondantes, puisque les écarts sont asymptotiquement 
ignorables. C’est ce que font, par exemple, Demnati et Rao 
dans l’équation (2.4) quand ils remplacent kz  par .kz  La 
question que j’aimerais soulever, et dont je ne connais pas la 
réponse, est la suivante. Supposons qu’on estime un total au 
moyen d’un estimateur par calage. Le total est ( ),O N  et 

( ) ( ).O n O N=  La variance fondée sur le modèle et l’erreur 
quadratique moyenne sous randomisation de l’estimateur 
sont aussi ( ).O n  Est-il légitime de remplacer kz  par ,kz  
où k kz z− = (1/ ),PO n  quand il existe ( 1) / 2n n −  
termes dans l’estimateur de la variance/erreur quadratique 
moyenne d’Horvitz-Thompson ou de Yates-Grundy? Dans 
la plupart des applications pratiques la question ne se pose 
pas, parce que l’estimateur de la variance peut être 
réexprimé avec ( )O n  termes. Qu’en est-il si ce n’est pas le 
cas? 
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Permettez-moi de conclure ces remarques en remerciant 
MM. Demnati et Rao de leur article stimulant, ainsi que 
Techniques d’enquête de l’avoir publié et de m’avoir permis 
de faire certains commentaires. 
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Commentaire 

Babubhai V. Shah 1 
 

                                                           
1. Babubhai V. Shah, SAFAL Institute, Inc. Courriel : babushah@earthlink.net. 

  
Il s’agit d’un article excellent qui estompe le mystère qui 

sous-tend la linéarisation de Taylor. La plupart des 
applications d’analyse de données font usage des poids 
d’Horvitz-Thompson qui sont les inverses des probabilités 
de sélection. La prescription la plus simple pour calculer la 
linéarisation pour un estimateur θ̂  est la suivante :  

1. Pour chaque observation, créer une nouvelle variable 
ˆ / ,i iz w= ∂ θ ∂  où iw  est l’inverse de la probabilité 

de sélection pour la ei  observation sélectionnée dans 
l’échantillon. Quand l’estimateur θ̂  est défini 
implicitement au moyen d’équations d’estimation, la 
dérivée peut être calculée par différenciation des 
équations implicites.  

2. Définir le total pondéré ˆ .i iT w z∑=   
3. Calculer la variance V̂  du total T̂  basée sur le plan 

de sondage.  
4. La variance V̂  est la variance approximative de 

l’estimateur ˆ .θ   
Si le paramètre θ  est un vecteur, alors la variable iz  et 

le total T  sont aussi des vecteurs et V̂  est une estimation 
approximative de la matrice des variances-covariances de 
l’estimateur ˆ .θ  

Les étapes (1) et (2) susmentionnées produisent la 
linéarisation correcte dans les cas suivants :  

a. moyennes, proportions et estimations de ratio;  
b. modèles de régression linéaire généralisée;  
c. valeur marginale prédite pour un modèle linéaire 

généralisé;  
d. estimation de la moyenne d’après des données 

imputées par régression;  
e. modèles de régression linéaire généralisée avec 

poids calés;  

f. test de la somme des rangs pour deux échantillons 
de Wilcoxon;  

g. estimations des coefficients et du taux de risque 
dans le modèle à risques proportionnels de Cox;  

h. estimations de la survie marginale prédite dans le 
modèle à risques proportionnels de Cox;  

i. enquête par échantillonnage à deux phases.  
À l’étape (1), la dérivation est définie de façon unique, ne 

contient pas la vraie valeur du paramètre ,θ  et ne nécessite 
pas le remplacement par l’estimateur ˆ .θ  

L’indépendance de l’étape (3) pour le calcul de la 
variance à partir de la linéarisation aux étapes (1) et (2) est 
bien démontrée par la discussion sur l’échantillonnage à 
deux phases de la section 4. Dans la plupart des cas, on 
suppose qu’on a à faire à un plan de sondage avec remise 
pour estimer la variance du total à l’étape (3). Naturelle-
ment, on pourrait obtenir une meilleure estimation de la 
variance du total en utilisant toute l’information disponible 
sur le plan de sondage. Pour un plan d’échantillonnage à 
deux phases, on peut exécuter l’étape (1) en utilisant les 
poids d’Horvitz-Thompson pour la première phase et en 
traitant les multiplicateurs im  comme des données. Le 
multiplicateur im  est nul si l’observation i  n’est pas 
sélectionnée à la deuxième phase et est égal à l’inverse de la 
probabilité conditionnelle 1

2 /1.k
−π  L’étape résultante (2) 

produit le même total que celui présenté au paragraphe 
compris entre les équations (4.3) et (4.4). La discussion 
subséquente, à la section 4, décrit le moyen approprié 
d’estimer la variance de ce total pour un plan d’échantil-
lonnage à deux phases sans remise à chaque phase, et ce 
calcul est indépendant de la linéarisation. 

Les étapes (1) et (2) génèrent la linéarisation 
appropriée dans tous les cas connus, sauf celui, comme le 
quantile, où l’estimateur n’est pas une fonction continue 
des poids .iw   
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Commentaire 

Chris Skinner 1 
 

                                                           
1. Chris Skinner, Southampton Statistical Sciences Research Institute, University of Southampton, Southampton S017 1BJ, United Kingdom. Courriel : 

cjs@socsci.soton.ac.uk. 

  
Les approches de linéarisation et de rééchantillonnage 

fournissent deux classes générales de méthodes d’estimation 
de la variance dans les enquêtes. Toutes deux ont des 
avantages relatifs et il semble important de leur garder à 
chacune une place dans la « trousse d’outils » du statisticien 
d’enquête. Le présent article approfondit notre compré-
hension des méthodes de linéarisation, propose une procé-
dure générale pour générer ce genre d’estimateur de la 
variance de façon unique et fournit des exemples utiles de 
son application dans certains domaines importants. 

Une méthode de linéarisation consiste à approximer la 
variance d’une statistique d’intérêt par la variance d’une 
statistique linéaire pour laquelle on suppose qu’il existe un 
estimateur de la variance approprié. La question principale 
ici est la méthode utilisée pour déterminer la statistique 
linéaire. La méthode type suppose que la statistique d’intérêt 
peut être exprimée sous forme d’une fonction dérivable d’un 
vecteur de statistiques linéaires (de dimension fixe) et utilise 
le développement en série de Taylor pour déterminer l’ap-
proximation. L’approche proposée dans le présent article 
s’applique à une classe plus générale de statistiques pon-
dérées d’après l’échantillon, illustrées par les exemples 
complexes des sections 3.2 et 4. L’estimateur de la variance 
est construit par différentiation de la statistique par rapport 
aux poids d’échantillonnage. L’approche de l’approxima-
tion linéaire est étroitement liée aux méthodes fondées sur la 
fonction d’influence (par exemple, les équations 1.6 et 1.13) 
et l’article fournit une revue utile de ce genre de méthodes à 
la section 1. Les auteurs notent qu’il n’est pas facile de 
vérifier la validité de ces méthodes pour les statistiques qui 
ne sont pas des fonctions lisses de (un nombre fixe de) 
statistiques linéaires et il serait intéressant de savoir à quel 
point l’approche proposée fournit effectivement des esti-
mateurs de la variance valides pour des statistiques, comme 
les quantiles, qui ne sont pas de cette forme. 

Une caractéristique importante de l’approche proposée, 
qui assure la construction unique de l’estimateur de la 
variance, est que les dérivés sont calculés à des valeurs 
fondées sur l’échantillon réalisé, sans aucune évaluation 
initiale de la statistique d’approximation linéaire aux valeurs 
théoriques de population. Ce genre d’évaluation initiale 
pourrait effacer le caractère unique, par exemple, si de 
l’information auxiliaire est disponible sur une moyenne de 

population, ,X  et qu’on suppose que cette valeur est égale à 
la valeur limite d’une statistique d’échantillon corres-
pondante, .x  Pour des statistiques qui sont des fonctions 
lisses de statistiques linéaires, il semble que l’estimateur de 
la variance généré par la méthode proposée puisse aussi être 
construit par les méthodes classiques de développement en 
série de Taylor, à condition qu’aucune simplification initiale 
de l’estimateur de la variance ne soit faite en se fondant sur 
ce genre d’hypothèse au sujet de l’information auxiliaire. 
Une telle construction pourrait, cependant, être moins 
précise que l’approche proposée. 

Les hypothèses associées aux méthodes de linéarisation 
qui diffèrent de celles de l’approche proposée, comme celle 
selon laquelle une valeur auxiliaire X  est la valeur 
théorique limite d’une valeur d’échantillon ,x  sont fondées 
sur des lois inconditionnelles et, par conséquent, on pourrait 
s’attendre à ce que l’intégration de ce genre d’hypothèse 
dans un estimateur de la variance puisse endommager les 
propriétés conditionnelles de la méthode, particulièrement 
en ce qui a trait à des statistiques telles que .x  La procédure 
proposée évite de dépendre de ce genre d’hypothèse et, 
grâce au calcul des dérivés pour des valeurs réalisées 
d’échantillon, devrait, en principe, pouvoir suivre les pro-
priétés conditionnelles de plus près. (Il semble exister un pa-
rallèle avec les arguments d’Efron et de Hinkley (1978) en 
faveur de l’information observée par opposition à l’infor-
mation attendue, quoique le contexte soit assez différent.) 

Éviter de dépendre de ce genre d’hypothèse pourrait 
non seulement améliorer les propriétés conditionnelles de 
l’approche proposée, mais aussi protéger l’estimateur de la 
variance contre les effets éventuellement biaisants des 
erreurs non dues à l’échantillonnage. L’information de 
population auxiliaire pourrait différer des valeurs limites 
de la statistique d’échantillon correspondante, à cause de la 
non-réponse ou de la non-couverture, ou à cause de diver-
gences dans la façon dont les variables auxiliaires sont 
mesurées. Dans de telles circonstances, les méthodes de 
linéarisation qui diffèrent de l’approche proposée 
pourraient donner lieu à une estimation de la variance non 
convergente. Pour cette raison, Fuller (2002, page 10) 
recommande d’utiliser les poids g  dans (3.6), tel qu’il est 
proposé, particulièrement en présence de non-réponse 
(page 15). En ce qui concerne le dernier cas, il semble 
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intéressant de noter que la validité de la procédure 
proposée ne semble pas dépendre de l’exigence que 

( ( )) ,E s =d 1  à condition que 1 soit remplacé par 
( ( ))E sd  dans le développement à la section 2. En 

particulier, si s représente les réponses totales et que la 
non-réponse peut être représentée par échantillonnage de 
Poisson avec probabilité de réponse inconnue, alors 
l’approche proposée d’estimation de la variance pourrait 
encore être convergente (quand elle est fondée sur de 
nombreux estimateurs types de la variance pour des 
statistiques linéaires), même si ( )d s  est basé uniquement 
sur des probabilités d’inclusion d’échantillon. 

Julia d’Arrigo et moi-même avons récemment étudié les 
propriétés des estimateurs de la variance par linéarisation 
sous non-réponse lors d’études en simulation réalisées dans 
le cadre du projet de recherche DACSEIS (www.dacseis.de) 
en utilisant des données provenant de l’Enquête sur la 
population active du Royaume-Uni et de l’Enquête sur les 
revenus et les dépenses d’Allemagne. Nous avons considéré 
divers estimateurs par calage sous modèle de Poisson pour 
la non-réponse totale qui étaient ignorables étant donné les 
variables de calage, en utilisant des estimateurs types de la 
variance pour les statistiques linéaires sous échantillonnage 
stratifié à plusieurs degrés. Nous avons effectivement 
constaté que la non-réponse pourrait induire des biais 
importants dans les estimateurs de la variance par 
linéarisation si ceux-ci ne tiennent pas compte des poids g  
pour l’estimation GREG (section 3.1) ou du terme 

ˆ( )T
kF x λ  dans (3.21). Ce genre de biais est absent dans 

l’approche proposée. 
Nous avons également étudié les estimateurs par calage 

de rechange discutés à la section 3.4. Les résultats théo-
riques de Deville et Särndal (1992) selon lesquels la 
variance asymptotique de wŶ  ne dépend pas de la forme de 
la fonction ( )F ⋅  est fondée sur l’hypothèse que 

( )k kd s∑ x  est convergent pour .X  Cette hypothèse, qui 
n’est parfois pas vérifiée sous diverses sources d’erreur non 
dues à l’échantillonnage, n’est pas requise pour l’approche 
proposée. Donc, la statistique linéaire approximative 
appropriée (sous des écarts par rapport à cette hypothèse) est 
définie par (3.21) et l’estimateur de la variance résultant 
peut dépendre de la forme de ( ),F ⋅  même asymptotique-
ment. Les estimateurs types de la variance par linéarisation 
dans lesquels ˆ( ) ( )T

k kd s f x λ  dans ˆ
λB  est remplacé par 

( )kd s  ou par ( )kw s  peuvent être non convergents si ces 
poids diffèrent de ˆ( ) ( ).T

k kd s f x λ  Malgré ce fait théorique, 
nous observons peu de différence dans notre étude en 
simulation (pour chacune des fonctions, 1 , exp( )u u+  et 

1(1 ) ,u −−  utilisées pour ( ))F u  entre les propriétés 
statistiques des estimateurs de la variance fondés sur ces 
trois choix différents de poids, ˆ( ) ( ), ( )T

k k kd s f d sx λ  ou 
( ),kw s  dans le vecteur ˆ

λB  dans (3.21). D’autres études 
pourraient produire des résultats différents. 

Un inconvénient des méthodes de linéarisation 
considérées ici comparativement aux méthodes de rééchan-
tillonnage est qu’il est nécessaire d’utiliser une différen-
tiation analytique. Il semble, d’après les exemples présentés 
dans l’article, que la différentiation analytique qui intervient 
dans la méthode proposée est au moins aussi directe que 
celle incluse dans les méthodes types de développement en 
série de Taylor des fonctions lisses de statistiques linéaires. 
Néanmoins, dans certaines applications, il pourrait être 
avantageux de remplacer le travail humain et l’erreur 
humaine éventuelle pouvant provenir de la différentiation 
analytique par l’utilisation d’une « différentiation numé-
rique ». La méthode proposée pourrait être décrite comme 
étant une méthode infinitésimale du jackknife, puisqu’elle 
perturbe le poids appliqué à chaque observation d’échan-
tillon d’une quantité infinitésimale pour déterminer la 
statistique linéaire d’approximation. La dérivée par rapport à 
un poids dans la méthode proposée pourrait être approximée 
numériquement par une méthode en différence finie en 
vertu de laquelle la statistique est recalculée en utilisant le 
poids perturbé par une quantité finie pour chaque 
observation à tour de rôle. Cette approche pourrait être 
décrite comme étant une méthode jackknife de linéarisation. 
Une approche classique consisterait à modifier chaque poids 
à tour de rôle, de sorte qu’il soit nul, peut-être en 
normalisant pour les poids inégaux comme dans (1.15). Il ne 
paraît pas essentiel de remplacer le poids original par zéro 
et, en principe, chaque poids pourrait être perturbé d’une 
certaine autre façon, par exemple, en le réduisant d’une 
quantité fixe ,δ  plus petite que la valeur minimale de 

( ).kd s  Il semble vraisemblable que, dans de nombreuses 
applications, l’estimateur de la variance résultant de ce 
genre de linéarisation jackknife aura des propriétés 
statistiques fort semblables à celles construites par 
l’approche proposée. Le choix entre les estimateurs 
dépendra vraisemblablement davantage de considérations 
pratiques et d’importance des calculs. 

Mes derniers commentaires ont trait à la terminologie. 
Plusieurs raisons pratiques pourraient justifier de donner un 
nom à la variable .kz  En particulier, cela aiderait le praticien 
qui, pour certaines statistiques complexes, doit employer 
deux étapes de calcul distinctes, à savoir a) la construction de 
la variable ,kz  par exemple en utilisant des routines de 
moindres carrés si l’on recourt à la pondération de calage et 
b) l’utilisation d’un logiciel type d’estimation de la variance 
pour les statistiques linéaires. Divers noms sont utilisés pour 

kz  dans la littérature. Woodruff (1971) est habituellement 
reconnu comme étant le premier, dans la littérature sur 
l’échantillonnage, a avoir attiré l’attention sur le rôle de ,kz  
si bien qu’Andersson et Nordberg (1994) appellent kz  la 
transformation de Woodruff. Woodruff et Causey (1976) 
donnent à la statistique linéaire d’approximation le nom de 
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substitut linéaire et à ,kz  celui de variable substitut. Dans la 
littérature statistique plus récente, Davison et Hinkley (1997, 
page 46) donne à kz  le nom de valeurs d’influence 
empiriques. L’expression variable linéarisée, telle qu’utilisée 
par Deville (1999), me paraît simple et naturelle. Elle est 
conforme à l’utilisation de l’expression statistique linéarisée 
pour dénoter la statistique linéaire d’approximation et le 
terme linéarisation pour la méthode (qui est un terme général 
plus approprié que l’expression méthode par développement 
en série de Taylor pour la classe générale de méthodes 
considérée ici). 
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Réponse des auteurs
 
  

1. Introduction  
Nous remercions les trois critiques, Phillip Kott, 

Babubhai Shah et Chris Skinner, de leurs commentaires 
constructifs. Nous viserons, dans notre réplique, à aborder 
certaines questions qu’ils ont soulevées. L’objectif principal 
de notre article est d’étudier l’estimation de la variance pour 
des estimateurs par calage de totaux de population et de 
paramètres non linéaires, ,θ  définis comme étant des 
solutions d’équations d’estimation « dans le cas d’un 
recensement ». Nous proposons une nouvelle approche de 
linéarisation de Taylor qui fournit un estimateur de la 
variance unique, en évitant de devoir évaluer initialement la 
statistique linéarisée aux valeurs de population. Nous 
montrons aussi que l’estimateur de la variance satisfait à 
certains critères désirables, comme l’absence de biais 
approximative par rapport au modèle et la validité dans des 
conditions d’échantillonnage répété conditionnel, du moins 
dans un certain nombre de cas importants. En outre, nous 
montrons que, dans le cas de l’échantillonnage à deux 
phases, l’estimateur de la variance utilise plus complètement 
les données de l’échantillon de première phase que les 
estimateurs de la variance par linéarisation classiques.  
Kott  

La discussion de Kott se concentre sur trois applications 
décrites dans notre article, à savoir i) l’estimateur de la 
variance par le jackknife linéarisé, ,JLv  de l’estimateur par 
le quotient XxyYR )/(ˆ =  sous échantillonnage aléatoire 
simple décrit à la section 1, ii) la classe générale de poids 
calés par régression considérée à la section 3.2 et iii) la 
classe générale d’estimateurs par calage étudiée à la 
section 3.4. En ce qui concerne i), nous notons dans notre 
article le résultat selon lequel JLv  est à la fois asymptoti-
quement sans biais par rapport au plan de sondage et 
approximativement sans biais par rapport au modèle sous le 
modèle du quotient ( )m k kE y x= β  et 2( ) .m k kV y x= σ  
Kott a raison de dire que le biais dû au modèle pourrait ne 
pas être négligeable si la fraction d’échantillonnage, ,/ Nn  
n’est pas faible. Si Nn /  est « petite au point d’être 
ignorable », alors l’absence de biais par rapport au modèle 
est, en fait, valide sous une fonction de variance générale 

2( ) ,m k kV y = σ  tel que souligné par Kott et, antérieurement, 
par Särndal et coll. (1989). Sous le modèle du quotient, Kott 
propose un estimateur de la variance plus approprié, ,mv  
qui est sans biais par rapport au modèle même si Nn /  n’est 
pas petite et qui est également valide sous échantillonnage 
répété. Les termes principaux de mv  et de JLv  sont 
identiques, et notre nouvelle approche ne reflète que le 

terme principal. Il convient de souligner que l’absence de 
biais par rapport au modèle de mv  dépend de la validité de 
l’hypothèse 2 2 .k kxσ = σ  

En ce qui concerne ii), nous avons montré à la section 3.2 
que si l’on utilise la classe générale de poids calés par 
régression (3.7), notre approche donne un estimateur de la 
variance assez complexe, faisant intervenir les moments de 
troisième et de quatrième ordres des poids de sondage 

)(sdk  avec 0)( =sdk  si le ek  élément de la population 
n’est pas compris dans l’échantillon .s  Kott propose un 
choix intéressant de poids obtenus en remplaçant k kc x  dans 
le poids GREG (3.1) avec (1) 1( ) /N

k kl k l ll =∑= π − π πq x  
( ).k lπ π  Ce choix donne une variante de l’estimation par 
régression linéaire « optimale » et permet aussi d’éviter les 
complexités liées à l’estimateur de la variance fondé sur les 
poids (3.7). Cette proposition est intéressante et construc-
tive, mais (1) kq  nécessite la connaissance du vecteur x  de 
tous les éléments de population, contrairement à (3.7) qui 
dépend uniquement du total de population ;X  en pratique, 
seul X  pourrait être disponible. De surcroît, (1) kq  dépend 
de l’ensemble des 2/)1( −NN  probabilités d’inclusion 
conjointe klπ  et, donc, le calcul de (1) kq  peut devenir 
fastidieux quand le plan d’échantillonnage est fondé sur 
l’échantillonnage avec probabilités inégales sans remise. 

En ce qui concerne iii), Kott propose une généralisation 
des poids calés ˆ( ) ( ) ( )T

k k kw s d s F= λx  de la section 3.4 
par remplacement de kx  par des variables « instrumen-
tales » kq  ayant la même dimension que .kx  La variable z  
correspondante dans l’estimateur de la variance )(zv  est 
similaire à notre variable (3.21) avec T

k kx x  et k kyx  dans 
ˆ

λB  remplacés par T
k kq x  et ,k kyq  respectivement et 

ˆ( )T
kF λx  remplacé par ˆ( ).T

kF λq  Il s’agit d’une extension 
utile. Kott fait remarquer que ˆ

λB  demeure un estimateur 
sans biais par rapport au modèle de λB  si ( )T

kf λq  dans 
ˆ

λB  est remplacé par toute constante et que la variable kz  
résultante demeure asymptotiquement inchangée sous 
échantillonnage répété. Cependant, Kott note aussi que le 
terme ( )T

kf λq  peut avoir de l’importance, même 
asymptotiquement, si l’on recourt au calage pour corriger la 
non-réponse totale en traitant la réponse d’échantillon 
comme un échantillonnage de deuxième phase. En utilisant 
le résultat pour l’échantillonnage à deux phases donné à 
l’annexe, Kott obtient alors un estimateur de la variance 
correspondant, ).ˆ( GCYv  Cette extension aux conditions de 
non-réponse est également utile. Il est, en effet, étonnant que 
le deuxième terme de )ˆ( GCYv  donne la correction fondée 
sur le modèle qu’il recommande pour l’estimateur par le 
quotient RŶ  sous échantillonnage aléatoire simple en 
l’absence de non-réponse. 
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Enfin, Kott soulève la question de la méthode coutumière 
de « remplacement » utilisée pour l’estimation de la 
variance, comme nous le faisons dans (2.4), où nous 
remplaçons kz  par .kz  Il demande s’il est légitime de 
remplacer kz  par ,kz  où ),/1(~ nOzz pkk =−  quand il y a 

2/)1( −nn  termes dans l’estimateur de la variance ),~( kzv  
comme dans le cas de l’estimateur de la variance de 
Sen-Yates-Grundy. Nous ne sommes pas certains d’avoir 
compris sa question correctement, mais à condition que 

)/1( nOp  soit uniforme en ,k  disons ,/ na  alors 
+= )~()( zzv des termes d’ordre inférieur.  

Shah  
Shah donne une prescription (étapes 1 à 4) qui résume 

clairement notre méthode. Il note aussi que ses étapes 1 et 2, 
menant à notre variable ,z  produit la linéarisation 
« correcte » dans un grand nombre d’autres applications 
importantes non étudiées dans notre article, y compris le test 
de la somme des rangs pour deux échantillons de Wilcoxon, 
ainsi que l’estimation des coefficients de régression et du 
taux de risque dans le modèle à risques proportionnels de 
Cox. L’article non publié de Shah (que nous avons consulté 
avec la gracieuse permission de l’auteur) décrit la variable 
z  pour ces applications, mais en utilisant les poids de 
sondage. L’extension aux poids calés devrait s’ensuivre 
selon le modèle de la section 3. 

Shah fait la remarque importante que l’étape 3 du calcul 
de l’estimation de la variance est indépendante de la linéari-
sation des étapes 1 et 2, et qu’elle est « bien démontrée par 
la discussion sur l’échantillonnage à deux phases de la 
section 4 ». Il note aussi que, pour un plan d’échantillonnage 
à deux phases, on peut exécuter la linéarisation (étape 1) en 
utilisant uniquement les poids H-T 1

1k
−π  pour la première 

phase, en traitant les poids de deuxième phase comme étant 
1

2 /1k
−π  si sk ∈  et 0 si k  n’est pas inclus dans l’échantillon 

de deuxième phase s  comme donnée, et que l’étape 2 
résultante produit la même approximation que celle donnée 
dans notre article. Nous avons vérifié ce résultat 
d’équivalence pour l’estimateur par le quotient à deux 
phases dans l’exemple 4.1, et il est probable qu’il soit vérifié 
de façon générale. La proposition de Shah pourrait 
simplifier l’application de l’étape 1 dans une certaine 
mesure.   
Skinner  

Skinner donne une évaluation claire de notre méthode de 
linéarisation et soulève un certain nombre de points impor-
tants, à savoir i) la terminologie, ii) les extensions possibles 
à des statistiques non lisses, comme les quantiles, iii) les 
modifications de la méthode pour traiter la non-réponse 
totale et iv) l’utilisation éventuelle de la différenciation 
numérique pour calculer les variables .kz   

En ce qui concerne le point i), Skinner note qu’il serait 
utile de donner un nom à la variable ,kz  puisque différentes 
appellations ont été utilisées dans la littérature. Selon lui, 
l’expression variable linéarisée, telle qu’utilisée par Deville 
(1999), est simple et naturelle, puisqu’elle est conforme à 
l’utilisation de l’expression statistique linéarisée pour 
dénoter la statistique linéaire d’approximation, ainsi qu’au 
terme linéarisation pour la méthode. Nous sommes 
d’accord avec la proposition de Skinner. 

En ce qui concerne le point ii), l’une des difficultés que 
pose l’extension de notre proposition aux statistiques non 
lisses ˆ ( ( )),f sθ = d  tels que les quantiles, est que )(⋅f  
n’est pas une fonction différenciable. Un moyen de 
contourner cette difficulté consiste à approximer θ̂ − θ  par 
une fonction différenciable, puis à appliquer notre méthode 
à l’approximation. Par exemple, dans le cas du ep  quantile 

,θ  Francisco et Fuller (1991) et Shao (1991) établissent 
l’approximation asymptotique suivante, valide pour les 
plans d’échantillonnage stratifiés à plusieurs degrés : 

1 ˆ{ ( ) },
( ) wF p

h
θ − θ ≈ − θ −

θ
 

où ˆ ( ) ( ) ( ) / ( )kw k kF w s I y w s∑ ∑θ = ≤ θ  est l’estimateur 
par calage de la fonction de distribution )(⋅F  à 

1, ( ) ( ) ,kF N I y p− ∑θ θ = ≤ θ =  et ( )h θ  est la valeur de 
la fonction de densité )(⋅h  à .θ  La définition de )(⋅h  
requiert un renvoi à une série de populations (Shao et Rao 
1993) ou à une superpopulation (Francisco et Fuller 1991). 
Nous avons utilisé ( )h ⋅  pour dénoter la densité plutôt que 
la notation habituelle ( ),f ⋅  parce que nous avons utilisé 

( ( ))f sd  pour dénoter l’estimateur ˆ .θ  Maintenant, 
supposons que ( ) ( ) ( ( ))k k kw s d s g s= d  où ( ( ))kg sd  est 
le poids GREG donné par (3.1). Nous pouvons alors utiliser 
(3.2) et (3.3) pour obtenir la variable linéarisée kz  à partir 
de l’approximation susmentionnée à ˆ ,θ − θ  en remplaçant 

( )h θ  par un estimateur approprié ˆ ˆ( );h θ  par exemple, 
l’estimateur par la méthode du noyau de )(⋅h  utilisé par 
Berger et Skinner (2003). Pareillement, on peut appliquer la 
méthode à des poids de calage généraux ( ),kw s  en utilisant 
le résultat de la section 4. Les estimateurs de la variance 
d’une proportion de personnes à faible revenu, disons 

( / 2),Fθ = τ  où τ  est le revenu médian, peut aussi être 
obtenu en utilisant l’approximation asymptotique pour 
θ̂ − θ  développée par Shao et Rao (1993). Berger et 
Skinner (2003) ont étudié l’estimation de la variance pour 
une proportion de personnes à faible revenu lorsqu’on 
utilise des poids calés par la méthode itérative du quotient 
généralisée, ( ).kw s  Nous pouvons appliquer les résultats 
de la section 3.2 à ce cas et la variable linéarisée résultante 

kz  tiendra compte du calage. En outre, elle sera différente 
de la variable z  (10) de Deville dans Berger et Skinner 
(2003). 
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La modification proposée au point iii) pour traiter la 
non-réponse totale est très importante et elle élargit le 
champ d’application de notre méthode. Comme l’ont fait 
remarquer Skinner, Kott et Fuller (2002), il est important de 
retenir les poids g  dans l’estimation de la variable dans les 
situations où les valeurs limites des estimateurs X̂  diffèrent 
des totaux de contrôle correspondants ,X  comme dans le 
cas de la non-réponse ou de la non-couverture. Notre 
méthode tient compte automatiquement des poids g et peut 
produire des estimateurs de la variance convergents dans de 
tels cas. Les résultats empiriques obtenus par Skinner avec 
d’Arrigo dans ce contexte sont fort intéressants. Le cas des 
estimateurs de la variance pour d’autres estimateurs par 
calage étudiés à la section 3.4, comparativement aux 
estimateurs habituels de la variance qui remplacent 

ˆ( ) ( )T
k kd s f λx  dans l’expression de ˆ

λB  par ( )kd s  ou par 
( ),kw s  doit être étudié plus en profondeur, comme le 

souligne Skinner. 
Il convient de noter que la non-réponse totale est 

habituellement traitée comme un échantillonnage de 
deuxième phase (par exemple, échantillonnage de Poisson 
avec probabilités de réponse inconnues) et Skinner 
remarque que notre méthode peut donner lieu à des esti-
mateurs de la variance convergents, même quand les 
estimateurs sont fondés uniquement sur les probabilités 
d’inclusion dans l’échantillon. Cependant, les totaux de 
contrôle X  sont nécessaires pour obtenir des estimateurs 
valides du total ,Y  sous certaines hypothèses concernant les 
probabilités de réponse (Fuller 2002, équation (8.4)). Nous 
avons étendu notre méthode au traitement de la 
repondération pour tenir compte de la non-réponse totale et 
de l’imputation pour tenir compte de la non-réponse 
partielle lorsqu’on ne dispose pas de totaux de contrôle, en 
supposant que la réponse est uniforme à l’intérieur des 
classes (Demnati et Rao 2002). Les estimateurs de la 
variance résultants sont naturellement plus complexes que la 
modification proposée par Skinner pour la non-réponse 
totale en présence de totaux de contrôle. 

En ce qui concerne le point iv) sur l’utilisation éventuelle 
de la différenciation numérique pour calculer les variables 

linéarisées ,kz  Woodroff et Causey (1976) ont utilisé une 
méthode de ce genre pour calculer les dérivées 

ˆ( ) / ig a =∂ ∂
a Y

a  données dans (1.4) quand ˆ ˆ( ).gθ = Y  
Skinner propose de perturber chaque poids ( )kd s  à tour de 
rôle, puis de recalculer ˆ ;θ  par exemple, en le remplaçant 
par une quantité fixe δ  plus petite que la valeur minimale 
de ( ), .kd s k s∈  Il présume que l’approche proposée 
produira des estimateurs de la variance fort semblables à 
ceux obtenus par différenciation analytique. Il serait utile 
d’étudier les propriétés statistiques de l’approche proposée 
de la différentiation analytique de ( ( ))f sd  par rapport aux 
poids ( ).kd s  

Nous espérons que les discussions de Kott, Shah et 
Skinner susciteront d’autres travaux sur l’approche de 
l’estimation de la variance présentée dans notre article. 
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