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La variance sous grande entropie de l’estimateur de Horvitz-Thompson 

K.R.W. Brewer et Martin E. Donadio 1 

Résumé 
Au moyen d’arguments fondés purement sur le plan de sondage d’une part et sur un modèle d’autre part, nous montrons 
que, dans des conditions de grande entropie, la variance de l’estimateur de Horvitz-Thompson (HT) dépend presque 
entièrement des probabilités d’inclusion de premier ordre. Nous établissons des expressions approximatives et des 
estimateurs de cette variance sous « grande entropie » de l’estimateur HT. Nous réalisons des études en simulation de 
Monte Carlo pour examiner les propriétés statistiques des estimateurs proposés de la variance. 
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1. Introduction  
Soit U  une population finie de N  unités étiquetées 

,...,,1 Ni =  et soit iY  la valeur de la ei  unité d’une 
certaine caractéristique .y  Considérons le problème de 
l’estimation du total de la population .1∑ =• = N

i iYY  Si un 
échantillon, ,s  de n  unités de la population U  est tiré sans 
remise avec des probabilités d’inclusion de premier ordre 

,, Uii ∈π  l’estimateur de Horvitz-Thompson (HT) (1952) 
du total est ∑ ∈

−
• π= si iiYY .ˆ 1
HT  Dans le présent article, nous 

nous limitons aux plans d’échantillonnage à taille fixe. Pour 
ce cas spécial important, Sen (1953), ainsi que Yates et 
Grundy (1953) ont montré indépendamment que la variance 
de HT

ˆ
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où ijπ  est la probabilité de deuxième ordre ou probabilité 
d’inclusion conjointe des ei  et ej  unités dans l’échantillon. 
Ils ont par conséquent suggéré l’estimateur de la variance 

.)()()2/1(

)ˆ(V̂
2111

)(

HTSYG

−−−

∈≠∈

•

π−ππ−πππ

=

∑∑ jjiiijjiij
sijsi

YY

Y
 (2) 

On sait que cet estimateur donne de meilleurs résultats que 
l’estimateur de la variance proposé par Horvitz et 
Thompson (1952) (ce dernier étant, cependant, habituel-
lement sans biais pour un n  aléatoire), mais le fait que (2) 
dépende de façon critique de ijπ  s’est avéré problématique 
(Brewer 1999). Si une ou plusieurs des 2/)1( −NN  
valeurs distinctes de ijπ  sont nulles, l’estimateur (2) 
présente un biais par défaut et si n’importe laquelle de ces 
valeurs est très faible comparativement aux valeurs 
correspondantes de ,ji ππ  (2) est instable (autrement dit, il 

sera lui-même sujet à une forte variance). En outre, la 
double sommation figurant dans (2) est assez peu commode, 
particulièrement pour les échantillons de grande taille. Il 
existe non seulement un beaucoup plus grand nombre de 

ijπ  qu’il n’y a de ,iπ  mais il est aussi fréquent que les ijπ  
individuelles soient difficiles à évaluer. Étant donné ces 
difficultés, l’objectif du présent article est de proposer 
d’autres estimateurs de la variance qui ne dépendent pas des 

ijπ  et qui sont faciles à calculer.  
À la section suivante, nous présentons une nouvelle 

expression de la variance par rapport au plan de sondage de 
l’estimateur HT. Cette nouvelle expression mène, dans des 
conditions de grande entropie, à l’établissement d’une 
formule approximative pour )ˆV( HT•Y  ne contenant pas 

.ijπ  À la section 3, nous vérifions l’utilité de notre formule 
approximative au moyen d’une méthode assistée par 
modèle. À la section 4, nous proposons un estimateur de 
notre variance approximative qui devrait donner de bons 
résultats dans des conditions de grande entropie (c’est-à-dire 
l’absence de toute régularité ou ordonnancement décelable 
dans les unités d’échantillonnage sélectionnées). Cependant, 
la plupart des scénarios de sélection d’échantillon 
produisent des échantillons à grande entropie. En vue de 
tester l’utilité de l’estimateur de la variance présenté à la 
section 4, nous avons réalisé certaines études empiriques. À 
la section 5, nous présentons les résultats de ces études et à 
la section 6, certaines conclusions. 

 
2. Certaines formules approximatives pour la 
       variance par rapport au plan de sondage de 

       l’estimateur HT  
Nous commençons par présenter une formule de 

rechange de la variance de l’estimateur HT, valide unique-
ment quand le plan d’échantillonnage prévoit une taille fixe 
d’échantillon. Avant de procéder, nous énonçons les rela-
tions suivantes, qui seront utiles plus tard : 
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La formule de rechange s’obtient comme suit. Nous 
commençons par une modification triviale de (1), 
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En utilisant les relations (3) et (4),nous pouvons montrer que 
l’équation ci-dessus est identique à 
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Le premier terme de (7) est virtuellement le même que la 
variance de l’estimateur correspondant de Hansen-Hurwitz 
(1943) du total pour un échantillonnage comptant n  tirages 
avec remise, la probabilité de sélectionner l’unité i  lors de 
chaque tirage étant .,/ Uinp ii ∈π=  Le deuxième terme 
peut être considéré comme une correction pour sondage 
dans une population finie. Par conséquent, ensemble, ces 
deux termes constituent une première approximation plau-
sible de la variance complète de l’estimateur HT et, fait im-
portant, ni l’un ni l’autre ne dépend des .ijπ  

La grandeur du troisième terme dépend principalement 
du plan d’échantillonnage ).(sp  Donc, si )(sp  est tel que 

,jiij ππ≈π  pour tout ,Uji ∈≠  alors nous pouvons nous 
attendre à un troisième terme de valeur très faible dans (7) 
(comparativement aux deux autres). Cette condition semble 
être satisfaite par les plans d’échantillonnage à grande 
entropie. Par exemple, dans le cas de l’échantillonnage 
aléatoire simple sans remise (eassr), qui maximise l’en-
tropie parmi l’ensemble des plans de sondage à taille fixe 
(voir Hájek 1981), les probabilités d’inclusion de deuxième 

ordre peuvent s’écrire =π ij )}].1(/{)1([ −−ππ NnnNji  
Le facteur )}1(/{)1( −− NnnN  est inférieur à 1, et tend 
vers 1 pour les grandes populations et tailles d’échantillon. 
Pour ce plan de sondage, le troisième terme de (7) explique 
seulement N/1  de la variance complète de l’estimateur HT. 
De surcroît, pour plusieurs plans d’échantillonnage à 
probabilité proportionnelle à la taille, comme l’échan-
tillonnage avec rejet (Hájek 1964) et l’échantillonnage 
systématique aléatoire avec probabilité proportionnelle à la 
taille (PPT) (Hartley et Rao 1962), la condition jiij ππ≈π  
est également vérifiée, à condition que N  et n  soient 
suffisamment grands. 

Il existe toutefois certaines exceptions où le troisième 
terme de (7) peut être grand. La plus importante de ces 
exceptions est le tirage systématique à partir d’une 
population dont les unités sont arrangées dans un ordre 
significatif avant le tirage. Dans un tel cas, un certain 
nombre de probabilités d’inclusion de deuxième ordre 
peuvent même être nulles. Cette situation et d’autres cas 
spéciaux doivent être examinés séparément et ne font l’objet 
d’aucune autre discussion dans le présent article.  

Le reste de la présente section est consacré à l’établisse-
ment d’une approximation de )ˆV( HT•Y  fondée uniquement 
sur des probabilités d’inclusion de premier ordre. Nous 
commençons par proposer une approximation simple de ijπ  
de la forme 

.,2/)(~ Ujicc jijiijij ∈≠+ππ=π≅π  (8) 

Trois choix possibles pour ,, Uici ∈  sont alors : 
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Les deux premiers choix de ic  sont guidés par des ratios 
de sommes des ijπ  aux sommes correspondantes des 

.ji ππ  Donc, d’une part, nous obtenons la formule (9) en 
comparant (3) à (4) et, d’autre part, la formule (10) en 
comparant (5) à (6). Enfin, la formule (11) est fondée sur les 
expressions asymptotiques de ijπ  obtenues par Hartley et 
Rao (1962) et par Asok et Sukhatme (1976) pour l’échan-
tillonnage  systématique  aléatoire  PTπ   et  pour la  pro-
cédure de Sampford (1967), respectivement. Jusqu’à  
l’ordre ),( 33 −NnO  ces expressions asymptotiques se sim-
plifient toutes deux en 
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qui, à son tour, implique }/)1{( nnci −= −π+ −
in 121(  

).22 ∑ ∈
− πUk kn  Toutefois,  sous  eassr,  ce  choix  de  ic    

ne donne pas la formule exacte pour les .ijπ  Par 
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conséquent, nous utilisons ici l’expression légèrement 
différente donnée par (11), )21( 221 ∑ ∈

−− π+π− Uk ki nn  
étant les deux premiers termes du développement en série 
de Taylor de la valeur inverse de −π+ −

in 121(  
)22 ∑ ∈

− πUk kn  et inversement. 
L’étape suivante consiste à remplacer les ijπ  dans le 

troisième terme de (7) par l’approximation (8). Ce rempla-
cement donne 
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et donc la variance de l’estimateur HT peut être approximée 
par 

.)()1(

)(])1([

)ˆ(V
~

211

21122

HT

−
•

−

∈

−
•

−

∈

•

−ππ−π=

−ππ−+π−π=

∑

∑

nYYc

nYYc

Y

iiiii
Ui

iiiiii
Ui

 

(12)

 

Cette variance approximative a une forme très simple. 
Elle est aussi sans erreur sous eassr pour chacun des trois 
choix de ic  présentés plus haut. 

 
3. Une vérification assistée par modèle de l’utilité 

       de la formule de la variance approximative   
Considérons le modèle de ratio qui suit comme étant une 

description possible de la population échantillonnée : 
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Il s’agit d’un modèle abrégé destiné à refléter la situation où 
les valeurs prévues iY  sont intrinsèquement proportion-
nelles aux valeurs iX  d’une variable auxiliaire x  et les 
probabilités d’inclusion iπ  sont choisies de sorte qu’elles 
soient proportionnelles aux .iX  Il est naturellement impos-
sible que les iY  dépendent directement des probabilités 
d’inclusion proprement dites, puisque ces probabilités 
peuvent être fixées assez arbitrairement par la personne 
concevant l’échantillon. 

La prédiction ou l’espérance fondée sur le modèle, sous 
,ξ  de l’expression de la variance approximative (12) est 
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où  ∑ ∈• ε=ε Ui i .   Idéalement,  l’expression  (14)  devrait 
être égale à ),ˆ(VE HT•ξ Y  à savoir ∑ ∈

− −πσUi ii )1( 12  
(Godambe 1955; Godambe et Joshi 1965). Cette condition 
mène à la formule implicite 
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avec la valeur d’essai ./)1(]1[ nnci −=  Jusqu’à ),( 1−NO  
cette solution itérative est identique à (11). Autrement, on 
peut obtenir une expression explicite en posant que (14) est 
égale à ),1( 12 −πσ −

∈∑ iiUi  puis en exigeant que cci =  
pour tout ,Ui ∈  auquel cas nous obtenons 
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Sous eassr, (15) devient )},1(/{)1( −−= NnnNc  qui 
donne l’expression exacte pour ).ˆV( HT•Y  Même sans eassr, 
le remplacement de 2

iσ  par iπσ2  dans (15) donne (10) 
pour .c  Il est rassurant de constater que l’analyse fondée 
purement sur le plan de sondage et celle assistée par modèle 
produisent des résultats aussi concordants. 

 
4. Estimation de la variance par rapport au plan 

     de sondage de l’estimateur HT  
La présente section a pour objectif de proposer un esti-

mateur d’échantillon plausible de la variance par rapport au 
plan de sondage approximative de l’estimateur HT donné 
par (12). Un tel estimateur est 

,)ˆ()()ˆ(V̂
~ 21

HT
11

HT
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•
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∈
• −ππ−= ∑ nYYcY iiii

si

 (16) 

qu’on obtient en remplaçant chaque somme de population 
(12) par l’estimateur HT correspondant et en corrigeant par 
le facteur .1−

ic  Cet estimateur possède certaines propriétés 
intéressantes : i) pour chacun des trois ic  choisis, il se réduit 
à l’estimateur type de la variance dans le cas de l’eassr ; ii) il 
est facile à calculer, puisqu’il ne comporte aucune double 
sommation et iii) par la technique de linéarisation de Taylor, 
on peut montrer que (16) est approximativement sans biais 
par rapport au plan de sondage pour (12). 
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Une autre propriété séduisante de l’estimateur (16) est la 
suivante. Quand ic  est spécifié par (9), nous avons 
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Le facteur )1( iπ−  peut être interprété facilement comme 
une correction pour sondage dans une population finie, 
tandis que le facteur )1/( −nn  joue un rôle complètement 
différent, qu’on peut expliquer comme suit. Il est facile de 
voir que 1

HT
ˆˆ −
•=β nY  est un estimateur sans biais par 

rapport au modèle de β  dans le modèle (13). Posons que 
22 )ˆ(ˆ iii Y πβ−=σ  pour tout .i  Alors, =−π −
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− 21
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montrer que le facteur )1/( −nn  élimine le biais (dû au 
modèle) de ∑ ∑∈ ∈
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qu’estimateur de .22∑ ∈
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Le choix de (9) pour préciser la valeur de ic  simplifie 

aussi particulièrement le calcul de l’estimation HT propre-
ment dite et de sa variance estimative; par substitution de 
(17) dans (16) et développement de cette expression en 
termes individuels, nous obtenons : 
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Cette formule comprend six expressions, c’est-à-dire 
,ˆ, HT•Yn ∑ ∑ ∑∈ ∈ ∈

−− ππsi si si iiiii YYY ,,, 1222  et ∑ ∈ πsi i ,  qui 
sont les sommes d’échantillon de 1 (unité), ,, 221 −− ππ iiii YY  

,12 −π iiY ,iY  et ,iπ  respectivement. Si nous cumulons ces 
termes individuels sur chaque unité d’échantillonnage, nous 
pouvons alors évaluer ensemble HT•̂Y  et )ˆ(V̂~ HT•Y  en un 
seul passage machine des données d’échantillon. 

Notons qu’en cas de non-réponse, on peut obtenir une 
correction de premier ordre en conditionnant l’échantillon sur 
la taille d’échantillon réalisée, que nous pouvons représenter 
ici par .n′  Cela comprendrait le remplacement des probabi-
lités d’inclusion de premier ordre originales, ,iπ  par les 
« probabilités d’inclusion corrigées », ./ nnii

′π=π′  (Cette 
terminologie est tirée de Furnival, Gregoire et Grosenbaugh 
(1987), qui ont utilisé le même genre de correction dans un 
contexte différent.) Les sommations sur l’échantillon réalisé, 

,s ′  deviendraient alors ,n′ ∑ ∑′∈ ′∈
−− π′π′

si si iiii YY ,, 221  
∑ ∑′∈ ′∈

−π′
si si iii YY ,,12  et ,∑ ′∈ π′

si i  respectivement. 
Au-delà des propriétés énumérées plus haut, nous pouvons 

poursuivre l’étude de (16) à l’aide du modèle ξ  donné par 
(13). L’expression la plus désirable de l’espérance sous ξ  
d’un estimateur de )ˆV( HT•Y  est ),1( 112 −ππσ −−

∈∑ iiisi  car 
cette expression a, elle-même, l’espérance par rapport au plan 
de sondage ∑ ∈

− −πσUi ii ),1( 12  qui est la borne inférieure de 
la variance anticipée de tout estimateur sans biais (Godambe 
1955; Godambe et Joshi 1965). Pour chacune des trois 
définitions  de  ,ic   l’espérance sous ξ  de (16) diffère de 
∑ ∈

−− −ππσsi iii )1( 112  par des termes d’ordre ).( 1−nNO  
Bien  que  ces  termes  « indésirables »  soient  de  signes 
opposés et, par conséquent, aient tendance à s’annuler, ils ne 

sont pas entièrement négligeables, puisqu’ils sont uniquement 
)( 1−NO  plus petits que la variance proprement dite. 

Compte tenu de cela, nous avons jugé souhaitable 
d’utiliser une nouvelle version de ,ic  retenant les propriétés 
(plan de sondage) (i) à (iii) pour (16) et fournissant une 
expression s’approchant davantage de ∑ ∈

−− −ππσsi iii )1( 112  
pour l’espérance sous ξ  de (16). Ces exigences sont satis-
faites par un ic  défini comme suit : 

,

)1()1()12(

)1(

211

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

π−+π−−−

−
=

∑
∈

−−
k

Uk
i

i

nnnn

n
c  (18) 

pour tout .Ui ∈  Avec cette définition de ,ic  l’espérance 
sous ξ  de (16) contient encore certains termes « indési-
rables », mais il ne s’agit maintenant que d’un terme unique 
d’ordre ),( 2−nNO  qui est par conséquent inférieur d’un 
facteur d’ordre )( 11 −− nNO  à ),ˆV( HT•Y  et d’autres termes 
encore plus petits. 

 
5. Certains résultats empiriques  

En vue d’évaluer les propriétés de l’estimateur de la 
variance proposé à la section 4, nous avons réalisé certaines 
études empiriques. Nous avons aussi inclus dans ces études 
trois autres estimateurs de la variance, à savoir i) l’esti-
mateur SYG, donné par (2), ii) l’estimateur de la variance 
proposée par Hájek (1964, page 1520), 

( ) ,)()1(}1/{

)ˆ(V̂
21

HTHAJ

∑
∈

−
•

−ππ−−
=

si
siii AYnn

Y
 

(19)
 

où ∑ ∑∈ ∈
− π−π−=π= si sk kiiiiis aYaA )1(/)1(,1  et 

iii) une légère modification de (19) proposée par Deville 
(1999), 

.)()1(
1

1
)ˆ(V̂

21

2

HTDEV

∑∑ ∈

−

∈

•

−ππ−
−

=

si
siii

si i

AY
a

Y

 
(20)

 

Il convient de mentionner qu’au départ, l’estimateur (19) a 
été proposé uniquement pour un plan de sondage à grande 
entropie particulier, à savoir le tirage avec rejet, et non pour 
tous les plans de sondage à grande entropie. Cependant on a 
proposé ultérieurement l’utilisation de cet estimateur pour 
certains autres plans de sondage à grande entropie. Par 
exemple, Rosén (1997) a suggéré d’utiliser (19) dans le 
contexte de l’échantillonnage de Pareto. 

L’inclusion des estimateurs (2), (19) et (20) dans nos 
études empiriques mérite une brève explication. L’esti-
mateur de la variance SYG serait normalement le favori si 
les ijπ  étaient connues et n’étaient ni nulles ni très petites 
comparativement aux ji ππ  correspondantes. Dans ces 
conditions, il serait naturel de se demander s’il existe une 
différence significative, en ce qui concerne les propriétés, 
entre (2) et l’estimateur plus simple (16). Par ailleurs, une 
comparaison de (19) et (20) est intéressante, car ces deux 
estimateurs ont en commun avec (16) leur simplicité et les 
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caractéristiques indépendantes de .ijπ  Donc, il s’agit de 
« concurrents » dans la même catégorie. 

On peut évaluer les propriétés d’un estimateur de la 
variance de diverses façons; ici, nous nous concentrerons 
sur le biais et la stabilité. Nous présentons les principaux 
résultats de nos études aux sections qui suivent. Nous 
considérons séparément deux cas, à savoir 2=n  et .2>n   
5.1 Cas 2=n   

En vue de tester les estimateurs de la variance dans 
diverses situations, nous avons utilisé dans l’étude neuf 
petites populations dont la plupart étaient également in-
cluses dans les études de stabilité réalisées par Rao et 
Bayless (1969). Le tableau 1 résume les caractéristiques 
principales de chaque population, y compris les coefficients 
de variation (CV) de y  et de ,x  et le coefficient de corré-
lation, ,ρ  entre y  et .x  Ici, y  est la variable pour laquelle 
nous voulons estimer les totaux et x  est une variable 
auxiliaire qui peut être utilisée pour la sélection de l’échan-
tillon. Notons que N  varie de 10 à 20, ),(CV x  de 0,14 à 
0,73, et ,ρ  de 0,49 à 0,94. Ceci nous donne un bon mélange 
de populations ayant des caractéristiques différentes. 

Les probabilités d’inclusion sont choisies de sorte 
qu’elles soient proportionnelles à ,x  c’est-à-dire =π i  

,/2 •XX i  pour tout .i  Nous considérons aussi deux plans 
d’échantillonnage, à savoir la procédure de Brewer (1963) 
(appelée BREWER) et la procédure d’élimination de Tillé 
(1996) (appelée TILLÉ). Pour les deux méthodes, les ijπ  
sont faciles à calculer et, pour ces neuf populations, elles 
sont strictement positives (cette condition n’est pas toujours 
satisfaite par la méthode TILLÉ). En outre, puisque ,2=n  
pour tout échantillon },,{ jis =  nous avons .)( ijsp π=  
Donc, nous pouvons obtenir les propriétés statistiques 
exactes de tout estimateur donné de la variance .V̂  

Pour cela, représentons par S  l’ensemble de tous les 
échantillons possibles de taille 2=n  pour une population 

.U  L’espérance de V̂  est alors définie comme étant 

),(V̂)()V̂( sspE
Ss
∑
∈

=  

et son erreur-type (E.-T.) comme étant 

.)]V̂()(V̂[)()V̂(T.E.
2/1

2

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−= ∑
∈

Essp-
Ss

 

Pour chacun des deux plans d’échantillonnage susmen-
tionné, le tableau 2 donne le biais relatif =)V̂BR(  

,1)Ŷ(/V)V̂(E HT −•  exprimé en pourcentage, pour les six 
estimateurs de la variance indépendants de .ijπ  Les deux 
premiers de ces estimateurs ne nécessitent aucune 
explication; les quatre autres correspondent à (16) conjugué 
à (9), (10), (11) et (18), respectivement. Puisque pour 2=n  
(uniquement), DEVV̂  et 9,16V̂  sont identiques, ils figurent 
tous deux sur la même ligne. Pour simplifier la lecture du 
tableau, nous avons mis en relief le BR le plus faible (en 
valeur absolue) pour chaque population et plan d’échan-
tillonnage. 

L’examen du tableau 2 suscite les commentaires qui 
suivent. Premièrement, les propriétés des estimateurs de la 
variance indépendants de ijπ  sont assez bonnes pour toutes 
les populations, sauf, éventuellement, pour la population 4. 
L’examen de la relation entre x  et y  pour cette population 
révèle l’existence d’une certaine courbure, la croissance de 
la population des grandes villes étant plus rapide. Il existe 
aussi une valeur aberrante (ville 26) pour laquelle le nombre 
de personnes a presque triplé dans l’intervalle de dix ans 
entre 1920 et 1930. Un autre cas intéressant est celui des 
populations 5 et 6. Ces deux populations ayant des défi-
nitions identiques, on s’attendrait à obtenir des résultats 
comparables. Cependant, les chiffres de BR pour la popu-
lation 5 sont nettement moins bons que pour la population 6, 
particulièrement pour la méthode BREWER. La seule 
différence observable entre ces deux populations est que la 
population 5 contient une valeur aberrante (ferme 14 dans la 
référence fournie). Il semblerait donc que l’existence de 
valeurs aberrantes puisse introduire un certain biais 
supplémentaire dans ces estimateurs de la variance. Deuxiè-
mement, l’estimateur 18,16V̂  semble être le meilleur de la 
catégorie, puisqu’il donne d’assez bons résultats dans toutes 
les situations et produit les biais les plus faibles (en valeur 
absolue) dans la plupart des cas. Troisièmement, l’esti-
mateur 10,16V̂  a tendance à produire les biais les plus 
importants. 

Pour ce qui est de la stabilité, le tableau 3 donne le 
coefficient de variation ),V̂(E)/V̂(T.E.)V̂(CV -=  exprimé 
en pourcentage, pour les sept estimateurs de la variance. On 
constate que les estimateurs de la variance indépendants de 

ijπ  ont tendance à être plus efficaces (coefficients de 
variation plus petits) que ,V̂SYG  bien que les gains soient 
faibles. À part cela, peu de choses distinguent ces esti-
mateurs de la variance les uns des autres, même si 10,16V̂  
est celui qui donne les meilleurs résultats pour toutes les 
populations sauf la dernière.  
5.2 Cas 2>n   

À la présente section, nous adoptons une méthode en 
simulation de Monte Carlo pour examiner les propriétés de 
l’estimateur de la variance. L’étude porte sur deux popu-
lations réelles. La première est une population de 220 blocs 
(BL220) tirée de l’annexe E dans Kish (1965). L’ensemble 
de données contient deux variables : =iY nombre de loge-
ments occupés par des locataires dans le bloc i  et =iX  
nombre  total  de  logements  dans  le  bloc .i   Certaines  ca-
ractéristiques de cette population sont : ,05,1)(CV =y  

=)(CV x 85,0  et .97,0=ρ  
La deuxième population, qui comprend 281 muni-

cipalités (MU281), est donnée dans Särndal, Swensson et 
Wretman (1992). Nous utilisons RMT85, c’est-à-dire les 
recettes de l’imposition de 1985, comme variable étudiée, 

,y  et P75, c’est-à-dire la population municipale en 1975, 
comme mesure de taille. Les caractéristiques principales de 
cette population sont : ,06,1)(CV =y  96,0)(CV =x  et 

.99,0=ρ  
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Tableau 1 
Description des neuf petites populations 

 

Pop. Source                 y                  x  N  )(CV y  )(CV x  ρ  

1 Cochran (1963, page 325) Nbre de personnes par bloc Nbre de pièces par bloc 10 0,15 0,14 0,65 

2 Yates (1981, page 150) Kraals 26 – 38 Nbre de personnes absentes Nbre total de personnes 13 0,67 0,47 0,72 

3 Rao (1963, page 207) Superficie de maïs en 1960 Superficie de maïs en 1958 14 0,39 0,43 0,93 

4 Cochran (1963, page 156) villes 19 à 33 Nbre de personnes en 1930 Nbre de personnes en 1920 15 0,67 0,69 0,94 

5 Sampford (1962, page 61) unités paires Superficie d’avoine en 1957 Superficie cultivée totale en 1947 17 0,61 0,71 0,80 

6 Sampford (1962, page 61) unités impaires Superficie d’avoine en 1957 Superficie cultivée totale en 1947 18 0,75 0,73 0,91 

7 Yates (1981, page 153) Volume de bois d’œuvre Volume de bois d’œuvre estimé à l’œil 20 0,51 0,48 0,49 

8 Sukhatme (1954, page 279) cercles 1 à 20 Superficie de blé Nbre de villages 20 0,63 0,50 0,59 

9 Horvitz et Thompson (1952, page 682) Nbre de ménages Nbre de ménages estimé à l’œil 20 0,44 0,40 0,87 
    

Tableau 2 
BR (%) des estimateurs de la variance pour 2=n  

 

  Pop1 Pop2 Pop3 Pop4 Pop5 Pop6 Pop7 Pop8 Pop9 
B HAJV̂  – 1,04 – 2,97 – 2,60 – 6,05 – 3,64 0,08 – 0,81 – 1,48 1,13 
R 9,16DEV V̂,V̂  – 0,98 – 2,52 – 2,29 – 5,21 – 3,00 0,54 – 0,63 – 1,33 1,24 
E 10,16V̂  – 1,37 – 3,55 – 3,21 – 7,16 – 4,31 0,82 – 0,94 – 1,89 1,80 
W 11,16V̂  – 0,59 – 1,49 – 1,37 – 3,26 – 1,69 0,26 – 0,31 – 0,76 0,68 
. 18,16V̂  – 0,20 – 0,46 – 0,46 – 1,31 – 0,38 – 0,01 0,00 – 0,19 0,13 
T HAJV̂  – 1,06 – 4,40 – 1,07 – 5,90 – 1,86 – 0,41 0,32 – 1,10 0,82 
I 9,16DEV V̂,V̂  – 1,00 – 3,94 – 0,75 – 5,03 – 1,19 0,07 0,51 – 0,95 0,93 
L 10,16V̂  – 1,39 – 4,91 – 1,68 – 6,91 – 2,47 0,33 0,19 – 1,50 1,48 
L 11,16V̂  – 0,62 – 2,98 0,17 – 3,14 0,09 – 0,20 0,83 – 0,39 0,38 
É 18,16V̂  – 0,23 – 2,02 1,10 – 1,25 1,37 – 0,46 1,15 0,17 – 0,17     

Tableau 3 
CV (%) des estimateurs de la variance pour 2=n  

 

  Pop1 Pop2 Pop3 Pop4 Pop5 Pop6 Pop7 Pop8 Pop9 

B SYGV̂  123 126 118 245 138 127 158 127 133 

R HAJV̂  121 119 115 238 131 125 155 124 134 

E 9,16DEV V̂,V̂  121 119 115 238 131 125 155 124 134 

W 10,16V̂  120 117 114 236 128 124 153 123 135 

E 11,16V̂  122 122 116 241 133 126 157 125 133 

R 18,16V̂  122 125 117 243 136 127 158 126 133 

T SYGV̂  123 143 118 248 147 131 164 131 134 

I HAJV̂  121 118 115 238 128 125 155 124 134 

L 9,16DEV V̂,V̂  121 118 115 238 128 125 155 124 134 

L 10,16V̂  121 116 114 235 125 124 154 123 135 

É 11,16V̂  122 121 115 240 130 125 157 125 133 

 18,16V̂  122 123 116 243 133 126 159 126 133 
    

Nous tirons des échantillons de taille ,10=n  20 et 40 
avec ,ii X∝π  Ui ∈  à partir de BL220 et MU281 par 
échantillonnage systématique aléatoire  PTπ  (RANSYS) et 

par la méthode TILLÉ. Pour chaque échantillon, nous cal-
culons une estimation du total au moyen de l’estimateur HT 
et la variance au moyen des sept estimateurs de la variance 
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mentionnés à la section précédente (toutefois, pour 
RANSYS, nous utilisons l’approximation de Hartley et Rao 
(1962) des ,ijπ  au lieu des ijπ  exactes dans la formule (2)). 
Nous répétons ce processus d’échantillonnage-estimation 

00050=R  fois. 
Le tableau 4 montre les biais relatifs de Monte Carlo 

observés des estimateurs de la variance pour RANSYS et 
TILLÉ. À noter, que pour TILLÉ, aucune valeur n’est 
fournie à la ligne correspondant à l’estimateur de la variance 
SYG, parce que, étant donné les populations, les mesures de 
taille et les tailles d’échantillon employées, la méthode de 
TILLÉ produit des ijπ  strictement positives, ce qui signifie 
que l’estimateur de la variance SYG est sans biais par 
rapport au plan de sondage. Tous les chiffres du tableau sont 
relativement faibles, ce qui semble confirmer notre opinion 
selon laquelle, dans des conditions de grande entropie, le 
calcul des ijπ  n’est pas essentiel à l’obtention d’estimateurs 
de la variance presque sans biais. Dans le groupe des 
estimateurs indépendants de ,ijπ  nous n’observons aucune 
différence notable en ce qui concerne RANSYS, mais HAJV̂  
et son parent, ,V̂DEV  semblent donner d’un peu meilleurs 
résultats que la famille d’estimateurs ∗,16V̂  en ce qui 
concerne TILLÉ, particulièrement pour .40=n  Cependant, 
pour TILLÉ, tous les biais observés sont positifs et ont 
tendance à augmenter parallèlement à la taille d’échantillon. 
Il semble donc que l’entropie de TILLÉ est un peu plus 
faible que celle de RANSYS, auquel cas les biais plus 
importants observés pour la famille d’estimateurs ∗,16V̂  
reflètent l’effet réel assez exactement.  

Tableau 4 
BR (%) des estimateurs de la variance pour 2=n  

 

RANSYS TILLÉ Estimateur 
de la 
variance 10=n  20=n  40=n  10=n  20=n  40=n  

 BL220 

SYGV̂  0,13 1,02  – 0,27 – – – 

HAJV̂   – 0,14 0,47  – 2,35 1,49 2,18 3,27 

DEVV̂   – 0,12 0,54  – 2,15 1,52 2,25 3,48 

9,16V̂   – 0,06 0,83  – 0,52 1,58 2,54 5,21 

10,16V̂   – 0,23 0,64  – 0,75 1,41 2,34 4,97 

11,16V̂  0,11 1,02  – 0,30 1,75 2,73 5,45 

18,16V̂  0,13 1,03  – 0,29 1,77 2,74 5,45 

 MU281 

SYGV̂   – 0,27 – 0,43 0,77 – – – 

HAJV̂   – 0,40 – 0,75  – 0,59 0,64 1,01 1,93 

DEVV̂   – 0,37 – 0,68  – 0,39 0,67 1,09 2,14 

9,16V̂   – 0,34 – 0,51 0,67 0,70 1,26 3,22 

10,16V̂   – 0,40 – 0,58 0,58 0,63 1,19 3,13 

11,16V̂   – 0,27 – 0,43 0,76 0,77 1,34 3,31 

18,16V̂   – 0,27 – 0,43 0,76 0,78 1,34 3,32 

 

Afin de vérifier si l’entropie de TILLÉ est un peu plus 
faible que celle de RANSYS, nous comparons leurs 
variances de Monte Carlo (VMC) au moyen de la formule 
(12), qui est l’approximation sous grande entropie de la 
variance HT. Nous utilisons la version la plus exacte de ,ic  
c’est-à-dire (18), pour calculer (12). La comparaison est 
présentée au tableau 5. Celui-ci montre que les variances 
TILLÉ sont un peu plus faibles que les variances corres-
pondantes RANSYS. En outre, les variances approximatives 
données par (12) concordent mieux avec les variances 
RANSYS. Ces résultats appuient notre conjecture voulant 
que l’entropie de TILLÉ soit un peu plus faible que celle de 
RANSYS, particulièrement quand la correction pour son-
dage dans une population finie est appréciable. 

Nous nous concentrons ensuite sur la stabilité. Le tableau 
6 donne les erreurs-types de Monte Carlo observées des 
estimateurs de la variance. De toute évidence, aucune 
différence méritant d’être mentionnée n’existe entre ces 
estimateurs. Il en est de même dans le cas d’une compa-
raison des deux méthodes d’échantillonnage. Il semble que 
la stabilité ne soit pas un facteur pertinent lorsqu’il s’agit de 
faire en choix entre ces estimateurs de la variance. 
 

Tableau 5 
Comparaison des variances (toutes les valeurs en 410 ) 

 

 BL220 MU281 
 10=n  20=n  40=n  10=n  20=n  40=n  
(12) + (18) 14,06 6,572 2,830 565,5 264,3 113,7 
VMC – RANSYS 14,07 6,520 2,841 566,2 265,3 112,8 
VMC – TILLÉ 13,87 6,404 2,691 560,0 257,6 108,9 
 

Tableau 6 
CV (%) des estimateurs de la variance pour 2=n  

 

RANSYS TILLÉ Estimateur 
de la 
variance 10=n  20=n  40=n  10=n  20=n  40=n  

 BL220 

SYGV̂  58,31 41,16 30,70 57,43 40,41 29,54 

HAJV̂  57,90 40,49 29,48 57,39 40,24 29,08 

DEVV̂  57,90 40,49 29,48 57,39 40,24 29,08 

9,16V̂  57,02 40,54 29,64 57,41 40,29 29,24 

10,16V̂  57,79 40,45 29,56 57,29 40,19 29,16 

11,16V̂  58,04 40,64 29,73 57,53 40,39 29,32 

18,16V̂  58,05 40,65 29,73 57,55 40,39 29,32 

 MU281 

SYGV̂  54,90 37,29 25,33 55,07 37,50 25,45 

HAJV̂  54,69 36,98 24,96 54,79 37,07 24,78 

DEVV̂  54,68 36,98 24,95 54,79 37,07 24,77 

9,16V̂  54,67 36,92 24,70 54,77 37,01 24,52 

10,16V̂  54,63 36,89 24,66 54,74 36,98 24,48 

11,16V̂  54,70 36,95 24,74 54,81 37,04 24,56 

18,16V̂  54,71 36,96 24,74 54,81 37,04 24,56 
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6. Sommaire  
Nous établissons des estimateurs pour ce qui, dans le 

contexte de toute méthode de sélection à grande entropie, 
est une bonne approximation de la variance par rapport au 
plan de sondage de l’estimateur HT du total. 

Ces estimateurs ressemblent, mais ne sont pas identiques, 
à d’autres estimateurs de la variance proposés pour des 
méthodes de sélection particulières à grande entropie par 
Hájek (1964), Rosen (1997) et Deville (1999). Ces estima-
teurs offrent tous l’avantage important, comparativement à 
l’estimateur de la variance type SYG, d’avoir une formule 
ne comprenant pas les probabilités d’inclusion de deuxième 
ordre .ijπ  

Des études empiriques montrent que ces estimateurs ont 
tous d’assez bonnes propriétés, à la fois pour le cas spécial 
important 2=n  et lorsque n  prend une valeur plus élevée. 
L’estimateur donné par (16) avec ic  défini par (18), qui 
possède certaines propriétés théoriques quasi optimale, 
semble avoir un biais nettement moins important que les 
autres pour ,2=n  mais non pour les valeurs plus grandes 
de .n  

Pour le cas ,2>n  nous avons utilisé deux méthodes à 
grande entropie, à savoir l’échantillonnage aléatoire à partir 
d’une population aléatoirement ordonnée (RANSYS) et la 
méthode proposée par Tillé (1996) (TILLÉ). Dans tous les 
estimateurs de la variance, le biais est systématiquement 
plus élevé (autrement dit algébriquement plus grand) pour 
TILLÉ que pour RANSYS, surtout quand n  prend sa 
valeur la plus grande de 40. Les différences entre les biais 
de TILLÉ et ceux de RANSYS sont également positives 
pour toutes les valeurs de n  et, de nouveau, particulière-
ment quand .40=n  Nous conjecturons que cette méthode 
de sélection TILLÉ a une entropie un peu plus faible (et, 
typiquement, une variance plus faible) que la méthode 
RANSYS. 
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