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Une méthode bayesienne non infor mative d’ estimation
pour petits domaines

Glen Meeden !

Résumé

Dans I'estimation pour petits domaines, on utilise des données provenant de domaines comparables pour estimer la
moyenne pour un petit domaine particulier. Cet emprunt d’information est justifié par la spécification d’'un modde
hypothétique reliant les moyennes des petits domaines. Ici, hous proposons une méthode bayesienne non informative ou
objective d estimation pour petits domaines. Cette méthode permet d'estimer d autres paramétres de population que la
moyenne et de produire des estimations raisonnables de leur précision.

Motsclés: Enquéte par sondage; estimation pour petits domaines; loi aposteriori de PAlya; approche bayesienne non

informative.

1. Introduction

Selon la méthode type d’ estimation sur petits domaines,
on suppose que les paramétres d'intérét, c'est-a-dire les
moyennes de petit domaine, sont reliés suivant un modée
lineire donné. En Singpirant de la théorie de la
modélisation linéaire, on peut élaborer des estimateurs qui
«empruntent de I'information » par utilisation de données
provenant de domaines connexes pour estimer la moyenne
d'intérét. Cependant, il est souvent difficile de bien estimer
la précision de I'estimateur. Rao (1999) et Ghosh et Rao
(1994) ont produit récemment de bons résumés des textes
publiés ace sujet.

La méthode bayesienne d' inférence statitique consiste a
utiliser, pour résumer I'information sur un paramétre, la loi
aposteriori, qui dépend d'un modée et de la loi apriori,
aind que des données observées. Dans |’ échantillonnage
d'une population finie, le paramétre inconnu est simplement
la population compléte et la fonction de vraisemblance du
modée est tirée du plan d' échantillonnage. Un bayesien doit
spécifier uneloi apriori sur toutes les valeurs possibles de la
population. Une fois que I’ échantillon est observé, la loi
aposteriori est smplement la loi conditionnelle des unités
non observées, éant donné les valeurs des unités observées
caculées sous laloi apriori établie pour la population. Pour
la plupart des plans d’ échantillonnage, cette loi aposteriori
ne dépend pas de la probabilité prévue par le plan
d échantillonnage utilisé pour sdectionner I échantillon réd.
La méthode bayesienne d' échantillonnage d’ une population
finie a &é exposée fort dégamment par D. Basu. Pour une
discussion plus approfondie, voir sa série de dissertations
dans Ghosh (1988).

L’échantillon éant donné, on suppose que I'on peut
smuler les valeurs pour toutes les unités non observées
d'aprées la loi aposteriori pour générer une «copie
complete » de la population. Alors, é&ant donné les vaeurs

smulées et observées, on peut calculer la vadeur de la
moyenne de la population, N™*YXN,y., pour la copie
simulée de la population compléte. Si I'on génére un grand
nombre de copies simulées indépendantes de la population
el que, dans chague cas, on cacule la moyenne de la
population simulée, puis qu’'on prend la moyenne de ces
moyennes simulées, on obtient une estimation de la
moyenne inconnue de la population. Ce processus revient a
caculer approximativement I'estimation bayesienne de la
moyenne de la population sous perte d' erreur quadratique
pour laloi apriori donnée. Plus généralement, si I'on simule
un grand nombre de ces copies complétes de la population,
on peut caculer, agpproximativement, les estimations
bayesiennes ponctuelles ou d'intervalle pour bon nombre de
paramétres de la population. Le probléme revient dors a
trouver un modéle bayesien raisonnable qui utilise le genre
d'information apriori disponible pour le probléme
d estimation sur petits domaines qu'il faut résoudre.

La loi aposteriori de Polya représente une méthode
bayesenne non informative d échantillonnage d'une
population finie qui N’ utilise que peu d' information apriori,
voire aucune, au sujet de la population. Son usage est
approprié s un spécialiste de I’ échantillonnage classique est
disposé & adopter un plan déchantillonnage aéatoire
smple. Nelson et Meeden (1998) considérent plusieurs
scénarios ou il est supposé que I'information sur les
quantiles de population des variables auxiliaires est connue
apriori. lls démontrent qu'une loi aposteriori de Pdlya
correctement contrainte, ¢’ est-a-dire uneloi qui S appuie sur
ce que I'on sait apriori au sujet des quantiles de x, produit
des réaultats fréquentistes raisonnables. Ici, nous verrons
que cette gpproche peut étre utile pour une variante des
problémes d' estimation sur petits domaines.

Nous considérerons une population qui est subdivisée en
un domaineD dintéré et son complément, D’. Nous
supposons auss qu’ elle est subdivisée en K petits domaines,
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disons A, ..., A¢. Soit 'y, la caractéristique d'intérét et x,
une variable auxiliaire. Supposons, en utilisant un
échantillon aéatoire de la population compléte, que, pour un
k donné, nous souhaitions estimer ., | (y), lamoyenne de
y sur toutes les unités qui appartiennent au petit domaine
DN A,. Souvent, le nombre d'unités échantillonnées qui
appartiennent a D N A, est assez petit et n'utiliser que ces
observations peut donner lieu & un estimateur imprécis. A
titre d’ exemple, imaginons que D est une région d un Etat
subdivisée en comtés. Chague comté compris dans D est
adors apparié a un comté semblable situé a I’ extérieur de D.
Donc, le k'™ comté et son jumeau forment le k'™
domaine et la s&ie de comtés «jumeaux » forment D’.
Puis, nous tirons un échantillon aéatoire a partir de D w D’
et nous voulons estimer les moyennes des comtés (ou petits
domaines) qui forment D.

Afin d'amdiorer cet estimateur naif, nous devons
formuler certaines hypotheéses supplémentaires. Ici, nous
supposons que, pour chague unité échantillonnée, nous
connaissons les vaeurs de y e x. Pour les unités qui
appartiennent a A, nous é@mettons deux hypothéses qui
formalisent I'idée sdlon lagudle les petits domaines,
A ND & A nD’, sont smilaires. Premiérement, nous
upposons que les moyennes de petit domaine des variables
auxiliares, up ((x) € py ((X), sont inconnues, mais
différent peu. Deuxiémement, NOUS SUPPOSONS que, pour les
unités qui appartiennent a A, la distribution de y, dépend
uniquement des vaeurs de x et est indépendante de
I'appartenance a D ou a D’. Enfin, nous supposons que
Up(x), la moyenne de x pour toutes les unités qui
gppatiennent a D, et connue. Notons que nous ne
Supposons pas connaitre iy,  (X) e wy  (X), cequi est
souvent le caslors deI” estimation sur petits domaines.

Ici, nous démontrerons que, S nos hypothéses sont
vérifiées, une modification de la loi aposteriori de Pdlya
produit de bons estimateurs ponctuels et d'intervale de
Up (y), ans que de la médiane de y dans le petit
domaine DN A . A la deuxiéme section, nous décrivons
brievement laloi a posteriori de Pélya et alatroiséme, nous
discutons de la simulation a partir d' une version contrainte
de cette loi. A laquatriéme section, nous présentons certains
résultats des smulations qui indiquent comment la méthode
pourrait fonctionner en pratique. Enfin, a la cinquiéme
section, nous présentons nos conclusions.

2. Laloi apogeriori dePdlya

Considérons une population finie comprenant N unités
étiquetées 1, 2, ..., N. Nous supposons que | es étiquettes sont
connues et ne contiennent aucune information. Pour chague
unité i, supposons que y;, un nombre réd, est la valeur
inconnue d’'une caractéristique d'intéré&t. Nous supposons
que I'éat inconnu de la nature, y = (y,,...,yy), fat partie
d'un sous-ensemble d’un espace euclidien 2N dimensions,
RY. Un échantillon s est un sous-ensemble de
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{1, 2, ..., N}. Nous représentons par n(s) le nombre
dééments dans s. Un point échantillon comprend
I’ensemble d' étiquettes s observées ains que les vaeurs
correspondantes  pour la caractéristique dintérét. S
s={i;, ..., Iy9} @AOrs nous pouvons représenter un tel
point échantillon par (s, v,).

Compte tenu des données, la loi aposteriori de Pdlya est
uneloi conjointe prédictive pour les unités non observées de
la population qui dépend des valeurs dans I'échantillon.
Etant donné un point de donnée (s, y,), montrons
maintenant comment générer un ensemble de valeurs
possibles pour les unités non observées d aprés cette loi.
Considérons une urne qui contient n(s) balles, ou I'on
donne a la premiere balle la valeur Ys, » aladeuxieme, la
valeur Ys, et ains de suite. Nous commencons par choisir
une balle au hasard dans I'urne et par attribuer sa valeur a
I’ unité non observée de la population possédant I’ &iquette la
plus petite. Puis, nous remettons cette bale ains qu'une
balle supplémentaire ayant la méme vaeur dans I'urne.
Nous choisissons une autre bale au hasard dans I'urne et
nous attribuons sa valeur a I'unité non observée de la
population possédant la deuxiéme étiquette la plus petite.
Puis, nous remettons dans | urne cette deuxiéme balle et une
autre ayant la méme valeur. Nous poursuivons le processus
jusgu’ & ce que nous ayons éttribué une valeur aux N —n(s)
unités non observées. Quand nous avons terming, nous
avons généré une rédlisation de la population compléte a
partir de la loi aposteriori de Pélya. Cette copie compléte,
smulée, contient les n(s) valeurs observées ains que les
N —n(s) vaeurs simulées pour les unités non observées de
la population. Donc, par smple échantillonnage de Pdlya,
nous obtenons une loi prédictive pour les unités non
observeées, é&ant donné les unités observées.

Nous pouvons vérifier que, sous cette loi prédictive, la
valeur attendue de la moyenne de population est smplement
la moyenne d'échantillon et sa variance apoderiori est
approximativement la variance fréquentiste de la moyenne
de population sous échantillonnage aéatoire simple lorsque
n(s)>25. Donc, I'inférence concernant la moyenne de
population sous la loi aposteriori de Pdlya concorde avec
les méthodes standards. Bien que les probabilités de
sdection du plan de sondage ne jouent aucun réle formel
dans |'inférence fondée sur laloi a posteriori de PAlya, pour
gue cette derniére soit jugée appropriée par le spécidiste de
I échantillonnage, il faut que les valeurs de la caractéristique
d'intérét pour les unités observées et non observées soient
approximativement interchangeables. 11 en est généraement
ains dansle casde I’ échantillonnage aléatoire smple.

On amontré pour divers problémes décisionnels que les
méthodes basées sur la loi aposteriori de Pdlya sont
acceptables, car il sagit de méthodes bayesiennes
sfquentielles. (Voir Ghosh e Meeden 1997.) Dans ces
arguments bayesiens séquentiedls, on sdectionne une
s&quence finie de sous-ensembles digoints de | espace des
paramétres, ou I'ordre est important. On définit une loi
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apriori différente pour chacun de ces sous-ensembles. Pour
commencer, on trouve |’ estimateur de Bayes pour chague
point échantillon qui recoit une probabilité positive sous la
premiére loi apriori. Puis, on trouve I’ estimateur de Bayes
pour tout point échantillon qui regoit une probabilité
positive sous la deuxieéme loi apriori et qui n'est pas
considéré sous la premiére loi apriori. Ensuite, on considére
la troiséme loi apriori, & ans de suite. Pour un point
échantillon particulier, la valeur de I’ estimation bayesienne
saquentielle est la valeur de I’ estimateur bayesien du point
échantillon correspondant a |’ estimateur bayesien identifié a
Iéape a laguelle le point échantillon a éé considéré. La
nature bayesienne séquentielle de laloi aposteriori de Pélya
explique ses propriétés quelque peu paradoxales. Pour un
échantillon donné, elle se comporte exactement comme une
loi aposteriori bayesienne proprement dite, mais la série de
lois aposteriori possibles résultant de tous les échantillons
possibles découle d’ une famille de loisapriori au lieu d’ une
loi apriori unique. Du point de vue bayesien, cette situation
est appropriée s les suppositions apriori au sujet de la
population sont que les unités sont a peu prés inter-
changesbles, mais que I'on ne sait rien d’autre & leur sujet.
La nature bayesienne séquentielle de la loi aposteriori de
Pdlya permet aussi d expliquer plus facilement pourquoi
elle produit des intervalles bayesiens a 95 % crédibles qui,
dansla plupart des cas, se comportent & peu prés comme les
intervalles de confiance a 95 %. Pour plus de dé&ails et la
discussion des propriétés théoriques de la loi aposteriori de
Pdlya, consulter Ghosh e Meeden (1997). La loi
aposteriori de Pdlya est reliée au bootstrap bayesien de
Rubin (1981). Voir auss Lo (1988).

3. Simulation a partir delaloi
aposeriori dePdlya

L’egtimation de I’intervalle de la moyenne de population
el les edimations ponctueles et dintervale dautres
caractéristiques de la population sous la loi aposteriori de
Pélya ne peuvent habituellement pas étre calculées
explicitement. On doit recourir a la smulation pour les
obtenir approximativement. Pour cela, on simule un grand
nombre de copies compl etes indépendantes de la population
et on calcule la valeur du paramétre d'intérét pour chague
copie. On peut le faire de fagon directe, mais, souvent, une
gpproximation bien connue donne aussi de bons résultats.
Par souci de simplicité, nous supposons que les vaeurs
d échantillon y, sont toutes distinctes et que la fraction
d échantillonnage n(s)/ N et faible. Pour j =1, ..., n(s),
posons que A; et la proportion d'unités dans une copie
simulée compléete de la population qui prennent la valeur
y,. Alors, sous la loi apoderiori de Polya, A=
(Xl, s Aye)) SUIt @pproximativement une loi de Dirichlet
ayant un vecteur de paramétres tous égaux a 1, ¢’ est-a-dire
qui est uniforme sur le smplexe a n(s) —1 dimensions, ou
IO, =1
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Supposons maintenant qu’une caractéristique auxiliaire
est associée a chaque dément de la population. Pour
I'unitéi, soit x, lavaleur de cette caractéristique auxiliaire.
Le vecteur de ces valeurs de la caractéristique auxiliaire est
représenté par x. Nous ne connaissons pas les valeurs de X,
mals Nous supposons que leur moyenne de population est
connue. Il sagit d' une stuation courante dans laquelle on
utilise souvent I'estimateur par régression ou |’ estimateur
par le quotient. Soit x, les valeurs de x des unités observées
dans I’ échantillon. Maintenant, nous pouvons adapter la loi
aposteriori de Pdlya afin dutiliser cette information
supplémentaire de la fagon qui suit. Lors de la création
d'une copie simulée de la population compléte en utilisant
les valeurs {(y;, X;):ie s}, on se sert uniquement des
copies complétes dont la moyenne de population smulée de
X et égale ala moyenne connue de x.

La smulation est plus difficile a partir d'une loi
aposteriori de Pdlya contrainte qu'a partir de la loi non
contrainte. Soit p, la moyenne de population connue de
X. Supposons que s est un échantillon tel que x, contient
les valeurs plus petites et plus grandes que p,. Quand il
en est aing, il existe une solution approximative du
probléme de génération de copies simulées d’ apres la loi
aposteriori de Pdlya qui satisfait la contrainte de
moyenne. Pour j=1, .., n(s), soit A; la proportion
d’ unités dans la copie simulée de la population qui ont la
valeur (y;, % ). (Notons que le x, ne doit pas
nécessairement ére distinct) Si nous ignorons la
contrainte pour un moment, alors, comme nous |’ avons
observé plus haut, la simulation a partir de la loi
aposteriori de Pdlya équivaut approximativement a
supposer une loi uniforme pour A= (A,, ..., A,) surle
simplexe a n(s)-1 dimensions ou Y9\, =1. Pour
satisfaire la contrainte de moyenne, nous devons
sélectionner les A aéatoirement & partir de I’ensemble
qui est I'intersection de I’ hyperplan ZTQM&] =u, et
du simplexe pour A. En général, on ne peut générer des
échantillons aéatoires indépendants a partir de cette
distribution. Par contre, on peut utiliser I’agorithme de
Metropolis-Hasting pour générer des copies simulées
dépendantes de la population a partir d'une chaine de
Markov convergente. Pour plus de précision sur cet
algorithme, voir Metropolis, Rosenbluth, Rosenbluth,
Teller et Teller (1953) et Hastings (1970).

L'utilisation de la solution approximative fondée sur la
loi de Dirichlet permet de ne pas prendre en considération
un probléme technique ennuyeux qui n’'a aucune signifi-
cation pratique. Autrement dit, éant donné I’ échantillon, il
est souvent impossible d’ obtenir des copies simulées de la
population qui satisfont exactement la contrainte de
moyenne. Par exemple, supposons que N=5 e que
I échantillon de taille trois a donné des valeurs de x égales a
0, O et 10. Maintenant, S nous savons que U, = 4,5, alors,
sous laloi aposteriori de PAlya, il est impossible de générer
des copies simulées de la population, puisque les seules
vaeurs possibles de x pour une unité non observée sont O et
10. Autrement dit, &ant donné cet échantillon, sous la loi
aposteriori de PAlya, les seules valeurs possiblesde p, sont
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2, 4 et 6. En général, méme s hous avons généré un A qui
sttisfait la contrainte, les AN ne doivent pas
nécessairement étre des nombres entiers et, donc, il ne doit
pas nécessairement exister une copie rédlle de la population
correspondant & A. Toutefois, en pratique, cela ne devrait
pas avoir beaucoup d'importance. En effet, on ne connait en
généra qu’ approximativement la contrainte de moyenne. En
outre, pour les échantillons de plus grande taille, la nature
gpproximative des copies smulées n'a tout simplement pas
d' importance.

Récemment, Nelson et Meeden (1998) et Meeden et
Neson (2001) ont considéré divers problemes ou la loi
aposteriori de Pdlya contrainte est gpplicable. S I'on
connait la moyenne de population de x, Meeden et Nelson
(2001) présentent des simulations qui démontrent que les
estimateurs ponctuels et d'intervale aposteriori contraints
de Pdlya donnent des résultats presque identiques a ceux de
I estimateur par régression. Donc, tout comme |’ estimateur
par régression, lors de I'estimation de la moyenne de
population de 'y, I’ estimateur aposteriori contraint de Pdlya
utilise I'information résultant de la connaissance de la
moyenne de population de x.

4. Un problémed’ estimation sur petits domaines

Conddérons de nouveau le probleme d' estimation sur
petits domaines décrit dans I’introduction. Une population
est partitionnée de deux fagons différentes. La premiére
consiste a subdiviser la population en un domaine d' intérét,
D, e son complément, D’. La deuxiéme consiste a la
subdiviser en K petitsdomaines A, ..., A, ou, pour chague
k, nous supposons que les petits domaines A, ND &
A NnD’ ne sont pas vides. La figurel donne une
représentation graphique de la population. Un échantillon
déatoire et tiré de I'ensemble de la population et nous
voulons estimer u;,  (y), lamoyenne dey pour les unités
qui appartiennent au petit domaine A, N D. Pour ce genre
de probleme, on suppose souvent que, pour la variable
auxiliaire x, on connait les moyennes u, ((X) €
Wy (X). Ici, nous émettons les hypotheses plus faibles
selon lesquelles pp, ( (X) €ty ((X) sont inconnues, mais
ne différent pas trop et que p,(X), la moyenne de x sur
toutes les unités gppartenant & D et connue. Nous
SUPPOSONS auss que, pour les unités appartenant a A, N D
et A, N D’, ladistribution de y; dépend uniquement de X,
et ne dépend pas de son gppartenanceaD ou D’. En ce qui
concerne la figure 1, nous sSUppPOSONS que NoUS conNaiSsoNs
la moyenne de x pour toutes les unités de la population qui
gppartiennent a la premiere colonne et que, dans chague
ligne, la répartition des unités entre les deux colonnes est a
peu pres la méme. Comme nous le verrons bientét, ces
conditions suffisent pour produire des estimateurs de
Up  (Y) qui donnent de meilleurs résultats que | estimateur
naif.
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Figurel.Une population subdiviste en un
domaine et son complément, ains
gu’ une deuxieme subdivision en K petits
domaines.

Avant d expliquer comment cela se produit, nous
devons donner un peu plus de notation. Soit N, , le
nombre d'unités de la population qui appartiennent a
DN A. Nous supposons que les Ny, sont connus.
Pour I'unité i, posons que t,=(L, k) s ieDNA et
t=(0, k) s ieD'nA. Alors, étant donné un
échantillon s, nous devons utiliser {(y;, X%, t):ie s
pour estimer p, (y). Nous construisons maintenant la
loi aposteriori contrainte de Polya en deux étapes. A la
premiére, en utilisant les unités de |’ échantillon qui se
trouvent aI’intérieur de D et leurs valeurs (x;, t;), nous
créons une copie compléte de D qui satisfait la contrainte
de moyenne connue p,(x). A la deuxiéme étape, nous
commencons par trouver, pour la copie smulée de D, la
moyenne des valeurs de x pour toutes les unités qui
appartiennent & D A,. (Rappelons que cet ensemble
contient a la fois les valeurs observées et simulées.)
Représentons cette moyenne par [i, (X). Ensuite, en
utilisant les valeurs d'échantillon observées a partir de
DN A et D' A, nous créons une copie compléte de
DN A qui satisfait la contrainte de moyenne 1, | (X).
Par répétition de ce procédé en deux étapes un grand
nombre de fois, nous pouvons construire des copies
simuléesde D~ A, qui utilisent la similarité des unités
comprises dans les domaines A, "D e A ND’ et
I’information provenant de la moyenne connue L (X).

Pour voir comment cette approche pourrait fonctionner
en pratique, hous présentons des résultats de simulation pour
certaines populations construites. Danstouslescas, K=2, s
bien gqu'il Ny a que deux domaines et, alafigure 1, il n'y a
que quatre cellules ou quare petits domaines. Les
populations sont congtruites de sorte que chacune des quatre
cdlules contiennent 250 unités. Pour chague cellule, nous
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commengons par générer 250 valeurs pour la variable
auxiliaire x en tirant un échantillon aléatoire selon une loi
gamma dont le paramétre de forme est donné et le para-
métre d'échelle et égal a 1. Alors, dans chague domaine,
sous la condition des valeurs de x, les valeurs de y sont des
observations indépendantes provenant de lois normales ou
la moyenne de vy, | x dépend de x; et ou la variance de
Yy | % peut ére constante ou, dans certains cas, peut
dépendrede x;.

Dans la premiére population, popl, le parametre de
forme de laloi gamma est égal aquatre dans A N D ains
que A ND’, etasixdans A,nD e A, nD’". Pourles
unités comprises dans A, y; | x, it la loi normale de
moyenne 25+2x et de variance 100. Pour les unités
comprisesdans A,, y; | X suit laloi normale de moyenne
254 3x; et devariance 25.

Notons que popl a été générée sous un modéle
conforme aux hypothéses sous-tendant la loi a posteriori
contrainte de PoOlya décrite plus haut. En fait, notre
méthode devrait donner de trés bons résultats pour popl,
parce que, pour chaque k, les valeurs moyennes de la
variable auxiliaire dans A . nD e A NnD’ seront
approximativement égales. Cette condition n'est pas
nécessaire pour que notre méthode donne de bons
résultats, mais si la méthode ne marche pas dans cet
exemple, il est difficile d'imaginer qu'elle le fasse en
pratique. Dans deux des autres populations, pour chaque
k, nous posons que les paramétres de forme qui générent
lesvaleursdex dans A, "D et A, n D’ sont différents.
Il s'agit d’ une hypothese plus réaliste. Nous posons aussi
gue lamoyenne de vy, | x est une fonction non linéaire de
X, et que lavariance de vy, | x, dépend de x. Dans tous
les cas, la forme de la loi de y, |x sera la méme sur
A NnD e A nD’ pour chaque k. Cette hypothese est
la plus cruciale. S elle nest pas approximativement
satisfaite, notre méthode ne peut pas fonctionner.

Dans la deuxiéme population, pop2, les paramétres de
forme des lois gamma son égaux a huit dans A, N D, adix
dans AND’, & sx dans A,nD & a quare dans
A, nD’. Pour les unités comprises dans A, y; | % suit
une loi normale de moyenne 25+ 2x; €t de variance 9x.
Pour les unités comprises dans A,, y, | % suit une loi
normale de moyenne 25+ 3x, et de variance 4.

Dans la troisieme population, pop3, les paramétres de
forme des lois gamma sont égaux a huit dans A "D et
AND’, e asx dns A,nD e A, nD" Pour les
unités comprises dans A, Y, | x; suit une loi normale de
moyenne 25+ 0,5(x, —8)* et de variance 9x,. Pour les
unités comprises dans A,, Y, | x; suit une loi normale de
moyenne 25+ |x — 6| et de variance 4.

Dans la quatrieme population, pop4, les paramétres de
forme des lois gamma sont égaux a quatre dans A N D,
asix dans A nD’, asix dans A,ND et a huit dans
A, nD’. Pour les unités comprises dans A, v, | X suit
une loi normale de moyenne 25+05(x, —4)° et de
variance 9x. Pour les unités comprises dans A,, y; | X
suit une loi normale de moyenne 25+|x —6| et de
variance 4x;.

25

Dans la cinquieme population, pop5, les parametres de
forme des lois gamma sont les mémes que pour pop2. Pour
les unités comprises dans A, y; | X, suit uneloi normale
de moyenne 25+ 0,5(x; —9)° e devariance 9x;. Pour les
unités comprises dans A,, v, | X, suit une loi normale de
moyenne 25+ | x, —5[*° et devariance 4x.

Pour chacune de ces cing populations, nous avons tiré
500 échantillons aléatoires de taille 80. Pour chagque échan-
tillon, nous avons calculé les estimations ponctuelles habi-
tuelles et les intervalles de confiance a 95 % pour p,, ,(Yy)
e Wy ,(y) en utilisant uniquement les observations se
Stuant dans les petites domaines. Nous avons également
caculé approximativement I'edtimation ponctuelle et
I’intervalle crédible a 95 % pour laloi aposteriori contrainte
de Pdlya. Les résultats sont présentés au tableau 1. Dans
chague cas, nous avons utilisé 500 copies simulées du petit
domaine pour produire les estimations au moyen de I’ esti-
mateur aposteriori contraint de Pdlya. Donc, notre esti-
mation ponctuelle est smplement la moyenne de ces 500
valeurs calculées et notre intervalle crédible au niveau de
confiance de 0,95 varie du 0,025° quantile au 0,975° quantile
de cet ensemble.

Tableau 1
Valeur moyenne et erreur absolue moyenne pour I’ estimateur sur
petits domaines naif habituel et pour I’ estimateur a posteriori
contraint de Polya (eapcp) pour |es moyennes de petit domaine.
Sont également données lalongueur et lafréquence relative
dela couverture de leurs intervalles nominaux a 95 %
pour 500 échantillons aléatoires de taille 80 pour
cing populations différentes

Pop Petit Méhode Vaeur Err.abs. Long. Frég. de
domaine moyenne moyenne moyenne couverture
popl A ND habituele 33,11 1,84 9,10 0,936
eapcp 33,20 1,30 6,37 0,934
A, nD habituedle 43,03 1,47 7,78 0,946
eapcp 43,13 1,03 515 0,940
pop2 A nD habituelle 40,39 1,79 8,69 0,932
eapcp 40,29 1,20 5,62 0,944
A;nD habituelle 42,13 1,48 7,50 0,944
eapcp 41,97 1,16 5,16 0,912
pop3 A ND habituelle 28,57 1,97 9,85 0,936
eapcp 28,90 1,47 6,66 0,898
A, nD habituedle 26,71 1,01 5,08 0,940
eapcp 26,83 0,70 3,24 0,930
popd A ND habitudle 27,73 1,27 6,57 0,960
eapcp 27,64 0,81 4,09 0,940
A;nD habituelle 27,03 0,97 533 0,952
eapcp 27,03 0,65 3,32 0,934
pop5 A ND habituelle 29,25 1,74 9,31 0,942
eapcp 29,30 1,26 6,16 0,930
A, nD habitudle 27,73 1,08 5,85 0,954
eapcp 28,82 1,28 4,40 0,850

Nous voyons que |’ estimateur aposteriori contraint de
Pdélya produit des estimations ponctuelles significativement
meilleures dans tous les cas sauf un, uy, ,(y) depop5. Les
intervalles qu'il produit sont également considérablement
plus petits que d' habitude. Les données semblent indiquer
que leur fréquence de couverture est |égérement inférieure a
celle des intervalles habituels approximativement a 95 % de
la théorie normale. Il en est notamment ainsi pour le petit
domaine A, " D delacinquiéme population.
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Les réaultats du tableau 1 sont ceux obtenus pour les
moyennes de petit domaine. Au tableau 2, nous donnons des
résultats comparables pour les médianes de petit domaine.
Nous comparons nos estimations a la médiane d' échantillon
de I'ensemble d observations échantillonnées comprises
dans le petit domaine et a l'intervalle de confiance habituel
de la médiane proposé par Woodruff (1952). Comparative-
ment aux estimateurs habituels, la performance des esti-
mateurs a pogteriori contraints de Pdlya pour les médianes
de petit domaine et encore meilleure que pour les
moyennes de petit domaine. Dans tous les cas, les esti-
mations ponctuelles sont meilleures que la médiane
d échantillon. Les estimateurs d'intervale produisent systé-
matiquement des intervalles plus petits que les estimateurs
de Woodruff et dont la fréquence de couverture semble,
dans la plupart des cas, ére assez proche de la vaeur
nominale de 0,95.

Tableau 2
Valeur moyenne et erreur absolue moyenne pour I’ estimateur sur
petits domaines naif habituel et pour I’ estimateur a posteriori
contraint de Pélya (eapcp) pour les médianes de petit domaine.
Sont également données lalongueur et la fréquence relative de
la couverture de leurs intervalles nominaux a 95 % pour 500

échantillons al éatoires de taille 80 pour
cing populations différentes

Pop Petit Méthode Vaeur Err.abs. Long. Frég. de
domaine moyenne moyenne moyenne couverture
popl A nD habituelle 33,88 2,01 11,48 0,944
eapcp 33,25 144 7,81 0,930
A, nD habituelle 42,84 1,72 9,94 0,950
eapcp 42,42 1,35 6,92 0,944
pop2 A D habituelle 38,94 1,82 9,81 0,940
eapcp 38,53 141 7,47 0,936
A, nD habituelle 40,99 1,77 8,75 0,970
eapcp 40,33 1,38 6,36 0,914
pop3 A D habituelle 27,64 1,73 9,52 0,952
eapcp 27,73 1,24 6,46 0,958
A, nD habitudle 27,03 1,15 6,26 0,954
eapcp 26,59 0,70 3,76 0,938
popd A D habituele 27,14 1,27 7,00 0,962
eapcp 27,05 0,95 537 0,966
A, nD habituelle 26,84 1,07 5,99 0,960
eapcp 26,81 0,78 4,32 0,954
pop5 A nD habituelle 29,10 2,06 11,01 0,956
eapcp 28,89 1,51 8,28 0,944
A, nD habitudle 27,03 1,14 5,98 0,952
eapcp 27,87 0,97 4,46 0,900

5. Concluson

Nous venons de présenter une nouvelle méthode
d'«emprunt d'information» en vue destimer les para
meétres d'un petit domaine d une population. Cette méthode
repose sur des hypothéses plus faibles que celles sur
lesquelles S gppuient les méthodes appliquées habituel-
lement pour résoudre ce genre de probléme. 1l s agit d'une
méthode bayesienne objective ou non informative n' utilisant
pas plus d information apriori que ne le suppose habituel-
lement une méthode fréquentiste. Les estimations indiquent
qgu' dle pourrait ére appliquée a diverses stuations et
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donner de particulierement bons résultats pour certains
problemes satisfaisant approximativement les hypothéses
qui sous-tendent habituellement les modées linéaires, sur
lesquels s appuie souvent I’ estimation sur petits domaines.
Notre méthode a I'avantage de ne pas ére limitée a
I’ estimation des moyennes de petit domaine et de permettre
I'estimation d'autres paramétres. Ici, nous sUpposons que
I’on connalt une moyenne d’ une variable auxiliaire. Cette
approche peut ére étendue aux Stuaions ou d autres
paramétres d’ une variable auxiliaire sont connus, comme la
médiane. |l devrait auss étre possible d é&endre la méthode
aux dtuations ou I'on dispose d'information apriori pour
plus d’ une variable auxiliaire. Sommairement, nous pensons
gu'il sagit dune méthode souple qui permet de produire
des estimateurs ponctuels et d'intervalle ayant de bonnes
propriétés frégquenti stes pour une variété de problemes.
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