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Réduction du biais des erreurs-types pour la régression linéaire 
dans le cas d’échantillons à plusieurs degrés 

Robert M. Bell et Daniel F. McCaffrey 1 

Résumé 

Les méthodes de linéarisation (ou de développement en série de Taylor) sont utilisées très fréquemment pour estimer les 
erreurs-types des coefficients des modèles de régression linéaire ajustés à des échantillons à plusieurs degrés. Lorsque le 
nombre d’unités primaires d’échantillonnage (UPE) est grand, la linéarisation peut produire des valeurs précises des 
erreurs-types dans des conditions assez générales. Par contre, si ce nombre est faible ou que la valeur d’un coefficient 
dépend en grande partie des données provenant d’un petit nombre d’UPE, les estimateurs par linéarisation peuvent présenter 
un biais négatif important. Dans le présent article, nous précisons les propriétés de la matrice de plan d’échantillonnage qui 
biaisent fortement les erreurs-types estimées par linéarisation des coefficients de régression linéaire. Puis, nous proposons 
une nouvelle méthode, que nous appelons linéarisation à biais réduit (LBR), fondée sur des résidus ajustés afin de mieux 
approximer la covariance des erreurs réelles. Si les erreurs sont i.i.d., l’estimateur LBR est sans biais pour la variance. En 
outre, une étude en simulation montre que la LBR peut réduire considérablement le biais, même si les erreurs ne sont pas 
i.i.d. Nous proposons aussi d’utiliser une approximation de Satterthwaite pour déterminer le nombre de degrés de liberté de 
la distribution de référence utilisée pour les tests et les intervalles de confiance de combinaisons linéaires de coefficients 
fondés sur l’estimateur LBR. Nous démontrons que l’estimateur par le jackknife a aussi tendance à être biaisé dans les 
situations où la linéarisation est biaisée. Cependant, le biais du jackknife est généralement positif. Notre estimateur par 
linéarisation à biais réduit peut être considéré comme un compromis entre l’estimateur par linéarisation standard et 
l’estimateur par le jackknife. 
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1. Introduction  
L’analyse par régression d’échantillons à plusieurs 

degrés est devenue très courante ces dernières années (par 
exemple, Ellickson et McGuigan 2000; Shapiro, Morton, 
McCaffrey, Senterfitt, Fleishman, Perlman, Athey, Keesey, 
Goldman, Berry et Bozzette 1999; Goldstein 1991; Landis, 
Lepkowski, Ekland et Stehouwer 1982). Même si les 
modèles hiérarchiques (Bryk et Raudenbush 1992; Gelman, 
Carlin, Stern et Rubin 1995, chapitre 13) permettent d’ana-
lyser à la fois les effets fixes et aléatoires, nombre d’ana-
lystes préfèrent la simplicité des modèles de régression 
classiques quand les effets aléatoires ne présentent pas d’in-
térêt direct. Les estimateurs classiques de régression  pro-
duisent des estimations non biaisées des paramètres qui 
peuvent être efficaces, mais les estimateurs par défaut de 
l’erreur-type ne tiennent pas compte du plan d’échantil-
lonnage, si bien que les erreurs-types obtenues ne sont pas  
convergentes (Kish 1965; Skinner 1989a). Diverses mé-
thodes produisent des estimations convergentes des erreurs- 
types applicables lorsque le nombre d’unités primaires 
d’échantillonnage (UPE) est suffisamment grand. Elle in-
cluent les méthodes de réutilisation de l’échantillon, comme 
le jackknife, le bootstrap et les répliques équilibrées ré-
pétées, ainsi que les méthodes de linéarisation (ou de dé-
veloppement en série de Taylor). 

La linéarisation (Skinner 1989b) est une méthode non 
paramétrique d’estimation des erreurs-types des statistiques 
fondées sur le plan d’échantillonnage, comme les moyennes 
et les ratios, ainsi que des coefficients provenant des 
modèles de régression linéaire et non linéaire. Par non pa-
ramétrique, nous entendons que la linéarisation ne repose 
sur aucune hypothèse quant à la structure de l’erreur à 
l’intérieur des UPE, comme l’hypothèse d’une corrélation 
intra-grappe constante. Quand le nombre d’UPE peut être 
jugé grand, la linéarisation produit des erreurs-types 
convergentes malgré les caractéristiques multiples des plans 
d’échantillonnage complexes – stratification, échantillon-
nage à plusieurs degrés et poids d’échantillonnage – ainsi 
que des erreurs hétéroscédastiques (Fuller 1975). Étant don-
né ces propriétés désirables et son intégration de plus en 
plus fréquente dans des logiciels comme SUDAAN, Stata et 
SAS Version 8.0 (Shah, Barnwell et Bieler 1997; StataCorp. 
1999; SAS Institute, Inc. 1999), la linéarisation est devenue 
une méthode utilisée couramment pour estimer les erreurs- 
types et les intervalles de confiance, et pour réaliser des tests 
statistiques sur des données provenant de plans d’échan-
tillonnage complexes (par exemple, Ellickson et McGuigan 
2000; Shapiro et coll. 1999; Rust et Rao 1996). On a aussi 
proposé la linéarisation pour estimer les erreurs-types 
produites par les équations d’estimation généralisées (EEG) 
ajustées à des données à plusieurs degrés (Zeger et Liang 
1986). 
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Cependant, la méthode de linéarisation a ses limites. Si le 
nombre d’unités primaires d’échantillonnage est faible, les 
estimations de l’erreur-type peuvent être fortement biaisées 
à la baisse, leur coefficient de variation peut être grand et le 
nombre standard de degrés de liberté pourrait être beaucoup 
trop grand (Kott 1994; Murray, Hannan, Wolfinger, Baker 
et Dwyer 1998). Par conséquent, l’inférence par linéari-
sation standard pour les coefficients dont la valeur est 
fondée en grande partie sur des données provenant d’un 
petit nombre d’UPE peut produire des intervalles de 
confiance trop étroits et des tests dont le taux d’erreurs de 
première espèce est considérablement plus élevé que la 
valeur nominale. Les méthodes de réutilisation de l’échan-
tillon, comme le jackknife, présentent les mêmes limites. 

Dans le présent article, nous caractérisons les facteurs du 
plan d’échantillonnage (c’est-à-dire, la distribution des 
variables indépendantes dans les UPE et entre celles-ci) qui 
produisent un biais important dans les erreurs-types des 
coefficients de régression linéaire estimées par linéarisation 
et par le jackknife, et nous démontrons que le problème 
persiste parfois même si le nombre d’UPE est assez grand. 
Puis, nous proposons de remplacer l’estimateur par linéari-
sation standard par un estimateur qui est sans biais en cas 
d’erreurs indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d.) 
et qui a tendance à réduire considérablement le biais 
autrement. Nous présentons aussi les nombres approximatifs 
de degrés de liberté à utiliser pour les tests et les intervalles 
de confiance fondés sur notre estimateur de la variance. Les 
résultats de simulations montrent que, sur petit échantillon, 
les propriétés de notre estimateur et de notre test de re-
change sont meilleures que celles obtenues par des mé-
thodes plus classiques. Enfin, nous illustrons nos méthodes 
sur des données provenant d’une expérience nationale 
conçue pour évaluer le traitement de la dépression.  

 
2. Biais de la méthode de linéarisation  

Par souci de simplicité, nous limitons l’exposé du corps 
de l’article à la régression linéaire non pondérée pour des 
échantillons à deux degrés non stratifiés. Les généralisations 
aux estimateurs pondérés et aux échantillons stratifiés sont 
présentées dans McCaffrey, Bell et Botts (2001) et discutées 
plus en détail à la section 8. 

Soit n, le nombre d’UPE et ,im  le nombre d’unités 
finales d’échantillonnage provenant de la i 

e UPE, pour i  = 
1,  ...,  n. La taille globale de l’échantillon est .∑= i imM  
Nous supposons que ,εβ ijijij xy +′=  où ε  est caractérisée 
par une moyenne nulle et une matrice de covariances V, et 
où les ,, ijij xy  et ijε  se rapportent tous à la  j 

e observation 
provenant de la i 

e UPE. Nous laissons tomber l’hypothèse 
type des MCO voulant que les erreurs soient i.i.d. et 
supposons uniquement que les erreurs provenant d’UPE 
distinctes ne sont pas corrélées. Plus précisément, nous 

supposons que V est une matrice diagonale par blocs 
comptant ii mm ×  blocs iV  pour i  =  1,  ...,  n. En plus de 
la notation de ce modèle, dans tout l’article, I représente une 
matrice d’identité MM ×  et iI  une matrice d’identité 

.ii mm ×  
Représentons par β̂  les coefficients estimés du modèle 

de régression linéaire. Pour simplifier la présentation, nous 
discutons généralement d’une combinaison linéaire de 
coefficients de régression, ,β̂l ′  pour un vecteur colonne 
arbitraire l. Dans le cas particulier où un élément de l  =  1 et 
les autres sont nuls, β̂l ′  représente un coefficient estimé 
unique. Si les erreurs ne sont pas corrélées entre les UPE, la 
variance de β̂l ′  est 
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où X et Xi  sont les matrices de plan d’échantillonnage pour 
l’échantillon complet et pour l’UPE i, respectivement. 

L’estimateur par linéarisation standard de la variance de 
β̂l ′  est donné par : 

( ) ( ) lclv
n

i
iiiiL

1

1

1 −

=

− ′⎟⎟
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⎞
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⎝
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où ri  est le vecteur des résidus pour la i 
e UPE. En comparant 

(1) et (2), nous constatons que la linéarisation revient 
simplement à estimer Vi sous forme du produit d’une 
constante c par le produit externe des résidus. Habi-
tuellement, la valeur de la constante c est fixée à n/(n – 1), 
qui est la valeur utilisée dans SUDAAN et dans les 
procédures Stata svy (Shah et coll. 1997; StataCorp. 1999). 
Pour les méthodes EEG, Zeger et Liang (1986) fixent c  =  1. 

Dans des conditions assez générales, nvL converge en 
probabilité vers la variance de la distribution asymptotique 
de n ( β̂l ′ – l' β) et le biais relatif de vL est O(1/n) à mesure 
qu’augmente le nombre d’UPE (Fuller 1975; Kott 1994). 
Pour démontrer la convergence du biais de  vL , Kott (1994) 
suppose que le nombre d’observations pour chaque UPE est 
borné et que les éléments de (X′ X) –1 X′ sont bornés par B/n 
pour une constante B. Ces hypothèses assurent effecti-
vement que l’influence de toute UPE sur l’estimation finale 
diminue à mesure que le nombre d’UPE augmente. La 
convergence du biais de vL tient pour les données hété-
roscédastiques provenant d’échantillons stratifiés avec poids 
d’échantillonnage inégaux et une structure de corrélation 
arbitraire à l’intérieur des UPE. Malheureusement, la 
convergence ne garantit pas que les propriétés soient bonnes 
pour un nombre faible à moyen d’UPE.  
Théorème 1    

Quand V  =  σ 2I et c = n/(n – 1), E(vL) < Var ( β̂l ′ ), 
l’égalité n’ayant lieu que si, et uniquement si, 1)( −′′ XXl  
Xi′ Xi est constant pour toute UPE i. 
Preuve. Sans perte de généralité, nous supposons que 
σ 2  =  1, de sorte que V = I. Le vecteur de résidus r peut 
s’écrire sous la forme (I – H) ε, où H  =  X 1)( −′ XX X′ est 
la matrice chapeau, ou matrice de projection, pour X. Donc, 
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nous avons ri  = (I – H)i ε, où (I – H)i  contient les mi 
lignes de ( I – H ) pour la i e UPE. Conséquemment,  
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car E(ε ε′)  =  I and (I  –  H)i (I  –  H)i' =  (Ii  –  Hii) pour 
Hii  =  Xi ( X′ X ) 

–1 Xi′. Soit Di  =  Xi' 
 Xi  –  (1/n)  (X′ X). 
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pour ai    =  Di   (X′ X) 

–1  l   =   [Xi′ Xi    –  (1 / n)  (X′ X)] 
1)( −′ XX  l. Comme 1)( −′ XX  est définie positive, E(vL)  ≤ 

Var ( β̂l ′ ), l’égalité n’ayant lieu que si, et uniquement si, 
ai   ≡   0, ou de façon  équivalente, Xi′ Xi 

1)( −′ XX  l est 
constante pour tout i. 

Les méthodes de répétition ne permettent pas nécessai-
rement d’éviter le problème du biais que produisent les esti-
mateurs de la variance pour la régression. On obtient un esti-
mateur par le jackknife pour les échantillons à plusieurs 
degrés à partir de l’ensemble de pseudovaleurs { [ ]iβ

~
}, esti-

mations de β d’après des données n’incluant pas la  i 

e UPE :   
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(Cochran 1977; Rust et Rao 1996). Si (Ii  –  Hii) 

–1 existe 
pour tout i, alors 
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qui découle de la formule mise à jour ( X' X – Xi' Xi) 

–1  = 
(X'    X) 

–1   +  (X'   X) 

–1 Xi '(Ii  –  Hii) 

–1  Xi  (X'  X) 

–1 (Cook et 
Weisberg 1982; Bell et McCaffrey 2002, page 34). Certains 
auteurs (Efron et Tibshirani 1993) proposent un autre 
estimateur par le jackknife où β̂  est remplacé par la 
moyenne des [ ]iβ

~
 dans (5). Comme ces deux méthodes 

produisent des estimations fort semblables dans nos 
simulations, nous discutons uniquement de la version basée 
sur (5) dans la suite. 
 
Théorème 2   

Quand V  =  σ 2 I et (Ii  –  Hii) 

–1 existent pour tout i, alors 
E(vJK)  >  Var( β̂l ′ ), l’égalité n’ayant lieu que si, et unique-
ment si, l ′ (X′ X) 

–1 Xi′ Xi est constante pour tout i (preuve en 
annexe).   

L’exemple qui suit montre que les conditions nécessaires 
pour que les estimateurs par linéarisation et par le jackknife 
soient non biaisés sont très contraignantes, même dans le 
cas de la régression linéaire simple. 
 

Exemple 1. Considérons la regression linéaire simple. Nous 
avons 
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où s2 et {si
2} sont les estimations par maximum de 

vraisemblance des variances de x, globale et dans les UPE, 
pour lesquelles les diviseurs sont M et {mi}, respectivement. 
Donc, nous avons 
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Pour que vL et vJK  soient non biaisés pour la pente, 
c’est-à-dire, pour l ′ =  (0, 1), il faut que les expressions 

)( xxm ii −  et )( 22 xxxsm iiii −+  soient toutes deux 
constantes sur tous les i. La première implique que xxi ≡ , 
et ensemble, elles impliquent que ∑ −= j ijii xxsm 22 )(  est 
constant. Notons que mi  ne doit pas nécessairement être 
constant. Cependant, ces deux conditions ne sont pas 
suffisantes pour garantir que l ′ =  (1,  0), soit sans biais. Des 
manipulations algébriques additionnelles montrent que le 
biais de l’estimateur par linéarisation de la variance de la 
pente est égal à 
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Par conséquent, une part du biais est proportionnelle à la 
variance pondérée des moyennes de x au niveau des UPE et 
une autre, à la variance des sommes des carrés à l’intérieur 
des UPE. 
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L’exemple montre que, si les erreurs sont i.i.d., vL n’est 
sans biais que dans des conditions très contraignantes. 
Quand V  ≠  I, les théorèmes 1 et 2 ne sont pas vérifiés et le 
biais de vL  peut même être positif (voir l’exemple 2 de Bell 
et McCaffrey 2002). 

En général, vL  est biaisé négativement. L’estimateur est 
égal à la somme sur les UPE des carrés des combinaisons 
linéaires des résidus, c1/2 l′ (X′ X) 

–1Xi′ ri. Ces sommes des 
carrés ont tendance à être trop faibles pour deux raisons : les 
résidus sont généralement plus petits que les erreurs réelles à 
cause du surajustement du modèle, et leur corrélation 
intra-grappe à tendance à être plus faible que celle des 
erreurs. Le facteur c  =  n / (n – 1) ne corrige entièrement ces 
problèmes que dans des circonstances fort restreintes, 
comme les conditions du théorème 1.  

Le biais de l’estimateur par linéarisation (ou par le 
jackknife) augmente parallèlement à la variance inter-UPE 
des variables indépendantes. Par conséquent, les variables 
indépendantes dont la valeur dans les UPE est (presque) 
constante ont tendance à présenter le biais le plus important. 
Si plusieurs variables indépendantes de ce type existent, la 
sous-estimation des corrélations intra-grappe peut être 
considérable et biaiser fortement les variances estimées pour 
tous les coefficients correspondants. Un risque encore plus 
grand de biais semble exister lorsque certaines UPE sont la 
cause de la plupart de la variabilité des covariables et 
qu’elles ont un effet disproportionné sur la détermination de 

.β̂l ′  

 
3. La méthode de linéarisation à biais réduit  
Phillip Kott a proposé deux méthodes pour réduire le 

biais de la linéarisation. Kott (1994) propose de corriger le 
biais de vL  en utilisant les résidus et la matrice de plan 
d’échantillonnage pour estimer la négative du biais de vL par 
R̂ ( R̂ > 0, habituellement) et en fixant vK94 = vL  /(1 – R̂ /vL). 
Il propose l’estimateur vK94 plutôt que l’estimateur plus 
évident (vL + R̂ ) comme correction ponctuelle du biais 
relatif de R̂  en tant qu’estimateur du biais négatif réel, R. 

Dans son article de 1996, Kott propose de calculer le 
ratio de Var( β̂l ′ ) à E(vL) sous l’hypothèse que V = I et de 
rajuster vL  par le ratio. Si V = I, alors l’estimateur résultant 
vK96  sera sans biais.  

Dans le contexte des équations d’estimation généralisées, 
Mancl et DeRouen (2001) adoptent une méthode différente 
pour corriger le biais de l’estimateur par linéarisation. Ils 
proposent d’ajuster les résidus provenant de chaque UPE 
pour réduire le biais de ri ri' en tant qu’estimateur de Vi. 
Pour le modèle linéaire non pondéré de la section 2, ils 
approximent E (ri  ri' ) par (Ii  – Hii)Vi (Ii – Hii) et proposent 
de remplacer ri par (Ii  –  Hii) 

–1ri  dans l’équation (2). Donc, 
pour les modèles linéaires non pondérés, l’estimateur de 

Mancl et DeRouen est égal à n / (n – 1) vJK  et ses propriétés 
découlent de celles de l’estimateur par le jackknife. 

Nous présentons une autre méthode, que nous avons 
proposée pour la première fois en 1997 (McCaffrey et Bell 
1997). Elle s’appuie aussi sur le remplacement de ri dans 
l’équation (2) par des résidus ajustés de la forme ri

*  =  Ai ri 

destinés à agir davantage comme les erreurs réelles εi. À 
l’instar de Kott (1996), nous calculons un estimateur qui 
élimine le biais de vL lorsque V égale U, une matrice 
diagonale par blocs des covariances, et qui le réduit pour les 
autres V. Comme Mancl et DeRouen (2001), nous ajustons 
les résidus pour chaque UPE. Cependant, partant de U, nous 
calculons une autre approximation de E(ri ri' ) et, au lieu 
d’être proportionnel au jackknife, notre estimateur peut être 
considéré comme un compromis entre les estimateurs par 
linéarisation et par le jackknife. Notre méthode est éga-
lement une généralisation de la méthode de MacKinnon et 
White (1985), qui ajustent les résidus individuels pour 
produire un estimateur de la variance hétéroscédastiquement 
convergent (au sens de White 1980) dépourvu de biais 
lorsque les erreurs sont indépendantes et homoscédastiques. 
 

Théorème 3   
Pour une matrice diagonale par blocs des covariances 

précisée U, considérons la classe d’estimateurs =*L
v  
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i iiiiii
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= ′′′′∑ XXXArrAX  où Ai 
satisfait Ai [(I – H)i  U(I – H)i′] iA′   = Ui pour i = 1,  …, n. 
Si V = k U pour un scalaire donné k, alors )( *L

vE  = 
Var( β̂l ′ ).  
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Sans preuve externe du contraire, un analyste utilisera 
vraisemblablement une matrice des covariances de travail 
de la forme U  =  σ2I, qui simplifie la condition sur Ai en Ai 

(Ii – Hii)  Ai′  =  I I  ou 

.)( 1−−=′ iiiii HIAA  (7) 

Nous posons U  =  I dans ce qui suit. 
Une solution de l’équation (7) existe pour l’UPE i 

lorsque (Ii – Hii) est de plein rang, ce qui est vrai si toutes les 
valeurs propres de Hii sont strictement inférieures à 1 (les 
valeurs propres de Hii sont toujours comprises entre 0 et 1). 
Une valeur propre de Hii peut être égale à 1 – par exemple, 
lorsque le modèle inclut une variable indépendante 
dichotomique dont la valeur est un si, et uniquement si, une 
observation tombe dans la i 

e UPE. 
Si mi  >  1,  Ai n’est pas unique. Si Ai  satisfait Ai′Ai  = 

(Ii  –  Hii) 

–1, alors il en est de même de OAi, pour toute 
matrice orthogonale mi  ×  mi  dénotée O. Si V  ≠  σ2 I, le 
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choix de Ai est sans importance, car toute solution de (7) 
produira un estimateur sans biais de la variance. Cependant, 
les estimateurs résultants sont biaisés lorsque V  ≠  σ2I, et le 
biais peut varier fortement selon le choix de Ai. 
Heuristiquement, il est sensé de choisir la solution Ai « la 
plus proche » de la matrice d’identité, afin de « mélanger » 
les résidus aussi peu que possible. Deux candidates promet-
teuses sont la décomposition de Cholesky de (Ii – Hii) 

–1, où 
tous les 0 se trouvent sous la diagonale, et la racine carrée 
symétrique de (Ii – Hii) 

–1. Soit P, une matrice orthogonale  
dont les colonnes sont les vecteurs propres de (Ii – Hii) 

–1 et 
Λ, une matrice diagonale contenant les valeurs propres 
correspondantes de (Ii  –  Hii) 

–1, de sorte que (Ii  –  Hii) 

–1  = 
PΛP ′. Alors, pour Λ1/2 égale à la racine carrée de Λ en ce 
qui concerne les éléments, PΛ1/2P ′ est symétrique et résout 
(7). Par contre, la multiplication de l’une ou l’autre de ces 
deux solutions par une matrice diagonale aléatoire pourrait 
fausser considérablement les résidus. 

Parmi la classe de résidus ajustés de la forme Ai ri  où Ai 

satisfait (7), ceux basés sur la racine carré symétrique de 
(Ii  – Hii) 

–1, ri
*  =  PΛ1/2 P ′ri, sont « les meilleurs » au sens 

de Theil (1971) – c’est-à-dire qu’ils minimisent la somme 
attendue des carrés des différences entre les erreurs estimées 
et les erreurs réelles i.i.d. (pour les détails, voir page 36 et 37 
dans Bell et McCaffrey 2002). En cas de corrélation 
intra-grappe, les résultats de simulations de la section 6 
donnent à penser que le biais de *

Lv  fondé sur la racine 
carrée symétrique est nettement plus faible que celui de 
l’estimateur par linéarisation standard, vL. Par conséquent, 
nous considérons uniquement la racine symétrique dans la 
suite de l’article et nommons l’estimateur obtenu en utilisant 
cette racine l’estimateur par linéarisation à biais réduit, vLBR. 

Comme Kott (1994) l’a prouvé pour vL, si le nombre 
d’unités dans chaque  UPE  est borné et que les éléments de 
(X′X) 

–1X′ sont bornés par B/n pour une constante donnée B 
(c’est-à-dire, (X′X) 

–1X′  =  O (1/n)), alors le biais de vLBR est 
O(n 

–2)et le biais relatif est O(1/n) (Bell et McCaffrey 2002, 
page 15). 

 
4. Variance des estimateurs et tests  

Nous notons que vL, vLBR, et vJK  peuvent tous s’écrire 
sous la forme  

,)()( 11* llcv iii iiii
−− ′′′′′= ∑ XXXArrAXXX  

où c = n / (n – 1), 1 ou (n  –  1) / n, respectivement, et Ai = 

Ii,  (Ii  –  Hii) 

–1/2 ou (Ii  –  Hii) 

–1, respectivement. Cette 
formulation des estimateurs montre que vLBR peut être 
considéré comme un compromis entre vL et vJK  choisi pour 
compenser les biais opposés de ces derniers.  
Théorème 4  
 

Soit les termes d’erreur distribués selon une loi normale 
multivariée de moyenne 0 et de matrice de covariances non 

singulière V. Alors, pour tout estimateur de la variance de la 
forme 

,)()( 11* llcv iii iiii
−− ′′′′′= ∑ XXXArrAXXX  

v* est égal à la somme pondérée de variables aléatoires 
indépendantes 2

1χ   où les poids sont les valeurs propres de 
la matrice n  ×  n G   =   {gi'  Vgj}, pour gi = c1/2(I –  H)i′ 
Ai Xi (X′ X) 

–1 l (preuve en annexe). 
Nous pouvons écrire vL  sous la forme quadratique y′G*y, 

où la matrice M-par-M G*  =  ∑ = ′n
i ii1 ,gg  de sorte que vL  

est une somme pondérée de variables aléatoires khi-deux 
indépendantes dont les poids sont égaux aux valeurs propres 
de G*V. La preuve consiste à montrer que les valeurs 
propres non nulles de G*V sont égales aux valeurs propres 
non nulles de G. 

La moyenne et la variance de v* sont de simples 
fonctions des valeurs propres de G, à savoir E(v*) = 

∑∑ == = n
i i

n
i ii uE 11

2 λ)(λ  et Var(v*)  =  =∑ =
n
i ii u1

22 )Var(λ  
.λ21

2∑ =
n
i i  Si V  = σ 2I et Xi' Xi (X′ X) 

–1 l pour i  =  1,  ...,  n 
sont constantes, condition nécessaire pour que vL et vJK  
soient sans biais, alors le théorème 4 implique que avL, avJK, 
et avLBR suivent tous la loi de distribution 2

1χ −n  pour a  = 
(n  –  1) / Var ( β̂l′ ) (Bell et McCaffrey 2002, page 41 et 
42). Cependant, en général, Xi' Xi (X′ X) 

–1l n’est pas 
constante et le carré du coefficient de variation est supérieur 
à 2 / (n –  1), la statistique correspondante pour la variable 
aléatoire .χ 2

1−n  
Il convient notamment de se préoccuper de cette 

variabilité excédentaire lorsqu’on envisage, pour le test de 
vérification de l’hypothèse nulle βl ′   =  0, des distributions 
de référence dont le critère de test est de la forme 
t  =  β̂l′ / .*v  Pour vL, Shazh, Holt et Folsom (1977) pro-
posent de comparer t à une distribution t de référence à n – 1 
degrés de liberté, qui est maintenant la distribution par 
défaut dans Stata (Stata Corp. 1999), dans SUDAAN (Shah, 
Barnwell et Bieler 1997) et dans SAS (SAS Institute 1999). 
Le choix de n – 1 degrés de liberté est motivé par le fait que 
vL  peut s’écrire sous forme de somme des carrés de n 
variables aléatoires c1/2l ′ (X′ X) 

–1 Xi′ ri. Cependant, comme 
la variance de (n –  1) vL / E(vL) a tendance à être plus 
grande que 2(n  –  1), les tests basés sur une distribution t à 
n  – 1 degrés de liberté auront tendance à produire un taux 
d’erreurs de première espèce supérieur à la valeur nominale, 
même si vL  est sans biais. 

Satterthwaite (1946) a proposé d’approximer la distri-
bution d’une combinaison linéaire de variables 2

1χ  par 2χ f  
(jusqu’à une constante) où les deux premiers moments de la 
combinaison linéaire concordent avec ceux de  .χ 2

f  Nous 
approximerions ainsi vL, vLBR ou vJK par une 2χ f  où f = 
2 / cv2 = ∑∑ ==

n
i i

n
i i 1

22
1 λ/)λ(  et où les λi sont les valeurs 

propres de la matrice G correspondante. Les tests basés sur 
les distributions t de référence ayant f degrés de liberté 
devraient, en principe, donner un meilleur taux d’erreurs de 
première espèce que ceux fondés sur n – 1 degrés de liberté. 
Rust et Rao (1996) proposent aussi d’utiliser une approxi-
mation de Satterthwaite pour estimer le nombre de degrés 
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de liberté pour l’estimateur par le jackknife. Ils présentent 
les résultats pour l’estimateur d’une moyenne, tandis que le 
théorème 4 étend cette méthode à l’évaluation de combi-
naisons linéaires de coefficients de régression. Kott (1994, 
1996) propose d’utiliser l’approximation de Satterthwaite 
pour estimer le nombre de degrés de liberté pour des tests 
fondés sur ses variantes de la linéarisation. 

Pour n’importe quel estimateur non paramétrique de la 
variance, le coefficient de variation peut être très grand pour 
certains plans d’échantillonnage. On observe une forte 
variabilité dans les mêmes conditions que celles où vL  et vJK 

sont le plus fortement biaisés, c’est-à-dire lorsque les résidus 
de quelques UPE seulement déterminent effectivement 
l’estimation finale de la variance. Cette variabilité des 
estimateurs est le coût inhérent à l’utilisation de méthodes 
non paramétriques.  

Comme le nombre f de degrés de liberté de Satterthwaite 
oblige à spécifier la matrice inconnue V, nous avons étudié 
deux méthodes pour fixer V. La première consiste à consi-
dérer V comme une diagonale par blocs et à estimer chaque 
bloc par le produit externe des résidus pour l’UPE. Comme 
les résultats préliminaires des simulations ont montré que le 
nombre de degrés de liberté basé sur cette estimation 
empirique de V produit des tests dont les résultats sont 
extrêmement prudents, nous ne présentons aucun résultat de 
simulations pour cette méthode. Kott (1994) a également 
constaté que l’estimation de V en vue de l’utiliser dans la 
formule de l’estimation du nombre de degrés de liberté 
donne des résultats insatisfaisants. À la place, nous avons 
utilisé une deuxième méthode qui consiste à supposer que V 
est identiquement égale à la matrice d’identité – c’est-à-dire 
à supposer que les erreurs sont indépendantes et homo-
scédastiques aux fins de la détermination du nombre de 
degrés de liberté. 

La distribution de vLBR  (et des autres estimateurs de la 
variance) a tendance à être moins asymétrique et à avoir une 
queue inférieure moins lourde que la distribution d’une 
variable 2χ f  où f est égal au nombre de degrés de liberté de 
Satterthwaite. Donc, les distributions t de référence fondées 
sur l’approximation de Satterthwaite ont tendance à sur-
estimer les probabilités de queue de distribution. Par 
exemple, si les données observées pour quelques UPE 
déterminent pour ainsi dire la valeur d’un coefficient, le 
nombre de degrés de liberté de Satterthwaite peut être 
inférieur à deux, ce qui implique incorrectement une densité 
du khi-deux infinie à zéro. Conséquemment, la probabilité 
d’une statistique t très grande pourrait ne pas être aussi forte 
que le laisse entendre l’approximation de Satterthwaite, 
particulièrement lorsque le nombre de degrés de liberté de 
Satterthwaite est inférieur à 4 ou à 5. 

 
5. Méthodes de simulation  

Nous utilisons une simulation de Monte Carlo pour 
étudier les propriétés d’estimateurs de la variance et de tests 

de rechange pour un échantillon en grappes à deux degrés 
équilibré de n  =  20 UPE où le nombre d’observations 
m  =  10 est le même pour chaque UPE. Pour toutes les 
répétitions de la simulation, nous utilisons une même 
matrice de plan d’échantillonnage X en choisissant quatre 
variables indépendantes représentant une gamme de 
difficultés pour les estimateurs non paramétriques de la 
variance. Les deux premières variables indépendantes, x1 et 
x2, sont dichotomiques (0 ou 1) et constantes à l’intérieur 
des UPE. La valeur de la variable x1 est 1 dans la moitié des 
grappes : 1, 3, ..., 19, tandis que celle de x2 est 1 dans trois 
grappes seulement : 9, 10 et 11. Les variables x3 et x4 sont 
toutes deux générées d’après une distribution normale 
standard. Elles diffèrent en ce sens que x3 est générée 
d’après une loi normale multivariée dont la corrélation 
intra-grappe est de 0,5 dans les UPE, tandis que x4  est 
générée à partir de distributions normales indépendantes. 
Les corrélations intra-grappe observées sont 1,00, 1,00, 0,62 
et  – 0,04, respectivement. Les corrélations observées entre 
les variables indépendantes sont toutes très faibles sauf 
Corr(x1,   x2)  =  0,14, Corr(x1,   x3)  =  0,25 et Corr(x1,   x4) = 

.11,0−  Les coefficients estimés de régression sont des 
combinaisons linéaires de la variable dépendante dont les 
multiplicateurs sont donnés par les lignes de (X′X) 

–1X′, qui 
sont représentées à la figure 1. Pour les trois premiers 
coefficients et, dans une moindre mesure, pour 3β̂ , les 
observations faites sur une même UPE ont tendance à avoir 
des multiplicateurs similaires. Plus important encore, 2β̂ , 

0β̂ , et 3β̂  sont déterminés en grande partie par les résultats 
obtenus pour un petit nombre d’UPE ayant des multi-
plicateurs assez grands (en valeur absolue). Par exemple, 
selon la figure 1, les multiplicateurs de 3β̂  sont grands pour 
la deuxième UPE, dont la moyenne est supérieure de plus de 
deux écarts-types à la moyenne des moyennes d’UPE. En 
général, la variance des moyennes d’UPE donne plus de 
poids à certaines UPE qu’à d’autres pour l’estimation de 

3β̂ . 
La  variable dépendante a été produite d’après l’équation 

yij  =  β′ xij  +  εij, où β  =  0 et les εi sont des variables 
aléatoires normales multivariées standards dont la 
corrélation intra-grappe est ρ. Nous utilisons trois valeurs 
distinctes de ρ  =  0,1/9, et 1/3, qui correspondent, pour la 
moyenne d’échantillon, aux effets de plan DEFF  = 
1,   2,   et 4, respectivement (DEFF  =  1  +  (m – 1) ρ). Les 
résultats de la simulation de Monte Carlo sont basés sur 
100 000 répétitions de y pour notre matrice fixe X. 

Nous évaluons l’estimateur de la variance par les 
moindres carrés ordinaires (MCO), ls ′2  (X′ X) 

–1l, et cinq 
estimateurs non paramétriques de la variance : l’estimateur 
par linéarisation standard donné par l’équation (2) pour 
c  =  n / (n  –  1); l’estimateur par le jackknife donné par (5); 
l’estimateur par linéarisation à biais réduit et les deux ajuste-
ments de la linéarisation de Kott. La LBR et les ajustements 
de Kott sont fondés sur des corrélations intra-grappe de 
travail de ρ  =  0. 
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Figure 1. Valeurs des lignes de (X' X) 
–1 X' pour la matrice de plan d’échantillonnage utilisées des les simulations. 

 
 
Nous estimons le taux d’erreurs de première espèce 

pour huit variantes, basées sur 100 000 répétitions, du test 
de vérification de l’hypothèse nulle kβ̂   =  0, pour k  =   0 
to 4. Chaque variante consiste à comparer une « statistique 
t » à une distribution t de référence. Pour les statistiques t 
fondées sur la linéarisation, le jackknife et la LBR, nous 
utilisons les valeurs critiques des distributions t pour un 
nombre de degrés de liberté égal à (n – 1) = 19, ainsi qu’à 
l’approximation de Satterthwaite correspondante. Pour les 
méthodes de Kott, nous utilisons le nombre de degrés de 
liberté proposé par ce dernier. Tous les calculs ont été 
réalisés en SAS. 

 
6. Résultats des simulations  

Le tableau 1 montre le biais de plusieurs estimateurs de 
la variance pour les cinq coefficients de régression (y 
compris l’ordonnée à l’origine) pour ρ = 0,1/9, et 1/3. Sauf 
pour Kott (1994), toutes les valeurs sont exactes d’après la 
matrice X décrite plus haut. Comme Kott (1994) ne peut pas 
s’écrire sous forme de fonction linéaire, son biais est estimé 
d’après les simulations de Monte Carlo et l’erreur-type de ce 
biais est indiquée entre parenthèses.  

Les variances MCO sont sans biais pour ρ  =  0, mais 
fortement biaisées pour ρ  =  1/9 et 1/3. Comme en discutent 
Wu, Holt et Holmes (1988), les variances MCO sont 
sous-estimées d’environ un facteur 1/[1  +  ρ )1( −m  ICCx], 
où ICCx  représente la corrélation intra-grappe d’une variable 

x. Donc, pour les variables au niveau de l’UPE (y compris 
l’ordonnée à l’origine), les variances MCO sont sous- 
estimées d’environ un facteur 1/DEFF. De la même façon, le 
biais est plus faible, mais reste considérable pour x3, la 
variable de niveau individuel pour laquelle la corrélation 
intra-grappe est grande. Le biais positif de la variance MCO 
de 4β̂  résulte de la corrélation intra-grappe légèrement 
négative pour x4. 

Les estimateurs par linéarisation et par le jackknife 
présentent tout deux un biais important; ces biais sont 
relativement indépendants de ρ, mais de signes opposés. 
Pour chaque estimateur, la grandeur du biais varie fortement 
d’un coefficient à l’autre. Les biais les plus importants (en 
valeur absolue) sont observés pour ,β̂2  dont la valeur 
dépend principalement des données provenant de trois UPE. 
Vient ensuite, par ordre décroissant, le biais observé pour 

,β̂ 3  suivi de près par ceux de 1β̂  et .β̂ 0  
Sauf pour ,β̂4  le biais de Kott (1994) est nettement plus 

faible que celui produit par la linéarisation. Cependant, la 
méthode a tendance à surcompenser, ce qui produit souvent 
un biais positif important. Fait exception ,β̂2  pour lequel 
l’estimateur de Kott demeure biaisé par défaut.  

Par conception, Kott (1996) et la LBR éliminent le biais 
pour ρ  =  0. Par conséquent, le choix entre ces deux 
solutions devrait dépendre principalement de la mesure dans 
laquelle elles réduisent le biais pour V  ≠  I. Pour ρ  =  1/9  
et  1/3,  les  deux  méthodes  réduisent  spectaculairement   
la  grandeur  du  biais  comparativement  à  la  linéarisation. 
Bien  que  les  différences  entre  les  deux  soit  faible,        
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la LBR donne uniformément de meilleurs résultats, le pire 
biais qu’elle produit étant de  – 2,1 %. Alors que Kott (1996) 
ne diffère pour ainsi dire pas de la LBR pour les variables au 
niveau des UPE, il donne des résultats nettement moins 
bons pour 3β̂  et .β̂ 4    

Tableau 1 
Biais des estimateurs de la variance 

(en pourcentage de la variance réelle) 
 

Estimateur 0β̂  1β̂  2β̂  3β̂  4β̂  
 ρ  = 0 
MCO 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 
Linéarisation – 9,6 – 13,2 – 32,5 – 13,3 – 1,8 
Jackknife 11,7 17,2 512 17,6 2,1 
Kott (1994) 4,0 2,5 – 10 2,2 4,7 
  (erreurs-type) (0,2) (0,1) – 3 (0,2) (0,1) 
Kott (1996) 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 
LBR 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 
 ρ  = 1/9 
MCO – 50,2 – 49,7 – 50,7 – 37,7 4,1 
Linéarisation – 10,3 – 14,2 – 33,2 – 17,1 – 2,5 
Jackknife 11,0 16,4 50,1 19,8 3,2 
Kott (1994) 3,9 2,7 – 0,8 1,5 4,6 
  (erreurs-type) (0,2) (0,1) (0,3) (0,2) (0,1) 
Kott (1996) – 0,8 – 1,2 – 1,0 – 4,4 – 0,7 
LBR – 0,7 – 1,0 – 0,8 – 1,2 0,1 
 ρ  = 1/3 
MCO – 75,8 – 75,5 – 76,2 – 65,3 13,8 
Linéarisation – 10,7 – 14,8 – 33,5 – 19,9 – 4,1 
Jackknife 10,7 15,9 49,5 21,4 5,9 
Kott (1994) 3,6 2,4 – 0,6 1,4 4,4 
  (erreurs-type) (0,2) (0,1) (0,3) (0,2) (0,1) 
Kott (1996) – 1,2 – 1,9 – 1,5 – 7,7 – 2,3 
LBR – 1,0 – 1,5 – 1,3 – 2,1 0,4 

Nota: Toutes les valeurs sont exactes sauf pour Kott (1994), qui 
est fondé sur 100 000 répétitions de la simulation.  

Les estimateurs par linéarisation, par le jackknife, par 
LBR et de Kott sont fortement corrélés et présentent des 
coefficients de variation similaires. Pour tout coefficient de 
régression, la corrélation entre les estimateurs de la variance 
excède systématiquement 0,969, la plupart des valeurs étant 
supérieures à 0,99 (données non présentées). Les 
corrélations les plus faibles ont tendance à être celles 
observées entre le jackknife et d’autres estimateurs. Les 
coefficients de variation (données également non 
présentées) les plus importants sont ceux obtenus pour Kott 
(1994) et ont tendance à être les plus faibles pour la 
linéarisation et Kott (1996) (sauf pour l’ordonnée à 
l’origine). Pour l’ordonnée à l’origine, le jackknife est 
l’estimateur qui donne le coefficient de variation le plus 
faible. La variance relative de l’estimateur par la LBR est 
comparable à celle des méthodes non paramétriques de 
rechange. Son coefficient de variation excède de 1 % à 6 % 
celui de l’estimateur par linéarisation, mais est de 5 % à 
10 % plus faible que celui de l’estimateur Kott (1994). 
Donc, les cinq estimateurs non paramétriques de la variance 

ont tendance à différer l’un de l’autre principalement par des 
facteurs constants. Le tableau 1 résume les principales 
différences entre ces estimateurs de la variance.  

Le tableau 2 montre le nombre de degrés de liberté de 
Satterthwaite pour chacun des cinq coefficients pour les 
estimateurs de la variance par linéarisation, par le jackknife, 
par LBR et de Kott. Pour tous les estimateurs, nous avons 
calculé le nombre de degrés de liberté en supposant que 
V  =  I et, conséquemment, il dépend uniquement de la 
matrice de plan d’échantillonnage et non des valeurs de y. 
Les approximations sont semblables pour la linéarisation et 
la LBR, quoique le nombre de degrés de liberté pour la 
linéarisation ait tendance à être un peu plus grand, reflétant 
le fait que, pour la matrice de plan d’échantillonnage 
considérée, les variances relatives des estimateurs LBR sont 
légèrement plus grandes que pour les estimateurs par 
linéarisation. L’approximation de Kott consiste à calculer le 
coefficient de variation pour un estimateur de type 
linéarisation d’après les erreurs réelles plutôt que les résidus. 
Par conséquent, le nombre approximatif de degrés de liberté 
de Kott, qui est plus grand que ceux obtenus pour la 
linéarisation ou la LBR, a tendance à surestimer la précision 
de cet estimateur (voir Kott 1994, section 6). Pour chacun 
des quatre estimateurs, les approximations les plus faibles 
sont celles obtenues pour .β̂ 2    

Tableau 2 
Nombre de degrés de liberté de certains estimateurs  

Méthode 0β̂  1β̂  2β̂  3β̂  4β̂  

Satterthwaite (LIN) 9,02 14,45 3,30 11,56 16,65 
Satterthwaite 
(Jackknife) 

9,52 13,30 2,62 9,06 16,23 

Satterhwaite (LBR) 9,24 14,08 2,90 10,26 16,45 
Méthode de Kott 10,33 16,41 4,32 11,36 17,44        

Le tableau 3 montre que le taux d’erreurs de première 
espèce   pour  la  méthode  de   linéarisation   standard   avec 
(n – 1) degrés de liberté excède systématiquement 5 % pour 
les trois valeurs de ρ. C’est pour 2β̂  que les erreurs de 
première espèce sont les plus courantes, leur taux pouvant 
atteindre 16 %, mais elles sont également beaucoup trop 
fréquentes pour ,β̂0  1β̂  et ,β̂3  leur taux variant de 7,0 % à 
8,8 %. L’importance de ce problème est fortement corrélée 
à la taille du biais de l’estimateur par linéarisation (voir le 
tableau 1). Le taux d’erreurs de première espèce est 
nettement plus faible, de 5,7 % à 6,4 %, pour les tests où le 
nombre de degrés de liberté correspond à l’approximation 
de Satterthwaite. Donc, l’utilisation de l’autre nombre de 
degrés de liberté améliore de 30 % à 88 % le taux d’erreurs 
de première espèce. 

Le profil des probabilités d’erreur de première espèce est 
moins uniforme pour la méthode du jackknife. Avec (n – 1) 
degrés de liberté, cette méthode a tendance à produire, pour 

1β̂  et ,β̂ 3  des résultats prudents en harmonie avec le biais 
positif de l’estimation de la variance par le jackknife. Par 



Techniques d’enquête, décembre 2002 193 
 

 
Statistique Canada, No 12-001-XPB au catalogue 

contre, la probabilité d’une erreur de première espèce est 
beaucoup trop élevée pour ,β̂2  et un peu trop élevée dans 
deux des trois cas pour l’ordonnée à l’origine .β̂0  Cette 
situation semble être due au fait que choisir (n – 1) degrés de 
liberté pour la distribution t de référence compense parfois le 
biais de l’estimation de la variance par le jackknife. Le taux 
très faible d’erreurs de première espèce observé pour la 
méthode du jackknife avec le nombre de degrés de liberté de 
Satterthwaite appuie cette conclusion; un plus petit nombre 
de degrés de liberté combiné à un biais positif important 
produit des valeurs de test très prudentes.    

Tableau 3 
Taux d’erreurs de première espèce pour les tests de 

vérification de l’hypothèse nulle β = 0  
Estimateur DL 0β̂  1β̂  2β̂  3β̂  4β̂  

  ρ = 0 

Linéarisation n – 1 7,54 7,00 15,99 7,35 5,38 
Linéarisation Satt 5,75 6,45 6,33 6,28 5,18 
Jackknife n – 1 5,01 3,92 7,58 4,52 5,02 
Jackknife Satt 3,80 3,43 1,41 3,26 4,77 
Kott (1994)   Kott 4,87 5,03 7,13 5,21 4,67 
Kott (1996) Kott 5,11 5,08 4,85 4,76 5,07 
LBR n – 1 6,28 5,37 11,25 5,90 5,21 
LBR Satt 4,73 4,86 3,12 4,72 5,00 
  ρ = 1/9 

Linéarisation n – 1 7,81 7,14 16,19 8,18 5,34 
Linéarisation Satt 6,03 6,60 6,43 7,05 5,14 
Jackknife n – 1 5,31 4,06 7,63 4,49 4,77 
Jackknife Satt 4,11 3,61 1,48 3,24 4,51 
Kott (1994)   Kott 5,07 5,03 7,00 5,51 4,56 
Kott (1996) Kott 5,42 5,28 5,14 5,32 5,01 
LBR n – 1 6,52 5,50 11,27 6,23 5,08 
LBR Satt 5,04 5,00 3,19 4,93 4,84 
   ρ = 1/3 

Linéarisation n – 1 8,10 7,28 16,39 8,79 5,66 
Linéarisation Satt 6,30 6,78 6,62 7,53 5,44 
Jackknife n – 1 5,45 4,11 7,76 4,56 4,67 
Jackknife Satt 4,13 3,61 1,51 3,35 4,46 
Kott (1994)   Kott 5,14 5,06 7,02 5,80 4,84 
Kott (1996) Kott 5,59 5,44 5,14 5,88 5,31 
LBR n – 1 6,76 5,63 11,55 6,45 5,19 
LBR Satt 5,18 5,14 3,30 5,26 4,98 
Nota: Les entrées dont la valeur réelle est de 5,00 % ont une 

erreur-type de 0,07 %. 

La LBR avec (n – 1) degrés de liberté donne de 
nettement meilleurs résultats que la linéarisation avec le 
même nombre de degrés de liberté. Comme la LBR est sans 
biais quand ρ  =  0, la comparaison de la cinquième à la 
première ligne du tableau montre la réduction du taux 
d’erreurs de première espèce qui résulte de l’élimination du 
biais de linéarisation. Sauf pour ,β̂ 4  la LBR réduit le taux 
d’erreurs de première espèce de 45 % à 88 %. Cependant, la 
LBR avec (n – 1) degrés de liberté continue de produire des 
résultats systématiquement libéraux, particulièrement pour 

.β̂ 2  La comparaison des lignes 2 et 5 de chaque section du 
tableau montre l’effet relatif de la réduction du biais et de 

l’ajustement de Satterthwaite. Pour 0β̂  et ,β̂2  le nombre de 
degrés de liberté est le facteur le plus important, tandis que 
pour 1β̂  et ,β̂ 3  c’est le biais qui importe. Pour la LBR avec 
l’approximation de Satterthwaite, les résultats sont très bons, 
sauf pour ,β̂2  pour lequel le taux d’erreurs de première 
espèce tombe à environ 3 %.  

Les tests fondés sur l’estimateur de Kott de 1994 avec le 
nombre de degrés de liberté proposé donnent de très bons 
résultats pour les coefficients dont l’estimateur de la 
variance est biaisé par excès. Il semble que le biais par excès 
de l’estimateur de la variance soit compensé par le biais par 
excès du nombre approximatif de degrés de liberté. 
L’estimateur de la variance de Kott présente un léger biais 
négatif pour 2β̂  et, donc, le biais par excès du nombre de 
degrés de liberté aggrave le biais de l’estimateur pour 
aboutir à un taux d’erreurs de première espèce d’environ 
7 % pour les trois valeurs de ρ. 

Les tests basés sur l’estimateur de Kott de 1996 donnent 
aussi de bons résultats. Pour presque tous les coefficients et 
toutes les valeurs de ρ, le taux d’erreurs de première espèce 
s’approche de 5 %. Fait exception le test pour ,β̂ 3  lorsque 
ρ  =  1/3, pour lequel le taux d’erreurs est de 5,88 % à cause 
du biais modéré de l’estimateur de la variance.  

 
7. Exemple tiré de l'expérience Partners in Care  

Nous illustrons les méthodes décrites dans l’article à 
l’aide de données provenant de Partners in Care, une ex-
périence longitudinale réalisée en vue d’évaluer l’effet des 
programmes d’« amélioration de la qualité » des soins 
prodigués aux déprimés par les organismes de gestion 
intégrée des soins de santé (OGIFS) (Wells, Sherbourne, 
Schoenbaum, Duan, Meredith, Unutzer, Miranda, Carney et 
Rubenstein 2000). L’expérience consistait à suivre 1 356 
patients provenant de 43 cliniques de sept OGIFS chez 
lesquels le dépistage de la dépression avait été positif en 
1996 – 1997. Les cliniques ont été réparties au hasard entre 
trois cellules expérimentales : soins habituels, programme 
d’amélioration de la qualité complété par des ressources 
pour le suivi du traitement médicamenteux et programme 
d’amélioration de la qualité complété par des ressources 
pour l’accès à la psychothérapie. Cette répartition a eu lieu 
après formation de 27 ensembles de cliniques – trois pour 
chacun de neufs blocs (six OGIFS représentent, chacun, un 
bloc unique et un OGIFS a été scindé en trois blocs d’après 
la composition ethnique des cliniques). Dans les blocs 
comptant plus de trois cliniques, les ensembles de cliniques 
ont été combinés de façon à obtenir la meilleure concor-
dance possible avec la taille prévue d’échantillon et les 
caractéristiques des patients. Voir Wells et coll. (2000) pour 
des précisions supplémentaires.  

Nous présentons les résultats d’une régression par les 
MCO sur le score sommaire de santé mentale du SF-12 
(Ware, Kosinski et Keller 1995) pour 1 048 patients à six 
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mois de suivi. Les scores ont été normalisés de sorte que 
la moyenne soit égale à 50 et l’écart-type, à 10 dans une 
population générale, la santé étant d’autant meilleure que 
le score est élevé. Comme dans Wells et coll. (2000), la 
variable indépendante présentant le plus grand intérêt est 
un indicateur d’intervention qui estime l’effet combiné 
du traitement médicamenteux et de la thérapie par oppo-
sition aux soins habituels. Les deux premières colonnes 
du tableau 4 montrent les coefficients MCO et les 
erreurs-types pour l’effet d’intervention et toutes les co-
variables utilisées, mais non présentées, par Wells et coll. 
(2000). Notre régression diffère de la leur parce que nous 
ne corrigeons pas la non-réponse par pondération et 

n’imputons pas de données pour remplacer les valeurs 
manquantes de la variable étudiée, mais les résultats pour 
l’effet d’intervention concordent raisonnablement.  

Comme les patients provenant d’une même clinique 
pourraient présenter des résultats comparables, les erreurs- 
types par les MCO pourraient facilement être trop faibles – 
particulièrement pour les variables au niveau de l’UPE, 
comme l’intervention. Les colonnes 3 et 4 du tableau 4 
montrent les ratios des erreurs-types pour la linéarisation et 
la LBR aux erreurs-types pour les MCO. Nous choisissons 
la clinique comme UPE, parce qu’il y a fort peu de raisons 
de s’attendre à une corrélation des erreurs entre cliniques 
après que l’on ait tenu compte de l’effect des blocs. 

 
 

Tableau 4 
Comparaison de l’inférence par les MCO, la linéarisation et la LBR pour l’exemple de Partner-in-Care 

 

Valeur P 

Variable indépendante jβ̂  MCO.. TE −  MCO

LIN

..

..

TE

TE

−
−

 
MCO

LBR

..

..

TE

TE

−
−

 
DLLBR MCO LIN LBR 

Niveau de l’UPE         

Ordonnée à l’origine 28,795 3,409 1,03 1,06 23,7 0,000 0,000 0,000 

Intervention 1,724 0,746 0,73 0,84 15,4 0,021 0,003 0,015 

Bloc 1 1,386 1,867 0,63 0,80 2,7 0,458 0,244 0,426 

Bloc 2 – 0,031 1,576 0,88 1,07 3,6 0,984 0,982 0,986 

Bloc 3 – 1,042 1,230 0,53 0,61 3,9 0,397 0,117 0,241 

Bloc 4 0,038 1,231 0,62 0,73 4,5 0,976 0,961 0,968 

Bloc 5 – 3,707 1,503 0,66 0,78 4,7 0,014 0,001 0,027 

Bloc 6 – 0,025 1,562 1,15 1,32 4,9 0,987 0,989 0,991 

Bloc 7 – 2,784 1,644 0,84 0,97 7,0 0,090 0,051 0,126 

Bloc 8 0,822 1,233 0,93 1,03 12,0 0,505 0,476 0,527 

Démographique         

Noir(e) 0,972 1,448 0,74 0,79 7,6 0,502 0,369 0,419 

Hispanique 0,202 1,004 0,73 0,75 24,3 0,841 0,785 0,791 

Autre non-Blanc(he) – 1,033 1,409 0,77 0,80 21,6 0,463 0,349 0,369 

Femme – 0,502 0,803 1,09 1,12 23,1 0,532 0,571 0,581 

Log de l’avoir net + 1 000$ 0,015 0,215 0,87 0,89 23,6 0,943 0,936 0,937 

Pas de diplôme d’études secondaires – 1,690 1,217 1,00 1,04 25,3 0,165 0,173 0,192 

Certaines études collégiales – 1,140 0,879 0,77 0,78 26,0 0,195 0,097 0,108 

Diplôme collégial  – 0,703 1,047 0,78 0,79 21,1 0,502 0,393 0,404 

Âge 0,059 0,032 0,91 0,93 26,5 0,064 0,047 0,056 

Marié(e) 0,541 0,748 1,05 1,07 28,5 0,470 0,496 0,504 

Indicateurs de base de la santé         

1 problème de santé chronique (sur 19) – 0,973 1,039 0,92 0,94 23,7 0,349 0,313 0,327 

2  problèmes de santé chroniques 0,198 1,116 0,87 0,90 23,0 0,859 0,84 0,846 

3 problèmes de santé chroniques ou plus – 0,201 1,132 0,90 0,91 24,0 0,859 0,844 0,847 

Dépression et dysthymie – 5,305 1,335 0,93 0,95 25,8 0,000 0,000 0,000 

Dépression et dysthymie – 3,882 0,982 1,12 1,15 23,7 0,000 0,001 0,002 

Dépression antérieure uniquement – 2,396 1,109 1,02 1,05 21,2 0,031 0,04 0,052 

Composante mentale du SF-12 0,287 0,036 1,11 1,14 26,6 0,000 0,000 0,000 

Composante physique du SF-12 0,079 0,036 0,88 0,89 24,6 0,029 0,017 0,022 

Trouble anxieux – 2,438 0,749 1,20 1,23 26,3 0,001 0,010 0,014 
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Par la méthode de Wu, Holt et Holmes (1988), nous 
calculons que la corrélation intra-clinique est égale à 

,0026,0−  valeur qui concorde facilement avec une valeur 
réelle de 0. Néanmoins, il n’y a aucune raison de s’attendre 
à ce que toute erreur-type correcte soit nettement plus faible 
que celle obtenue par les MCO. La colonne 3 du tableau 4 
montre que les erreurs-types produites par la méthode de 
linéarisation sont fréquemment très inférieures à celles 
obtenues par les MCO – particulièrement pour les variables 
indépendantes au niveau de l’UPE à la partie supérieure du 
tableau. Pareillement, la méthode de linéarisation en 
choisissant une distribution de référence 1−nt  produit sou-
vent des valeurs P beaucoup plus faibles que la méthode des 
MCO.  

La LBR donne de meilleurs résultats que la linéarisation 
standard. Les erreurs-types produites par la LBR sont systé-
matiquement plus grandes et, parfois, considérablement plus 
grandes que les erreurs-types produites par la linéarisation. 
Par exemple, les estimations par LBR pour les variables 
indépendantes au niveau de l’UPE sont, en moyenne, supé-
rieures de 15 % aux estimations obtenues par la méthode de 
linéarisation. Par ailleurs, les erreurs-types produites par la 
LBR pour les variables au niveau des UPE sont souvent 
plus faibles que les estimations par les MCO. Donc, même 
si, en principe, les estimateurs LBR sont quasiment sans 
biais, leur variabilité produit des estimations très faibles 
pour certains coefficients. La variabilité est également 
reflétée par le nombre de degrés de liberté qui est très faible 
pour les variables de bloc et, quoique plus grand pour les 
variables au niveau des patients, reste considérablement 
inférieur à 42, c’est-à-dire le nombre de grappes moins un. 
Le nombre de degrés de liberté est particulièrement petit, 
soit 7,6, pour la variable indépendante Noir (égal à un si le 
patient est un Afro-américain et à zéro autrement). Des 
tracés analogues à la figure 1 montrent que les valeurs de la 
variable Noir sont concentrées dans trois grappes. La 
variable Noir est égale à zéro pour tous les patients de 24 
des 43 grappes, et 48 des 78 Afro-américains de l’échan-
tillon se retrouvent dans trois grappes uniquement. Comme 
nous en avons discuté aux sections 2 et 4, la concentration 
des Noirs dans un petit nombre de grappes donne lieu à une 
forte variance des deux estimateurs et à un biais important 
de l’estimation par linéarisation, situations que l’on peut 
toutes deux observer au tableau 4.  

 
8. Discussion  

Bien que la linéarisation soit un bon outil qui produit des 
erreurs-types convergentes et des inférences valides à 
mesure qu’augmente le nombre d’UPE dans des échan-
tillons à plusieurs degrés, ses utilisateurs devraient être 
conscients des problèmes qu’elle pose. Les variances esti-
mées des coefficients de régression linéaire (y compris les 
moyennes par domaine) ont tendance à être biaisées par 
défaut – particulièrement si les coefficients (ou combi-
naisons linéaires de coefficient) dépendent en grande partie 

de données provenant d’un petit nombre d’UPE. Selon le 
plan d’échantillonnage, un biais important peut persister, 
même quand le nombre total d’UPE est assez grand. La 
méthode du jackknife standard pour les échantillons à 
plusieurs degrés a tendance à produire un biais au moins 
aussi grand de signe opposé. Pareillement, l’utilisation 
d’une distribution t de référence dont le nombre de degrés 
de liberté est inférieur d’une unité au nombre d’UPE peut 
sous-estimer fortement l’incertitude associée à l’estimation 
de la variance. Comme les deux problèmes (biais et nombre 
surestimé de degrés de liberté) ont tendance à se produire 
simultanément dans le cas de la linéarisation, les intervalles 
de confiance et les tests statistiques fondés sur cette méthode 
pourraient être beaucoup trop libéraux. 

La linéarisation à biais réduit (LBR) produit des 
estimations non biaisées de la variance lorsque les erreurs 
sont homoscédastiques et non corrélées, et a tendance à 
réduire fortement le biais pour d’autres structures de cova-
riance étudiées dans le cadre de nos simulations. Dans nos 
simulations, la LBR produit systématiquement un biais 
inférieur de 90 % ou plus à celui associé à la linéarisation 
standard et a tendance à donner de nettement meilleurs ré-
sultats que la méthode de linéarisation corrigée proposée par 
Kott en 1994. Les résultats obtenus pour la LBR sont 
semblables à ceux obtenus pour la méthode de Kott de 
1996.   

Comparativement à la linéarisation standard, l’utilisation 
de la LBR et du nombre estimé de degrés de liberté de 
Satterthwaite améliore considérablement l’inférence statis-
tique. La réduction du biais et l’utilisation du nombre de 
degrés de liberté de Satterthwaite semblent contribuer de 
façon égale à l’amélioration des résultats. Bien que l’appro-
ximation de Satterthwaite puisse produire une surcompen-
sation, menant à une inférence prudente dans certaines situa-
tions, le problème ne semble pas important tant que le 
nombre de degrés de liberté de Satterthwaite ne devient pas 
inférieur à cinq (fondé, en partie, sur des simulations non 
présentées ici). Le cas échéant, les analystes pourraient 
choisir d’estimer les valeurs critiques au moyen de simula-
tions fondées sur le théorème 4.  

Il est important de souligner certaines limites de nos 
résultats de simulations. En premier lieu, nous ne présen-
tons les résultats que pour quatre variables indépendantes 
distinctes et une ordonnée à l’origine. Nous choisissons ces 
variables de façon à couvrir une grande gamme de 
situations. Bien que certains analystes puissent considérer 

2x  comme extrême ou anormale, cette variable ne sort pas 
de la gamme de situations que nous avons observées dans 
le cadre de nos propres travaux de consultation. Des 
variables comme 2x  peuvent résulter d’essais randomisés 
par groupe (voir la section 7), de données d’observation 
lorsque quelques UPE seulement présentent un intérêt 
particulier ou de l’utilisation  d’une  série de variables 
nominales pour représenter les niveaux d’une variable 
catégorique. En deuxième lieu, nous présentons les 
résultats uniquement pour  n = 20 UPE. Dans la mesure où  
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X reste la même à mesure que n augmente (par exemple, 
par répétition), l’équation (4) implique que le biais diminue 
proportionnellement à )1/(1 −n . En outre, les résultats 
observés pour n = 20 pourraient l’être pour une valeur 
beaucoup plus élevée de n si le gros de la variation de X est 
attribuable à quelques UPE et que la détermination de β̂l′  
dépend aussi d’un petit nombre d’UPE. Enfin, pour réduire 
le nombre de facteurs qui influent sur les résultats, nous 
avons simplifié le plan d’échantillonnage de plusieurs 
façons : taille constante des UPE, pas de coefficient de 
pondération ni de strates, et faible multicolinéarité. Nous 
avons le sentiment que relâcher l’une de ces contraintes 
aurait effectivement tendance à réduire la performance de 
la linéarisation standard et du jackknife. Selon nous, le 
choix de m = 10 pour la taille des UPE n’a, dans un sens ou 
dans l’autre, pas eu grand effet sur nos résultats.  

Selon nous, les méthodes que nous proposons seront 
utiles aux analystes d’échantillons à plusieurs degrés, mais 
elles ne résoudrons pas complètement le problème d’infé-
rence dans le cas de la régression linéaire non pondérée. 
Nous avons tous deux observé fréquemment la situation 
perturbante où les méthodes de linéarisation standard 
produisent des intervalles de confiance plus petits que les 
méthodes qui ne tiennent pas compte du plan d’échantil-
lonnage. Sans aucun doute, le biais de Lv  et l’utilisation 
incorrecte de n  –  1 degrés de liberté contribuent à la 
fréquence de ce phénomène, mais nos méthodes ne l’em-
pêcheraient pas de se manifester (voir la section 7). Comme 
les méthodes de réutilisation de l’échantillon, la linéarisation 
produit nécessairement des estimateurs dont la variance est 
grande pour certains, voire tous, les coefficients dans le cas 
de certains plans d’échantillonnage. Dans des situations où, 
comme pour les coefficients de notre variable 2x , le 
nombre de degrés de liberté de Satterthwaite tombe presque 
à 3, ou devient inférieur à cette valeur, les analystes 
devraient se demander sérieusement s’ils peuvent accepter 
la grande variabilité, et la perte correspondante de puis-
sance, liée à l’utilisation d’estimateurs non paramétriques de 
la variance. Des estimateurs paramétriques de rechange, 
comme les modèles linéaires hiérarchiques ou l’inférence 
fondée sur l’estimation d’une corrélation intra-classe com-
mune sur toutes les UPE (Wu et coll. 1988) devraient 
produire des résultats plus stables.  

Le présent article porte sur la régression linéaire non 
pondérée pour des échantillons non stratifiés, mais nous 
n’avons aucune raison de penser que les problèmes du biais 
et du nombre de degrés de liberté que pose la linéarisation 
seraient atténués par la stratification, pour les moindres 
carrés pondérés ou pour des modèles linéaires généralisés 
(MLG). Comme l’ont montré McCaffrey, Bell et Botts 
(2001), la méthode LBR se généralise immédiatement à la 
régression linéaire pondérée grâce à l’utilisation de 

WXWXXXH ′′= −1)(  dans la condition principale du 
théorème 3. Puisque les solutions des MLG, comme la 
régression logistique, sont équivalentes aux étapes finales 
des moindres carrés itérativement repondérés (McCullagh et 
Nelder 1989), le choix évident pour ce modèle consiste à 

utiliser la LBR fondée sur les poids finals et à fixer 
.1−= WU  Néanmoins, le théorème 3 ne se généralise pas 

aux MLG, parce que les poids sont estimés d’après les 
données et que nous n’avons pas étudié les propriétés de la 
LBR dans ce contexte.  

Korn et Graubard (1995) proposent 2/1
Lv  comme esti-

mateur de l’erreur-type pour les échantillons stratifiés dans 
des situations où la stratification est non-informative. Le 
même raisonnement s’applique à 2/1

LBRv . Fuller (1975) a 
proposé, pour les échantillons stratifiés, un autre estimateur 
de l’erreur-type convergent pour le plan d’échantillonnage. 
Bell et McCaffrey (2002, page 32 et 33) montrent que si 
l’on ajuste le vecteur des résidus de chaque strate, la LBR 
peut réduire ou éliminer le biais lié au modèle susceptible 
d’exister dans l’estimateur de Fuller. 
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Annexe  

Preuves des théorèmes 2 et 4  
Preuve du théorème 2. Suivant les premières étapes de la 
preuve du théorème 1, l’équation (6) implique que 
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L’existence de (Ii – Hii) 

–1 implique que les valeurs propres 
de Hii  sont  strictement  inférieures  à  1,  de  sorte  que 
(Ii   –  Hii) 

–1 peut s’écrire sous la forme ∑∞
= 0j

j
iiH . Consé-

quemment, en supposant que D  =  (1/ n) (X′  X) et Di  = 
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Le terme correspondant à r = 0 est égal à l ′(X′ X) 

–1 l = 
Var( β̂l ′ ). Le terme correspondant à r  =  1 est nul. En vertu 
du théorème binomial, 
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de sorte que l’on peut apparier les autres termes, correspon-
dant à r = 2, 4, 6, …, pour donner 
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Le facteur médian de la somme peut s’écrire sous la 
forme 
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qui est une définie positive, de sorte que l’expression entière 
doit être positive. Par conséquent, nous avons montré que 
E(vJK)  >  Var( β̂l ′ ) l’égalité ayant lieu si, et uniquement si, 
l ′ (X′ X) 

–1′Di  =  0, ce qui est vrai si, et uniquement si, 
l ′ (X′ X) 

–1 Xi ′ Xi  est constante sur les i.   
Preuve du théorème 4. 
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Soit P, la matrice des vecteurs propres et Λ, la matrice 
diagonale dont les éléments λ1,  …,  λM  sont égaux aux 
valeurs propres de V1/2∑ = ′n

i ii1 gg V1/2  =  B' B où B'  =  V1/2 
[g1  g2 ... gn]. Soit u  =  P' V 

–1/2y où V 

–1/2  VV 

–1/2   =  I 
définissant V 

–1/2; alors, les éléments de u sont des variables 
normales indépendantes de variance 1 et 

.λ  v
1

2* ∑
=

==
M

i
ii u'Λuu  

Soit λi, toute valeur propre non nulle de B' B; alors, il existe 
un vecteur non nul z tel que B' Bz = λi z et BB' Bz = λi Bz. 
Comme Bz ≠ 0, λi  est une valeur propre de BB'. 
Pareillement, toute valeur propre non nulle de BB' est aussi 
une valeur propre de B' B. Par conséquent, les valeurs 
propres non nulles de B' B sont égales aux valeurs propres 
non nulles de BB' = {gi' Vg j}. 
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