Techniques d’enquéte, décembre 2002
Vol. 28, N° 2, pp. 185-198
Statistique Canada, N° 12-001-XPB au catalogue

185

Reéduction du biais des erreurs-types pour larégression lineaire
dansle casd’ échantillons a plusieurs degr és

Robert M. Bell et Daniel F. McCaffrey *

Résumé

Les méthodes de linéarisation (ou de développement en série de Taylor) sont utilisées trés fréquemment pour estimer les
erreurs-types des coefficients des modéles de régression linéaire gjustés a des échantillons a plusieurs degrés. Lorsque le
nombre d'unités primaires d'échantillonnage (UPE) est grand, la linéarisation peut produire des vaeurs précises des
areurs-types dans des conditions assez généraes. Par contre, si ce nombre est faible ou que la valeur d’'un coefficient
dépend en grande partie des données provenant d’ un petit nombre d’ UPE, les estimateurs par linéarisation peuvent présenter
un biais négatif important. Dans le présent article, nous précisons les propriétés de la matrice de plan d’ échantillonnage qui
biaisent fortement les erreurs-types estimées par linéarisation des coefficients de régression linéaire. Puis, nous proposons
une nouvelle méthode, que nous appelons linéarisation a biais réduit (LBR), fondée sur des résidus gjustés afin de mieux
approximer la covariance des erreurs réelles. Si les erreurs sont i.i.d., I'estimateur LBR est sans biais pour la variance. En
outre, une éude en simulation montre que la LBR peut réduire considérablement le biais, méme s les erreurs ne sont pas
i.i.d. Nous proposons auss d' utiliser une approximation de Satterthwaite pour déterminer le nombre de degrés de liberté de
la distribution de référence utilisée pour les tests et les intervales de confiance de combinaisons linéaires de coefficients
fondés sur I’ estimateur LBR. Nous démontrons que I’ estimateur par le jackknife a auss tendance a étre biaisé dans les
situations ou la linéarisation est biaisée. Cependant, le biais du jackknife est généralement positif. Notre estimateur par
linéarisation a biais réduit peut ére considéré comme un compromis entre I'estimateur par linéarisation standard et

I’ estimateur par le jackknife.

Motsclés: Echantillons complexes; linéarisation; jackknife; approximation de Satterthwaite; degrés de liberté.

1. Introduction

L'andyse par régresson déchantillons a pluseurs
degrés est devenue tres courante ces derniéres années (par
exemple, Ellickson et McGuigan 2000; Shapiro, Morton,
McCaffrey, Senterfitt, Heishman, Perlman, Athey, Keesey,
Goldman, Berry et Bozzette 1999; Goldstein 1991; Landis,
Lepkowski, Ekland et Stehouwer 1982). Méme s les
modéles hiérarchiques (Bryk et Raudenbush 1992; Gelman,
Carlin, Stern et Rubin 1995, chapitre 13) permettent d ana-
lyser a la fois les effets fixes et déatoires, nombre d'ana
lystes préférent la smplicité des modéles de régression
classiques quand les effets aéatoires ne présentent pas d'in-
térét direct. Les estimateurs classiques de régression pro-
duisent des estimations non biaisées des parameétres qui
peuvent étre efficaces, mais les estimateurs par défaut de
I"erreur-type ne tiennent pas compte du plan d échantil-
lonnage, s bien que les erreurs-types obtenues ne sont pas
convergentes (Kish 1965; Skinner 1989a). Diverses mé-
thodes produisent des estimations convergentes des erreurs-
types agpplicables lorsque le nombre d'unités primaires
d échantillonnage (UPE) est suffisamment grand. Elle in-
cluent les méthodes de réutilisation de I’ échantillon, comme
le jackknife, le bootstrap et les répliques équilibrées ré-
pétées, ains que les méthodes de linéarisation (ou de dé
veloppement en Sriede Taylor).

La linéarisation (Skinner 1989b) est une méthode non
paramétrique d’ estimation des erreurs-types des statistiques
fondées sur le plan d' échantillonnage, comme les moyennes
el les ratios, ains que des coefficients provenant des
modéles de régression linéaire et non linéaire. Par non pa
ramétrique, nous entendons que la linéarisation ne repose
sur aucune hypothése quant a la structure de I'erreur a
I"intérieur des UPE, comme | hypotheése d'une corrélation
intra-grappe constante. Quand le nombre d' UPE peut é&re
jugé grand, la linéarisation produit des erreurs-types
convergentes malgreé les caractéristiques multiples des plans
d'échantillonnage complexes — stratification, échantillon-
nage a plusieurs degrés et poids d’ échantillonnage — ainsi
que des erreurs hétéroscédastiques (Fuller 1975). Etant don-
né ces propriétés désirables et son intégration de plus en
plus fréguente dans des logiciels comme SUDAAN, Stata et
SASVersion 8.0 (Shah, Barnwell et Bieler 1997; StataCorp.
1999; SAS Indtitute, Inc. 1999), lalinéarisation est devenue
une méthode utilisée couramment pour estimer les erreurs-
types &t lesintervalles de confiance, et pour réaliser destests
statistiques sur des données provenant de plans d échan-
tillonnage complexes (par exemple, Ellickson et McGuigan
2000; Shapiro et coll. 1999; Rust et Rao 1996). On a auss
propose la linéarisation pour estimer les erreurstypes
produites par les équations d' estimation généralisées (EEG)
gustées a des données a plusieurs degrés (Zeger et Liang
1986).
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Cependant, la méthode de linéarisation a seslimites. Si le
nombre d'unités primaires d' échantillonnage est faible, les
estimations de I’ erreur-type peuvent étre fortement biaisées
alabaisse, leur coefficient de variation peut ére grand et le
nombre standard de degrés de liberté pourrait étre beaucoup
trop grand (Kott 1994; Murray, Hannan, Wolfinger, Baker
et Dwyer 1998). Par conséquent, I'inférence par linéari-
sation standard pour les coefficients dont la valeur est
fondée en grande partie sur des données provenant d'un
petit nombre dUPE peut produire des intervalles de
confiance trop étroits et des tests dont le taux d' erreurs de
premiere espece et consdérablement plus devé que la
valeur nominae. Les méhodes de réutilisation de I’ échan-
tillon, comme le jackknife, présentent les mémes limites.

Dans le présent article, nous caracté&risons les facteurs du
plan d échantillonnage (c'est-ardire, la distribution des
variables indépendantes dans les UPE et entre celles-ci) qui
produisent un biais important dans les erreurs-types des
coefficients de régression linéaire estimées par linéarisation
et par le jackknife, et nous démontrons que le probleme
persiste parfois méme s le nombre d' UPE est assez grand.
Puis, nous proposons de remplacer |’ estimateur par linéari-
sation standard par un estimateur qui est sans biais en cas
d erreurs indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d.)
el qui a tendance a réduire consdérablement le biais
autrement. Nous présentons aussi |es nombres gpproximatifs
de degrés de liberté a utiliser pour les tests et les intervalles
de confiance fondés sur notre estimateur de la variance. Les
résultats de smulations montrent que, sur petit échantillon,
les propriétés de notre estimateur et de notre test de re-
change sont meilleures que celles obtenues par des mé-
thodes plus classiques. Enfin, nous illustrons nos méthodes
sur des données provenant d'une expérience nationale
congue pour évaluer letraitement de ladépression.

2. Biaisdelaméthodedelinéarisation

Par souci de smplicité, nous limitons I’ exposé du corps
de I'article a la régression linéaire non pondérée pour des
échantillons a deux degrés non dratifiés. Les générdisations
aux estimateurs pondérés et aux échantillons stratifiés sont
présentées dans McCaffrey, Bell et Botts (2001) et discutées
plus en détail alasection 8.

Soit n, le nombre dUPE et m,, le nombre d unités
finales d’ échantillonnage provenant de lai® UPE, pour i =
1, .., n. Lataille globale de I'échantillon et M =3, m.
Nous supposons que y; =B'X; +¢;, Ol & est caractérisée
par une moyenne nulle et une matrice de covariances V, et
oules y;, x;, & ¢; serapportent tousala j observation
provenant de la i® UPE. Nous laissons tomber I’ hypothése
type des MCO voulant que les erreurs soient i.i.d. et
supposons  uniquement que les erreurs provenant d UPE
distinctes ne sont pas corrdées. Plus précisément, nous
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supposons que V est une matrice diagonde par blocs
comptant m xm, blocs V; pouri = 1, ..., n. En plus de
lanotation de ce modedle, danstout I article, | représente une
matrice d'identité M xM e |, une matrice d'identité
m xm. R

Représentons par [ les coefficients estimés du modée
de régression linéaire. Pour simplifier la présentation, nous
discutons généralement d'une combinaison linéaire de
coefficients de régression, |’B, pour un vecteur colonne
arbitrairel. Dansle cas particulier ot un éémentdel = let
les autres sont nuls, |’ représente un coefficient estimé
unique. S les erreurs ne sont pas corrélées entre les UPE, la
variancede I'p est

~ n
Var (|'[5)=|'(x’x)‘l(2x; vixiJ(x'x)‘ll, (h)
i=1
ou X e X; sont les matrices de plan d' échantillonnage pour
I échantillon complet et pour I' UPE i, respectivement.
L’estimateur par linéarisation standard de la variance de
|’B est donnépar :

v, =|’(x’x)1[c_§n:x; r ri’XiJ(X’X)ll ©

our; est le vecteur des résidus pour lai® UPE. En comparant
(1) et (2), nous congatons que la linéarisation revient
smplement a etimer V; sous forme du produit d'une
congtante ¢ par le produit externe des résidus. Habi-
tudlement, la valeur de la congtante ¢ est fixée an/(n — 1),
qui et la vaeur utiliste dans SUDAAN e dans les
procédures Stata svy (Shah et coll. 1997; StataCorp. 1999).
Pour les méthodes EEG, Zeger et Liang (1986) fixentc = 1.
Dans des conditions assez générales, nv converge en
probabilité vers la variance de la distribution asymptotique
de \/ﬁ(I'B —I'B) et lebiaisreatif devi est O(1/n) a mesure
gu’ augmente le nombre d UPE (Fuller 1975; Kott 1994).
Pour démontrer la convergence du biaisde v, Kott (1994)
suppose que le nombre d observations pour chaque UPE et
borné et que les déments de (X’ X) ™ X’ sont bornés par B/n
pour une congtante B. Ces hypothéses assurent effecti-
vement que I’influence de toute UPE sur | estimation finale
diminue a mesure que le nombre d'UPE augmente. La
convergence du biais de v, tient pour les données hété-
roscédastiques provenant d échantillons stratifiés avec poids
d échantillonnage inégaux et une structure de corrélation
abitraire a l'intérieur des UPE. Mdheureusement, la
convergence ne garantit pas que les propriétés soient bonnes
pour un nombre faible a moyen d' UPE.
Théoréme 1l .
Quand V = 6% et c = n/(n — 1), E(w) < Var(I’B),
I’ égalité nayant lieu que s, e uniquement s, 1" (X’X)™
Xi’ X; est constant pour toute UPE i.
Preuve. Sans perte de générdité, nous supposons que
62= 1, desorteque V = I. Le vecteur de résidus r peut
sécriresouslaforme (I —H) g, 00 H = X (X' X)X’ et
la matrice chapeau, ou matrice de projection, pour X. Donc,
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nous avons r;i = (I — H); g, ou (I — H); contient les m;
lignesde (1 —H ) pour lai ® UPE. Conséquemment,

E(vJ:(%J (X’ )™
[z X

L
n-1
> (X7 X, =X X, (X X)X X ) (X
i=1
car E(ee) =1 ad (I — H)( — H)" = (Ii— Hy) pour
Hi = X(X’X)‘lx Soit D = X' X; — (I/n) (X’ X).
NotonsqueXiD;, = X; X; X, =X’ X = 0. Donc,

E(v,) =[ﬁjv<X'X>l

—H), E(ee")(1 - H)/ X, ](x,x)ll

X)™(3)

> (X7 X, ~[(@/ mX’X+D;] (X"X) {1/ m)X’'X+D,])

(X" X))

LJI (X X)™

n-—

i=1

[x’x - @/ )X’ X - zn: D, (X’ X) ™D, J(x’ X))

(X" X)™ —[Lljl'(x'x)1
[zn: D, (X’ X) ™D, J(x' X))

[ ][Zaxx j @

pour & =D (XX)T 1 = [X/ X~ (1/n) (X" X)]
(X’ X)' I. Comme (X’ X)™ et définie positive, E(v) <
Va (I'B), I'égdité mayant lieu que S, et uniquement s,
a = 0, ou de fagon équivdente, X/ Xi (X’ X)™| et
constante pour tout i.

Les méthodes de répétition ne permettent pas nécessai-
rement d éviter le probleme du biais que produisent les esti-
mateurs de la variance pour la régression. On obtient un esti-
mateur par le jackknife pour les échantillons a_plusieurs
degrés a partir de I’ensemble de pseudovaleurs { ﬁ[e]} esti-
mations de 3 d' gprés des donnéesn’incluant pasla i° UPE :

Vo =l-0 Y, VB -B)B -8 ®
(Cochran 1977; Rust et Rap 1996). S (I; — H;)™ existe
pour tout i, alors
Vi =[(=D /] (X X)X X (1 —H, )™

rr(l —H, )_lxi (X’ X)_llv ©®
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qui decoule de Iaformule mise aJour (X'X =X X) =
X X)X X)X = Hi) X (X X) T (Cook et
Weisherg 1982; Bell et McCaffrey 2002, page 34). Certains
auteurs (Efron et Tibshirani 1993) proposent un autre
estimateur par _le jackknife ou B et remplacé par la
moyenne des B dans (5). Comme ces deux méthodes
produisent des estimations fort semblables dans nos
simulations, nous discutons uniquement de la version basée
aur (5) danslasuite.

Théoreme 2

QuandV = ¢l et (I; — Hi)™ existent pour tout i, alors
E(vk) > Var(l’ B) I’égalité n"ayant lieu que S, €t unique-
ment s, I” (X" X) ™ X{’ X; est constante pour tout i (preuve en
annexe).

L’exemple qui suit montre que les conditions nécessaires
pour que les estimateurs par linéarisation et par le jackknife
soient non biaisés sont trés contraignantes, méme dans le
casdelarégression linéairesimple.

Exemple 1. Considérons laregression linéaire smple. Nous
avons

Y 2 g2 T
oot KT
SH R T =X 1
ol & e {s? sont les estimations par maximum de
vraisemblance des variances de x, globale et dans les UPE,
pour lesquelles les diviseurs sont M et {m}, respectivement.
Donc, nous avons

X) =

X! X, (X
m s +X*-X% X X — X |
Ms® [ (* + X)X — (5" +X)X §°+X° - X X

Pour que v et vy soient non biaisés pour la pente,
c'est-&dire, pour I’= (0,1), il faut que les expressions
m(X -X) & m(s®+X°—XX) soient toutes deux
constantes sur tous lesi. La premiere implique que X; = X,
et ensemble, ellesimpliquent que m;s;” = 3 (X; -X)? et
constant. Notons que my  ne doit pas nécessairement étre
congtant. Cependant, ces deux conditions ne sont pas
suffisantes pour garantir que |’ = (1, 0), soit sans biais. Des
manipulations algébriques additionnelles montrent que le
biais de I'estimateur par linéarisation de la variance de la
pente est égal a

n m 2

Par conségquent, une part du biais est proportionnédle a la
variance pondérée des moyennes de x au niveau des UPE &
une autre, a la variance des sommes des carrés a I’ intérieur
des UPE.
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L’ exemple montre que, S les erreurs sont i.i.d.,, v n'est
sans biais que dans des conditions trés contraignantes.
Quand V # |, lesthéorémes 1 et 2 ne sont pas vérifiés et le
biais de v, peut méme étre postif (voir I'exemple 2 de Bell
et McCaffrey 2002).

En général, v est biaisé négativement. L’ estimateur est
égd ala somme sur les UPE des carrés des combinaisons
linéaires des résidus, c’?1” (X’ X)X/ r;. Ces sommes des
carrés ont tendance a étre trop faibles pour deux raisons: les
résidus sont généralement plus petits que les erreursrédles a
cause du surgustement du modéle, et leur corrélation
intracgrappe a tendance a ére plus faible que celle des
erreurs. Lefacteur ¢ = n/ (n— 1) ne corrige entiérement ces
problémes que dans des circonstances fort restreintes,
comme les conditions du théoréme 1.

Le biais de I'estimateur par linéarisation (ou par le
jackknife) augmente parallélement a la variance inter-UPE
des variables indépendantes. Par conséquent, les variables
indépendantes dont la vaeur dans les UPE est (presque)
congtante ont tendance a présenter le biais le plus important.
S plusieurs variables indépendantes de ce type exigtent, la
sous-estimation des corrélations intra-grappe peut étre
considérable et biaiser fortement les variances estimées pour
tous les coefficients correspondants. Un risque encore plus
grand de biais semble exister lorsque certaines UPE sont la
cause de la plupart de la variahilité des covaridbles et
qu'elles ont un effet disproportionné sur la détermination de

" .

3. Laméhodedelinéarisation a biaisréduit

Phillip Kott a proposé deux méthodes pour réduire le
biais de la linéarisation. Kott (1994) propose de corriger le
biais de v en utilisant les résidus et la matrice de plan
d échantillonnage pour estimer |a négative du biais de v par
R ( R>0, habituellement) et en fixant vica=v /(1 — R ).
Il propose I'estimateur vkos plutét que I’'estimateur plus
évident (v + Ii) comme correction ponctuelle du biais
relatif de R en tant qu’ estimateur du biais négetif réd, R.

Dans son article de 1996, Kott propose de caculer le
ratio de Var(l’ B ) a E(v,) sous I'hypothése que V = | et de
rguster v par leratio. SV =1, dors|’estimateur résultant
Vkos SEYasanshiais.

Dans |e contexte des équations d' estimation généralisées,
Mancl et DeRouen (2001) adoptent une méthode différente
pour corriger le biais de I'estimateur par linéarisation. Ils
proposent d’ gjuster les résidus provenant de chaque UPE
pour réduire le biais de rir;' en tant qu' estimateur de V.
Pour le modéle linéaire non pondéré de la section 2, ils
approximent E (r; ri') par (I; — Hi)Vi (i — H;;) et proposent
de remplacer r; par (I; — Hy)™'r; dans " équation (2). Donc,
pour les modeles linéaires non pondérés, I’ estimateur de
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Mancl et DeRouen est égdl an/ (n— 1) vy €t sespropriétés
découlent de celles de |’ estimateur par lejackknife.

Nous présentons une autre méhode, que nous avons
proposée pour la premiére fois en 1997 (McCeffrey et Bell
1997). Elle s appuie auss sur le remplacement de r; dans
|’ équation (2) par des résidus gjustés delaformer;” = Air;
destinés & agir davantage comme les erreurs rédles g. A
I'instar de Kott (1996), nous caculons un estimateur qui
éimine le biais de v lorsgque V égale U, une matrice
diagonale par blocs des covariances, et qui le réduit pour les
autres V. Comme Mancl et DeRouen (2001), nous gjustons
les résidus pour chague UPE. Cependant, partant de U, nous
caculons une autre approximation de E(rir;') et, au lieu
d étre proportionnd au jackknife, notre estimateur peut étre
considéré comme un compromis entre les estimateurs par
linéarisation et par le jackknife. Notre méthode est éga
lement une généralisation de la méthode de MacKinnon et
White (1985), qui gustent les résidus individuels pour
produire un estimateur de la variance hétéroscédasti quement
convergent (au sens de White 1980) dépourvu de biais
lorsque les erreurs sont indépendantes et homoscédastiques.
Théoréme 3

Pour une matrice diagonale par blocs des covariances
préciste U, considérons la classe d'estimateurs v,. =
X X) (P XA ATX) (XX) T, ou A
stisfait A [(I —H); U(l —H)/] A7 =U; pouri=1, ..., n.
S V=kU pour un scdaire donne k, dors E( ) =
va(l’p).

Preuve. Lavaleur attendue de v . est donnée par
E(VL )

(Zx A.(1=H), (KU) (I =H)/ A’X. )
(XX
=|'(x’x)‘l[ix;(k ui)xij(x’x)‘ﬂ —var(’p).

i=1
Sans preuve externe du contraire, un anayste utilisera
vraisemblablement une matrice des covariances de travail
delaformeU = o7, qui smplifie la condition sur A; en A;
(li—=Hi) A’=1,0u

Ai/ A =(|i_Hii)71' (7)

NousposonsU = | danscequi suit.

Une solution de I'équation (7) existe pour I'UPE i
lorsque (1; —Hj;) est de plein rang, ce qui est vrai S toutes les
vaeurs propres de Hj; sont strictement inférieures & 1 (les
valeurs propres de H;; sont toujours comprises entre O et 1).
Une valeur propre de H;; peut &tre égale a 1 — par exemple,
lorsque le modde inclut une variable indépendante
dichotomique dont la valeur est un g, et uniquement g, une
observation tombe dans lai® UPE.

S m> 1A nestpasunlque S A sisfait AYA; =
(Ii = Hi)™, dors il en et de méme de OA;, pour toute
matrice orthogonale mxm dénotée O. S V # o’l, le
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choix de A est sans importance, car toute solution de (7)
produira un estimateur sans biais de la variance. Cependant,
les estimateurs résultants sont biaisés lorsque V' = o4, et le
biais peut varier fortement sdon le choix de A,
Heuristiquement, il est sensé de choisir la solution A; «la
plus proche » de la matrice d’identité, afin de « méanger »
les résidus aussi peu que possible. Deux candidates promet-
teuses sont la décomposition de Cholesky de (I; — H;) ™, ol
tous les 0 se trouvent sous la diagonale, et la racine carrée
symétrique de (I; — H;)™. Soit P, une matrice orthogonale
dont les colonnes sont les vecteurs propres de (I; — H;) ™ et
A, une matrice diagonale contenant les valeurs propres
correspondantes de (I; — H;)™, de sorte que (I — Hi) ™ =
PAP’. Alors, pour A égale a la racine carrée de A en ce
qui concerne les déments, PAYP’ est symétrique et résout
(7). Par contre, la multiplication de I'une ou I’ autre de ces
deux solutions par une matrice diagonae aéatoire pourrait
fausser considérablement lesrésidus.

Parmi |a classe de résidus gjustés de laforme Air; ou A;
satisfait (7), ceux basés sur la racine carré symétrique de
(li—H)™r = PAY2P’r,, sont «les meilleurs» au sens
de Theil (1971) — c'est-adire qu'ils minimisent la somme
attendue des carrés des différences entre les erreurs estimées
et leserreursrédlesi.i.d. (pour les détails, voir page 36 et 37
dans Bel et McCaffrey 2002). En cas de corrdation
intra-grappe, les résultats de simulations de la section 6
donnent & penser que le biais de v, fondé sur la racine
carrée symétrique et nettement plus faible que celui de
I'estimateur par linéarisation standard, vi. Par conséquent,
nous considérons uniquement la racine symétrique dans la
suite de |’ article et nommons I’ estimateur obtenu en utilisant
cetteracine I’ estimateur par linéarisation abiais réduit, v gr.

Comme Kott (1994) I'a prouvé pour vy, s le nombre
d'unités dans chaque UPE est borné et que les éléments de
(X’X)™X’ sont bornés par B/n pour une constante donnée B
(cest-adire, (X’X)™X’ = O (Un)), dorslebiasde v gr est
O(n et le biais rdlatif est O(1/n) (Bell et McCaffrey 2002,
page 15).

4. Variancedesesimateurset tests

Nous notons que Vi, Vigr, & Vi peuvent tous s écrire
souslaforme

Vo=d/ (X X)L XA A (XX) T,

ouc=n/(n-1), 1 ou (n — 1)/n, respectivement, et A; =
li, (Ii - Hii)_ﬂz ou (Ii - Hii)_l, respectivement. Cette
formulation des estimateurs montre que v gr peut ére
considéré comme un compromis entre v, et vy chois pour
compenser les biais opposés de ces derniers.

Théoreme 4

Soit les termes d’ erreur distribués selon une loi normale
multivariée de moyenne 0 et de matrice de covariances non
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singuliere V. Alors, pour tout estimateur de lavariance de la
forme

Vo=d/ (X X) Y XA A (XX) T,

vV est égd & la somme pondérée de variables aléetoires
indépendantes x> ol les poids sont les valeurs propres de
lamatrice n x N G = {g' Vg}, pour g = ¢4l — HY/
A X (X" X) (preuve en annexe).

Nous pouvons écrire v, sous laforme quadratique y'G'y,
oll la matrice M-pa-M G™ = Y, g, g, de sorte que v,
et une somme pondérée de variables aéatoires khi-deux
indépendantes dont |es poids sont égaux aux valeurs propres
de G'V. La preuve consiste & montrer que les vaeurs
propres non nulles de G’V sont égales aux valeurs propres
non nullesde G.

La moyenne et la variance de v sont de simples
fonctions des valeurs propres de G, & savoir E(v)=
YUMEU)=TLA, e Va() = TLAiVar(u?) =
SLAZ SV oA e X X (X X) lpouri =1, ..,n
sont congtantes, condition nécessaire pour que Vi et Vi
soient sans biais, aors le théoréme 4 implique que av, avi,
et av gr SUivent tous la loi de distribution Xﬁ—l pour a =
(n-1)/Va (I'B) (Bl et McCaffrey 2002, page 41 et
42). Cependant, en général, X X;(X’X)™ n'est pas
constante et le carré du coefficient de variation est supérieur
a2/ (n- 1), la statistique correspondante pour la variable
déatoire y 2 ,.

Il convient notamment de se préoccuper de cette
variabilité excédentaire lorsqu’ on envisage, pour le test de
vérification de I'hypothése nulle 1’3 = 0, des distributions
de référence dont le critere de test est de la forme
t= I'B/\/v_* . Pour v, Shazh, Holt et Folsom (1977) pro-
posent de comparer t aunedigtribution t deréférencean—1
degrés de liberté, qui est maintenant la distribution par
défaut dans Stata (Stata Corp. 1999), dans SUDAAN (Shah,
Barnwell et Bider 1997) et dans SAS (SAS Ingtitute 1999).
Le choix de n— 1 degrés de liberté est motivé par le fait que
VL peut sécrire sous forme de somme des carrés de n
variables aéatoires ¢4’ (X’ X)X/ r;. Cependant, comme
la variance de (n— 1) v /E(v)) a tendance a étre plus
grande que 2(n — 1), les tests basés sur une digtribution t &
n — 1 degrés de liberté auront tendance a produire un taux
d erreurs de premiére espéce supérieur alavaeur nominale,
mémesd v, est sanshiais.

Satterthwaite (1946) a proposé d approximer la distri-
bution d' une combinaison linéaire de variables x? par 3
(jusgu’ & une congtante) ou les deux premiers moments de la
combinaison linéaire concordent avec ceux de y%. Nous
gpproximerions ains Vi, Vigr OU Vi par une xzf ou f=
2/c= (ZP,A,)?/EP A% et ol les A sont les valeurs
propres de la matrice G correspondante. Les tests basés sur
les distributions t de référence ayant f degrés de liberté
devraient, en principe, donner un meilleur taux d’erreurs de
premiére espéce que ceux fondés sur n— 1 degrés de liberté.
Rust et Rao (1996) proposent auss d' utiliser une approxi-
mation de Satterthwaite pour estimer le nombre de degrés
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de liberté pour I'estimateur par le jackknife. |ls présentent
les résultats pour |’ estimateur d’ une moyenne, tandis que le
théoréme 4 é&end cette méhode a I'évaluation de combi-
naisons linéaires de coefficients de régression. Kott (1994,
1996) propose d'utiliser I'approximation de Satterthwaite
pour estimer le nombre de degrés de liberté pour des tests
fondés sur ses variantes de la linéarisation.

Pour n'importe quel estimateur non paramétrique de la
variance, le coefficient de variation peut étre treés grand pour
certains plans d'échantillonnage. On observe une forte
variabilité dans les mémes conditions que celles ot vi. et vy
sont le plus fortement biaisés, ¢’ et-&-dire lorsque les résidus
de quelques UPE seulement déterminent effectivement
I'egtimation finde de la variance. Cette variabilité des
estimateurs et le co(t inhérent a I utilisation de méthodes
non paramétriques.

Comme le nombre f de degrés de liberté de Satterthwaite
oblige a spécifier la matrice inconnue V, nous avons étudié
deux méthodes pour fixer V. La premiere consiste a consi-
dérer V comme une diagonale par blocs et a estimer chaque
bloc par le produit externe des résidus pour I'UPE. Comme
les résultats préliminaires des simulations ont montré que le
nombre de degrés de liberté basé sur cette estimation
empirique de V produit des tests dont les résultats sont
extrémement prudents, nous ne présentons auicun résultat de
simulations pour cette méhode. Kott (1994) a égaement
congtaté que I'estimation de V en vue de I'utiliser dans la
formule de I'estimation du nombre de degrés de liberté
donne des résultats insatisfaisants. A la place, nous avons
utilisé une deuxiéme méthode qui consiste & supposer que V
et identiquement égde ala matrice d' identité — ¢’ et-a-dire
a supposer que les erreurs sont indépendantes et homo-
scédagtiques aux fins de la détermination du nombre de
degrés de liberté.

La distribution de vigr (€t des autres estimateurs de la
variance) a tendance a étre moins asymétrique et aavoir une
queue inférieure moins lourde que la distribution d’'une
variable % ol f est égal au nombre de degrés de liberté de
Saterthwaite. Donc, les distributions t de référence fondées
sur |'approximation de Satterthwaite ont tendance a sur-
edimer les probabilités de queue de digtribution. Par
exemple, s les données observées pour quelques UPE
déterminent pour ains dire la valeur d'un coefficient, le
nombre de degrés de liberté de Satterthwaite peut étre
inférieur a deux, ce qui implique incorrectement une densité
du khi-deux infinie a zéro. Conséguemment, la probabilité
d'une atistique t trés grande pourrait ne pas étre aussi forte
que le laise entendre I'gpproximation de Satterthwaite,
particulierement lorsque le nombre de degrés de liberté de
Saterthwaite est inférieur a4 ou a5.

5. Méhodesdesmulation

Nous utilisons une simulation de Monte Carlo pour
éudier les propriétés d estimateurs de la variance et de tests
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de rechange pour un échantillon en grappes a deux degrés
équilibré de n = 20 UPE ou le nombre d observations
m = 10 est le méme pour chaque UPE. Pour toutes les
répétitions de la smulation, nous utilisons une méme
matrice de plan d' échantillonnage X en choisissant quatre
varigbles indépendantes représentant une gamme de
difficultés pour les estimateurs non paramétriques de la
variance. Les deux premiéres variables indépendantes, x; et
%o, sont dichotomiques (0 ou 1) et constantes a I'intérieur
des UPE. Lavaleur de lavariable x; est 1 dans la moitié des
grappes: 1, 3, ..., 19, tandis que celle de x, et 1 dans trois
grappes seulement : 9, 10 et 11. Les variables x; et x4 sont
toutes deux générées d'gprés une distribution normale
standard. Elles difféerent en ce sens que x; est générée
d'aprés une loi normale multivariée dont la corréation
intra-grappe est de 0,5 dans les UPE, tandis que X, est
générée a partir de digtributions normales indépendantes.
Les corréations intra-grappe observées sont 1,00, 1,00, 0,62
et —0,04, respectivement. Les corrélations observées entre
les variables indépendantes sont toutes trés faibles sauf
Corr(xz, %) = 0,14, Corr(x, X3) = 0,25 et Corr(Xy, Xq) =
—011. Les coefficients estimés de régresson sont des
combinaisons linéaires de la variable dépendante dont les
multiplicateurs sont donnés par les lignes de (X"X)™X’, qui
sont représentées a la figure 1. Pour les trois premiers
coefficients et, dans une moindre mesure, pour f,, les
observations faites sur une méme UPE ont tendance a avoir
des multiplicateurs smilaires. Plus important encore, 3,
By, €t By sont déterminés en grande partie par les résultats
obtenus pour un petit nombre dUPE ayant des multi-
plicateurs assez grands (en valeur absolue). Par exemple,
selon lafigure 1, les multiplicateurs de B, sont grands pour
la deuxiéme UPE, dont la moyenne est supérieure de plus de
deux écarts-types a la moyenne des moyennes d' UPE. En
généra, la variance des moyennes d' UPE donne plus de
poids a certaines UPE qu'a d'autres pour I'estimation de
B

La variable dépendante a été produite d' aprés I équation
Vi =B+ g, ou B=0 et les g sont des varigbles
déatoires normales multivariées standards dont  la
corrélation intra-grappe et p. Nous utilisons trois valeurs
distinctes de p = 0,1/9, et 1/3, qui correspondent, pour la
moyenne d'échantillon, aux effets de plan DEFF =
1, 2, et 4, respectivement (DEFF = 1 + (m—1)p). Les
résultets de la smulation de Monte Carlo sont bases sur
100 000 répétitions de y pour notre matrice fixe X.

Nous évauons |'estimateur de la variance par les
moindres carrés ordinaires (MCO), s?I” (X’ X)™, et cinq
estimateurs non paramétriques de la variance : | estimateur
par linéarisation standard donné par I'équation (2) pour
¢ = n/(n — 1); I'estimateur par le jackknife donné par (5);
I’ estimateur par linéarisation a biais réduit et les deux gjuste-
ments de lalinéarisation de Kott. LaLBR et les gjustements
de Kott sont fondés sur des corrélations intra-grappe de
travail dep = 0.
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Figure 1. Valeurs deslignes de (X' X)X’ pour la matrice de plan d’ échantillonnage utilisées des les simulations.

Nous estimons le taux d'erreurs de premiere espéce
pour huit variantes, basées sur 100 000 répétitions, du test
de vérification de I'hypothése nulle B, = 0, pour k = 0O
to 4. Chague variante consiste a comparer une « statistique
t » a une distribution t de référence. Pour les statistiques t
fondées sur la linéarisation, le jackknife et la LBR, nous
utilisons les valeurs critiques des distributions t pour un
nombre de degrés de liberté égal a (n—1) = 19, ainsi qu’'a
I’ approximation de Satterthwaite correspondante. Pour les
méthodes de Kott, nous utilisons le nombre de degrés de
liberté proposé par ce dernier. Tous les calculs ont é&é
réalisésen SAS.

6. Réaultatsdessmulations

Le tableau 1 montre le biais de pluseurs estimateurs de
la variance pour les cingq coefficients de régression (y
compris I’ordonnée & 1" origine) pour p = 0,1/9, et 1/3. Sauf
pour Kott (1994), toutes les vaeurs sont exactes d' aprés la
matrice X décrite plus haut. Comme Kott (1994) ne peut pas
s écrire sous forme de fonction linéaire, son biais est estimé
d aprésles simulations de Monte Carlo et I erreur-type de ce
biais est indiquée entre parenthéses.

Les variances MCO sont sans biais pour p = 0, mais
fortement biaisées pour p = 1/9 et 1/3. Comme en discutent
Wu, Holt et Holmes (1988), les variances MCO sont
sous-estimées d'environ un facteur 1/[1 + p (m-1) 1CCy,
ou ICC, représente la corrdlation intra-grappe d' une variable

X. Donc, pour les varigbles au niveau de I'UPE (y compris
I’ordonnée a I'origing), les variances MCO sont sous
estimées d’ environ un facteur 1/DEFF. De laméme fagon, le
biais est plus faible, mais reste considérable pour xs, la
variable de niveau individue pour laquelle la corrélation
intracgrappe est grande. Le biais positif de la variance MCO
de B, résulte de la corrdation intrargrappe légerement
négative pour X

Les estimateurs par linéarisation et par le jackknife
présentent tout deux un biais important; ces biais sont
relativement indépendants de p, mais de signes opposes.
Pour chague estimateur, la grandeur du biais varie fortement
d'un coefficient & I'autre. Les biais les plus importants (en
valeur absolue) sont observés pour B,, dont la valeur
dépend principalement des données provenant de trois UPE.
Vient ensuite, par ordre décraissant, le biais observé pour
B4, suivi deprespar ceux de B, et B,.

Sauf pour B,, lebiais de Kott (1994) est nettement plus
faible que celui produit par la linéarisation. Cependant, la
méthode a tendance & surcompenser, ce qui produit souvent
un biais positif important. Fait exception B,, pour lequel
I’ estimateur de Kott demeure biaisé par défat.

Par conception, Kott (1996) et la LBR diminent le biais
pour p = 0. Par conséquent, le choix entre ces deux
solutions devrait dépendre principalement de la mesure dans
laquelle dles réduisent le biais pour V # 1. Pour p = 1/9
et 1/3, les deux méthodes réduisent spectaculairement
la grandeur du biais comparativement a la linéarisation.
Bien que les différences entre les deux soit faible,
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la LBR donne uniformément de meilleurs résultats, le pire
biais qu' ele produit étant de —2,1 %. Alors que Kott (1996)
ne différe pour aind dire pasdelaLBR pour les variables au
niveau des UPE, il donne des réaultats nettement moins
bonspour B, €t B,.

Tableau 1
Biais des estimateurs de la variance
(en pourcentage de la variance réelle)

Estimateur Bo B By B3 Ba
p=0
MCO 00 00 00 00 00
Linéarisation -96 -132 -325 -133 -18
Jackknife 11,7 172 512 176 21
Kott (1994) 40 25 -10 22 47
(erreurs-type) 0,2 (0,1 -3 (0,2 (0,1
Kott (1996) 00 00 00 00 00
LBR 00 00 00 00 00
p =19
MCO -50,2 -49,7 -50,7 -37,7 41
Linéarisation -10,3 -14,2 -332 -171 -25
Jackknife 110 164 501 198 32
Kott (1994) 39 27 -08 15 46
(erreurs-type) 02 (©1) (03 (02 (0,2
Kott (1996) -08 -12 -10 -44 -07
LBR -07 -10 -08 -12 01
p =13
MCO -758 -755 -76,2 —-653 138
Linéarisation -10,7 -148 -335 -199 -41
Jackknife 10,7 159 495 214 59
Kott (1994) 36 24 06 14 44
(erreurs-type) 02 (©1) (03 (02 (0,2
Kott (1996) -12 -19 -15 -77 -23
LBR -10 -15 -13 -21 04

Nota  Toutes les valeurs sont exactes sauf pour Kott (1994), qui
est fondé sur 100 000 répétitions de lasimulation.

Les edimateurs par linéarisation, par le jackknife, par
LBR et de Kott sont fortement corrélés et présentent des
coefficients de variation similaires. Pour tout coefficient de
régression, la corrélation entre les estimateurs de la variance
excéede systématiquement 0,969, la plupart des valeurs étant
supérieures a 0,99 (données non présentées). Les
corréations les plus faibles ont tendance a ére celles
observées entre le jackknife et d'autres estimateurs. Les
coefficients de variation (données égdement non
présentées) les plus importants sont ceux obtenus pour Kott
(1994) et ont tendance a étre les plus faibles pour la
linéarisation et Kott (1996) (sauf pour I'ordonnée a
I'origine). Pour I'ordonnée a I'origine, le jackknife est
I’estimateur qui donne le coefficient de variation le plus
faible. La variance relative de I'estimateur par la LBR est
comparable a celle des méthodes non paramétriques de
rechange. Son coefficient de variation excéde de 1% a6 %
ceui de I'estimateur par linéarisation, mais est de 5% a
10% plus faible que celui de I'estimateur Kott (1994).
Dongc, les cing estimateurs non paramétriques de la variance
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ont tendance adifférer I'un de |’ autre principalement par des
facteurs constants. Le tableau 1 résume les principales
différences entre ces estimateurs de la variance.

Le tableau 2 montre le nombre de degrés de liberté de
Satterthwaite pour chacun des cing coefficients pour les
edtimateurs de la variance par linéarisation, par le jackknife,
par LBR et de Kott. Pour tous les estimateurs, nous avons
caculé le nombre de degrés de liberté en supposant que
V = | e, conséquemment, il dépend uniquement de la
matrice de plan d'échantillonnage et non des valeurs dey.
Les approximations sont semblables pour la linéarisation et
la LBR, quoique le nombre de degrés de liberté pour la
linéarisation ait tendance a étre un peu plus grand, reflétant
le fait que, pour la matrice de plan d échantillonnage
considérée, les variances relatives des estimateurs LBR sont
légerement plus grandes que pour les estimateurs par
linéarisation. L’ approximation de Kott consiste a calculer le
coefficient de variation pour un edimateur de type
linéarisation d' aprés les erreurs rédlles plutbt que lesrésidus.
Par conséquent, le nombre approximatif de degrés de liberté
de Kott, qui est plus grand que ceux obtenus pour la
linéarisation ou la LBR, atendance a surestimer la précision
de cet estimateur (voir Kott 1994, section 6). Pour chacun
des quatre estimateurs, les approximations les plus faibles
sont celles obtenues pour B ,.

Tableau 2
Nombre de degrés de liberté de certains estimateurs

Méthode Bo b1 B B3 B
Satterthwaite (LIN) 902 1445 330 1156 16,65
Satterthwaite 952 1330 262 906 16,23
(Jackknife)

Satterhwaite (LBR) 924 14,08 290 10,26 16,45
Méthode de K ott 10,33 1641 432 11,36 1744

Le tableau 3 montre que le taux d'erreurs de premiere
espéce pour la méhode de linéarisation standard avec
(n—1) degrés de liberté excéde systématiquement 5 % pour
les trois valeurs de p. C'est pour B, que les erreurs de
premiére espece sont les plus courantes, leur taux pouvant
ateindre 16 %, mais_dles sont égaement beaucoup trop
fréquentes pour B,, B, €t B, leur taux variant de 7,0% a
8,8 %. L’importance de ce probléme est fortement corrélée
alataille du biais de I’ estimateur par linéarisation (voir le
tableau 1). Le taux derreurs de premiere espéce est
nettement plus faible, de 5,7 % a 6,4 %, pour les tests ou le
nombre de degrés de liberté correspond a I’ approximation
de Satterthwaite. Donc, I’ utilisation de I’ autre nombre de
degrés de liberté améliore de 30 % a 88 % le taux d’ erreurs
de premiére espece.

Le profil des probabilités d erreur de premiére espece est
moins uniforme pour la méthode du jackknife. Avec (n—1)
degrés de liberté, cette méthode a tendance & produire, pour
B, e Bs, desrésultats prudents en harmonie avec le biais
positif de I'estimation de la variance par le jackknife. Par
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contre, la probabilité d’'une erreur de premiére espéce est
beaucoup trop éevée pour B,, et un peu trop devée dans
deux des trois cas pour I'ordonnée a I'origine f,. Cette
situation semble étre due au fait que choisir (n — 1) degrésde
liberté pour la distribution t de référence compense parfoisle
biais de I’ estimation de la variance par le jackknife. Le taux
tres fable d' ereurs de premiére espéce obsarvé pour la
méthode du jackknife avec e nombre de degrés de liberté de
Satterthwaite appuie cette conclusion; un plus petit nombre
de degrés de liberté combiné & un biais positif important
produit des valeurs detest trés prudentes.

Tableau 3
Taux d' erreurs de premiére espece pour lestests de
vérification de |’ hypothése nulle 3 =0

Estimateur DL Bo b1 B B3 Ba
p=0
Linéarisation n-—1 754 7,00 1599 735 5,38

Linérisation Sat 575 645 6,33 628 518
Jackknife n—1 501 392 758 452 502
Jackknife Sat 380 343 141 326 477
Kott (1994) Kot 487 503 7,13 521 467
Kott (1996) Kott 511 508 4,85 4,76 507

LBR n-1 628 537 1125 590 521

LBR Satt 473 486 312 4,72 500
p=1/9

Linéarisation n-—1 781 714 1619 818 534

Linérisation Sat 603 660 643 7,05 514
Jackknife n—1 531 406 763 449 477
Jackknife Sat 411 361 148 324 451
Kott (1994) Kot 507 503 7,00 551 456
Kott (1996) Kott 542 528 514 532 501

LBR n-1 6,52 550 11,27 6,23 5,08

LBR Satt 504 500 319 493 484
p=13

Linéarisation n-—1 810 7,28 1639 8,79 5,66

Linéarisation  Satt 6,30 6,78 6,62 753 544
Jackknife n—1 545 411 7,76 456 4,67
Jackknife Satt 413 361 151 335 4,46
Kott (1994) Kott 514 506 7,02 580 484
Kott (1996) Kott 559 544 514 588 531
LBR n—1 6,76 563 1155 645 5,19
LBR Satt 518 514 330 526 4,98
Nota: Lesentréesdont lavaleur réelle est de 5,00 % ont une
erreur-type de 0,07 %.

La LBR avec (n — 1) degrés de liberté donne de
nettement meilleurs résultats que la linéarisation avec le
méme nombre de degrés de liberté. Comme laLBR et sans
biais quand p = 0, la comparaison de la cinquieme a la
premiére ligne du tableau montre la réduction du taux
d erreurs de premiéere espéce qui résulte de I’ dimination du
biais de linéarisation. Sauf pour ,, la LBR réduit le taux
d erreurs de premiere espece de 45 % a 88 %. Cependant, la
LBR avec (n— 1) degrés de liberté continue de produire des
résultats systématiquement libéraux, particuliérement pour
B,. Lacomparaison des lignes 2 et 5 de chaque section du
tableau montre I’ effet relatif de la réduction du biais et de
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I gjustement de Satterthwaite. Pour B, et B,, le nombrede
degrés de liberté est le facteur le plus important, tandis que
pour B, & B,, Cestlebiaisqui importe. Pour laLBR avec
I approximation de Satterthwaite, les résultats sont trés bons,
sauf pour B,, pour lequel le taux d erreurs de premiére
espéece tombe aenviron 3 %.

Les tests fondés sur I’ estimateur de Kott de 1994 avec le
nombre de degrés de liberté proposé donnent de tres bons
résultats pour les coefficients dont I'estimateur de la
variance est biaisé par excés. || semble que le biais par excés
de I’ estimateur de la variance soit compense par le biais par
exces du nombre approximatif de degrés de liberté
L’estimateur de la variance de Kott présente un léger biais
négatif pour B, et, donc, le biais par exces du nombre de
degrés de liberté aggrave le biais de I'estimateur pour
aboutir a un taux derreurs de premiere espece d'environ
7 % pour lestrois valeursde p.

Les tests basés sur I’ estimateur de Kott de 1996 donnent
auss de bons résultats. Pour presque tous les coefficients et
toutes les valeurs de p, le taux d'erreurs de premiere espéce
S gpproche de 5 %. Fait exception le test pour 5, lorsque
p = 13, pour lequel le taux d'erreurs est de 5,88 % a cause
du biais modéré de |’ estimateur de la variance.

7. Exempletirédel'expériencePartnersin Care

Nous illustrons les méthodes décrites dans I'article a
I'aide de données provenant de Partners in Care, une ex-
périence longitudinde réaisée en vue d' évaluer I'effet des
programmes d' «amédlioration de la qudité» des soins
prodigués aux déprimés par les organismes de gestion
intégrée des soins de santé (OGIFS) (Wells, Sherbourne,
Schoenbaum, Duan, Meredith, Unutzer, Miranda, Carney et
Rubenstein 2000). L'expérience considtait a suivre 1 356
patients provenant de 43 cliniques de sept OGIFS chez
lesquels le dépistage de la dépression avait été positif en
1996—-1997. Les cliniques ont &é réparties au hasard entre
trois celules expé&imentales: soins habituels, programme
d'amdioration de la qualité complété par des ressources
pour le suivi du traitement médicamenteux et programme
d'amdioration de la qualité complété par des ressources
pour I’ acces a la psychothérapie. Cette répartition a eu lieu
gprés formation de 27 ensembles de cliniques — trois pour
chacun de neufs blocs (six OGIFS représentent, chacun, un
bloc unique et un OGIFS a été scindé en trois blocs d aprés
la composition ethnique des cliniques). Dans les blocs
comptant plus de trois cliniques, les ensembles de cliniques
ont éé combinés de fagcon a obtenir la meilleure concor-
dance possible avec la taille prévue d'échantillon et les
caractéristiques des patients. Voir Wells et call. (2000) pour
des précisions supplémentaires.

Nous présentons les résultats d’ une régression par les
MCO sur le score sommaire de santé mentale du SF-12
(Ware, Kosinski et Keller 1995) pour 1 048 patients a six
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mois de suivi. Les scores ont été normalisés de sorte que
la moyenne soit égale a 50 et I’ écart-type, a 10 dans une
population générale, la santé étant d’ autant meilleure que
le score est élevé. Comme dans Wells et coll. (2000), la
variable indépendante présentant le plus grand intérét est
un indicateur d’intervention qui estime I’ effet combiné
du traitement médicamenteux et de la thérapie par oppo-
sition aux soins habituels. Les deux premiéres colonnes
du tableau 4 montrent les coefficients MCO et les
erreurs-types pour I effet d’intervention et toutes les co-
variables utilisées, mais non présentées, par Wells et call.
(2000). Notre régression différe de la leur parce que nous
ne corrigeons pas la non-réponse par pondération et
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n'imputons pas de données pour remplacer les valeurs
manquantes de la variable éudiée, mais les résultats pour
I effet d' intervention concordent raisonnablement.
Comme les patients provenant d’'une méme clinique
pourraient présenter des résultats comparables, les erreurs-
types par les MCO pourraient facilement étre trop faibles —
particulierement pour les variables au niveau de I'UPE,
comme I'intervention. Les colonnes 3 et 4 du tableau 4
montrent les ratios des erreurs-types pour la linéarisation et
la LBR aux erreurs-types pour les MCO. Nous choisissons
la clinique comme UPE, parce qu'il y afort peu de raisons
de s attendre a une corrélation des erreurs entre cliniques
gorés que I'on ait tenu compte de I'effect des blocs.

Tableau 4
Comparaison del’'inférence par les MCO, lalinéarisation et laLBR pour I’ exemple de Partner-in-Care
X E-Tyn E-Tigr Valeur P
Variable indépendante Bi E-Twmco E-Twmco E-Twmco DLgx MCO LIN LBR
Niveau de I’ UPE
Ordonnée al’ origine 28,795 3,409 1,03 1,06 23,7 0,000 0,000 0,000
Intervention 1,724 0,746 0,73 0,84 154 0021 0,003 0,015
Bloc 1 1,386 1,867 0,63 0,80 27 0458 0,244 0426
Bloc 2 -0,031 1,576 0,88 107 36 0984 0982 0,986
Bloc 3 -1,042 1,230 0,53 061 39 0397 0117 0241
Bloc 4 0,038 1,231 0,62 073 45 0976 091 0,968
Bloc5 -3,707 1,503 0,66 0,78 47 0014 0,001 0,027
Bloc 6 -0,025 1,562 1,15 1,32 49 0987 0989 0,991
Bloc 7 -2,784 1,644 0,84 0,97 70 0090 0051 0,126
Bloc 8 0,822 1,233 0,93 1,03 120 0505 0476 0,527
Démographique
Noir(e) 0,972 1,448 0,74 0,79 76 0502 0369 0419
Hispanique 0,202 1,004 0,73 075 243 0841 0,785 0,791
Autre non-Blanc(he) -1,033 1,409 0,77 0,80 216 0463 0,349 0,369
Femme —-0,502 0,803 1,09 112 231 0532 0571 0581
Log de I’ avair net + 1 000$ 0,015 0,215 0,87 0,89 236 0943 0936 0,937
Pas de dipldme d' études secondaires —1,690 1,217 1,00 1,04 253 0,165 0,173 0,192
Certaines études collégiales -1,140 0,879 0,77 0,78 260 0,195 0,097 0,108
Diplome collégia -0,703 1,047 0,78 079 211 0502 0,393 0,404
Age 0,059 0,032 0,91 093 265 0,064 0047 0,056
Marié(e) 0,541 0,748 1,05 107 285 0470 049 0,504
Indicateurs de base de la santé
1 probléme de santé chronique (sur 19) -0,973 1,039 0,92 094 237 0349 0,313 0,327
2 problémes de santé chroniques 0,198 1,116 0,87 0,9 230 0,859 0,84 0,846
3 problémes de santé chroniques ou plus -0,201 1,132 0,90 091 240 0859 0844 0847
Dépression et dysthymie -5,305 1,335 0,93 095 258 0000 0,000 0,000
Dépression et dysthymie -3,882 0,982 1,12 1,15 23,7 0,000 0,001 0,002
Dépression antérieure uniquement —2,396 1,109 1,02 1,06 212 0,031 0,04 0,052
Composante mentale du SF-12 0,287 0,036 1,11 1,14 26,6 0,000 0,000 0,000
Composante physique du SF-12 0,079 0,036 0,88 089 246 0,029 0,017 0,022
Trouble anxieux —-2,438 0,749 1,20 1,23 263 0,001 0,010 0,014
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Par la méthode de Wu, Holt et Holmes (1988), nous
cdculons que la corrdation intraclinique et égde a
—0,0026, vaeur qui concorde facilement avec une vaeur
rédle de 0. Néanmoins, il n'y a aucune raison de s attendre
a ce que toute erreur-type correcte soit nettement plus faible
que celle obtenue par les MCO. La colonne 3 du tableau 4
montre que les erreurs-types produites par la méthode de
linéarisation sont fréquemment trés inférieures a celles
obtenues par les MCO — particuliérement pour les variables
indépendantes au niveau de I' UPE a |a partie supérieure du
tableau. Parellement, la méhode de linéarisation en
choisissant une distribution de référence t, ; produit sou-
vent des valeurs P beaucoup plus faibles que laméthode des
MCO.

La LBR donne de meilleurs résultats que la linéarisation
standard. Les erreurs-types produites par la LBR sont systé-
matiquement plus grandes &t, parfois, considérablement plus
grandes que les erreurs-types produites par la linéarisation.
Par exemple, les estimations par LBR pour les variables
indépendantes au niveau de I' UPE sont, en moyenne, supé-
rieures de 15 % aux estimations obtenues par la méthode de
linéarisation. Par ailleurs, les erreurs-types produites par la
LBR pour les variables au niveau des UPE sont souvent
plus faibles que les estimations par les MCO. Donc, méme
g, en principe, les estimateurs LBR sont quasiment sans
biais, leur variabilité produit des estimations trés faibles
pour certains coefficients. La variabilité est également
reflétée par e nombre de degrés de liberté qui est trés faible
pour les variables de bloc et, quoique plus grand pour les
variables au niveau des patients, reste considérablement
inférieur a 42, ¢’ est-a-dire le nombre de grappes moins un.
Le nombre de degrés de liberté est particulierement petit,
soit 7,6, pour la variable indépendante Noir (égal aun s le
patient est un Afro-américain & a z&o autrement). Des
tracés analogues a la figure 1 montrent que les valeurs de la
variable Noir sont concentrées dans trois grappes. La
variable Noir est égale a zéro pour tous les patients de 24
des 43 grappes, et 48 des 78 Afro-américains de I’ échan-
tillon se retrouvent dans trois grappes uniquement. Comme
nous en avons discuté aux sections 2 et 4, la concentration
des Noirs dans un petit nombre de grappes donne lieu aune
forte variance des deux estimateurs et a un biais important
de I'estimation par linéarisation, Situations que I'on peut
toutes deux observer au tableau 4.

8. Discusson

Bien que lalinéarisation soit un bon outil qui produit des
erreurs-types convergentes et des inférences valides a
mesure qu'augmente le nombre d UPE dans des échan-
tillons a plusieurs degrés, ses utilisateurs devraient ére
conscients des problémes qu' dle pose. Les variances esti-
mées des coefficients de régression linéaire (y compris les
moyennes par domaine) ont tendance a ére biaisées par
défaut — particulierement s les coefficients (ou combi-
naisons linéaires de coefficient) dépendent en grande partie

195

de données provenant d'un petit nombre d'UPE. Selon le
plan d échantillonnage, un biais important peut persister,
méme quand le nombre total d' UPE est assez grand. La
méthode du jackknife standard pour les échantillons a
plusieurs degrés a tendance a produire un biais au moins
auss grand de signe opposé. Parelllement, I'utilisation
d'une distribution t de référence dont le nombre de degrés
de liberté est inférieur d'une unité au nombre d' UPE peut
sous-estimer fortement I’incertitude associée & I’ estimation
de lavariance. Comme les deux problémes (biais et nombre
surestimé de degrés de liberté) ont tendance & se produire
simultanément dans le cas de la linéarisation, les intervalles
de confiance et les tests statistiques fondés sur cette méthode
pourraient étre beaucoup trop libéraux.

La linéarisation a biais réduit (LBR) produit des
edimations non biaisées de la variance lorsque les erreurs
sont homoscédastiques et non corrélées, et a tendance a
réduire fortement le biais pour d'autres structures de cova
riance étudiées dans le cadre de nos simulations. Dans nos
smulations, la LBR produit systématiquement un biais
inférieur de 90 % ou plus a cdui associé a la linéarisation
standard et a tendance & donner de nettement meilleurs ré-
sultats que laméthode de linéarisation corrigée proposée par
Kott en 1994. Les réaultats obtenus pour la LBR sont
semblables a ceux obtenus pour la méthode de Kott de
1996.

Comparativement a la linéarisation standard, I’ utilisation
de la LBR e du nombre estimé de degrés de liberté de
Satterthwaite améliore considérablement |'inférence statis-
tique. La réduction du biais et I'utilisation du nombre de
degrés de liberté de Satterthwaite semblent contribuer de
fagon égale al’amédioration des résultats. Bien que I’ appro-
ximation de Satterthwaite puisse produire une surcompen-
sation, menant a une inférence prudente dans certaines situa-
tions, le probléme ne semble pas important tant que le
nombre de degrés de liberté de Satterthwaite ne devient pas
inférieur a cing (fondé, en partie, sur des Smulations non
présentées ici). Le cas échéant, les analystes pourraient
choisir d' estimer les valeurs critiques au moyen de simula-
tions fondées sur le théoréme 4.

Il est important de souligner certaines limites de nos
résultats de ssimulations. En premier lieu, hous ne présen-
tons les résultats que pour quatre variables indépendantes
distinctes et une ordonnée a |’ origine. Nous choisissons ces
variables de fagon a couvrir une grande gamme de
situations. Bien que certains analystes puissent considérer
X, comme extréme ou anormale, cette variable ne sort pas
de la gamme de situations que nous avons observées dans
le cadre de nos propres travaux de consultation. Des
variables comme x, peuvent résulter d essais randomisés
par groupe (voir la section 7), de données d observation
lorsque quelques UPE seulement présentent un intérét
particulier ou de I'utilisation d'une série de variables
nominales pour représenter les niveaux d'une varigble
catégorique. En deuxiéme lieu, nous présentons les
résultats uniquement pour n= 20 UPE. Dans la mesure ou
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X reste la méme a mesure que n augmente (par exemple,
par répétition), I’ équation (4) implique que le biais diminue
proportionnellement & 1/(n—1). En outre, les résultats
observés pour n=20 pourraient I'ére pour une vaeur
beaucoup plus élevée de n s le gros de lavariation de X est
attribuable a quelques UPE et que la détermination de |’
dépend aussi d un petit nombre d UPE. Enfin, pour réduire
le nombre de facteurs qui influent sur les résultats, nous
avons simplifié le plan d'échantillonnage de plusieurs
facons: taille constante des UPE, pas de coefficient de
pondération ni de strates, et faible multicolinéarité. Nous
avons le sentiment que relécher I'une de ces contraintes
aurait effectivement tendance a réduire la performance de
la linéarisation standard et du jackknife. Selon nous, le
choix de m= 10 pour lataille des UPE n'a, dans un sensou
dans|’autre, pas eu grand effet sur nos résultats.

Sdlon nous, les méthodes que nous proposons seront
utiles aux analystes d' échantillons a plusieurs degrés, mais
elles ne résoudrons pas complétement le probléme d'infé-
rence dans le cas de la régression linéaire non pondérée.
Nous avons tous deux observé fréguemment la stuation
perturbante ou les méhodes de linéarisation standard
produisent des intervalles de confiance plus petits que les
méthodes qui ne tiennent pas compte du plan d’ échantil-
lonnage. Sans aucun doute, le biais de v, et I'utilisation
incorrecte de n — 1 degrés de liberté contribuent a la
fréquence de ce phénoméne, mais nos méthodes ne I'em-
pécheraient pas de se manifester (voir la section 7). Comme
les méthodes de réutilisation de I échantillon, la linéarisation
produit nécessairement des estimateurs dont la variance est
grande pour certains, voire tous, les coefficients dans le cas
de certains plans d' échantillonnage. Dans des situations ou,
comme pour les coefficients de notre variable x,, le
nombre de degrés de liberté de Satterthwaite tombe presgue
a 3, ou devient inférieur a cette vaeur, les anaystes
devraient se demander sérieusement S'ils peuvent accepter
la grande variabilité, et la perte correspondante de puis-
sance, liéeal’ utilisation d’ estimateurs non paramétriques de
la variance. Des estimateurs paramétriques de rechange,
comme les modées linéaires hiérarchiques ou I'inférence
fondée sur I’estimation d’une corréation intra-classe com-
mune sur toutes les UPE (Wu et coll. 1988) devraient
produire des résultats plus stables.

Le présent article porte sur la régression linéaire non
pondérée pour des échantillons non dratifiés, mais nous
N’ avons aucune raison de penser que les problémes du biais
et du nombre de degrés de liberté que pose la linéarisation
seraient atténués par la dratification, pour les moindres
carrés pondérés ou pour des modées linéaires généralisés
(MLG). Comme I'ont montré McCaffrey, Bell et Botts
(2001), la méthode LBR se généralise immédiatement a la
régression linéaire pondéée grace a I'utilisation de
H=X(X'"WX)™X’W dans la condition principale du
théoréme 3. Puisque les solutions des MLG, comme la
régression logistique, sont équivaentes aux éapes finaes
des moindres carrés itérativement repondérés (McCullagh et
Nelder 1989), le choix évident pour ce modéle consiste a
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utiliser la LBR fondée sur les poids finds et a fixer
U=W . Néanmoins, le théoréme 3 ne se généralise pas
aux MLG, parce que les poids sont estimés d'aprés les
données et que nous N’ avons pas éudié les propriétés de la
LBR dans ce contexte.

Korn et Graubard (1995) proposent vi’? comme esti-
mateur de I’ erreur-type pour les échantillons stratifiés dans
des dituations ou la dratification est non-informetive. Le
méme raisonnement S applique a Vit . Fuller (1975) a
proposa, pour les échantillons dtratifiés, un autre estimateur
de I' erreur-type convergent pour le plan d' échantillonnage.
Bell et McCaffrey (2002, page 32 e 33) montrent que S
I’on gjuste le vecteur des résidus de chaque dtrate, la LBR
peut réduire ou éiminer le biais lié au modée susceptible
d exister dans |’ estimateur de Fuller.
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Annexe

Preuvesdesthéoremes2 et 4
Preuve du théoreme 2. Suivant les premiéres éapes de la
preuve du théoreme 1, I’ équation (6) implique que

E(vy)=

(”T_ljl (XX )1(21 X —H X j(x’x ).

L’ existence de (I; — H;)) ™ implique que les valeurs propres
de Hj sont drictement inférieures a 1, de sorte que
(i — Hi)™ peut s écrire sous la forme Y5_oH/ . Consé-
gquemment, en supposant que D = (Un) (X* X) e D; =
(X] X)) — D, nousavons

E(vi)

ey

n

[(D+D;)(X’ ><>1]kl)

1

:(;jv(x' x)li[iimF[Di (X" X)]" |J

ji[Di<><'><>1]fl .
nS
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Le terme correspondant ar =0 est éga a I’(X’X) 1 =
Va(l’B). Leterme correspondant ar = 1 est nul. En vertu
du théoréme binomial,

3R

de sorte que I’ on peut apparier les autres termes, correspon-
dantar=2,4,6, ..., pour donner

ng

[(X’X)*D,]""2

(n_ )lzl { (ni_l)(x’x)‘lDi(x’x)‘l} }
(D, (X'X)*1"

Le facteur médian de la somme peut s écrire sous la
forme

D22 e o X)X (¢ ),
n-1

n-1

qui est une définie positive, de sorte que I’ expression entiére
doit ére positive Par conséquent, nous avons montré que
E(vik) > Var(l B) I'égdité ayant lieu g, et uniquement 9,
I”(X"X)™“D;= 0, ce qui est vrai S, et uniquement s,
I” (X" X)™Xi" X; est constante sur lesi.

Preuve du théoreme 4.

Vo= cEn: I'(X" X)*"XA (I —H). e’ (1 —H)/

i=1
AX (X X)
=&Y g e
i=1
Soit P, la matrice des vecteurs propres et A, la matrice

diagonae dont les déments A4, ..., Ay SOnt égaux aux
valeurs propres de V23!, g,/ V2 = BB ol B = V¥
[0h Go... 0. Soit u = PV Y o V22 =

définissant V‘”z; aors, les déments de u sont des variables
normales indépendantes de variance 1 et

Soit A, toute valeur propre non nulle de B' B; dors, il existe
un vecteur non nul z tel que B'Bz = A;z et BB' Bz=A;Bz.
Comme Bz # 0, A; est une vdeur propre de BB'.
Pareillement, toute valeur propre non nulle de BB' est auss
une vaeur propre de B'B. Par conséquent, les vaeurs
propres non nulles de B' B sont égales aux vaeurs propres
nonnullesdeBB' ={g' Vg;}.

197
Bibliographie

Bell, RM., e McCdffrey, D.F. (2002). Bias Reduction in
Linearization Sandard Errors for Linear Regression with
Multi-Stage Samples. AT& T Labs-Research, Florham Park, NJ,
TD-4S9HIT, www.research.att.com/~rbell.

Bryk, A.S, e Raudenbush, SW. (1992). Hierarchical Linear
Modds. Applications and Data Analysis Methods. Newberry
Park, CA: Sage.

Cochran, W.G. (1977). Sampling Techniques. Troisiéme édition, New
York: John Wiley & Sons, Inc.

Cook, RD., et Weisherg, S. (1982). Residuals and Influence in
Regression. New Y ork: Chapman and Hall.

Efron, B., et Tibshirani, R.J. (1993). An Introduction to the Bootstrap.
New Y ork: Chagpman and Hall.

Ellickson, P.L., e McGuigan, K.A. (2000). Early predictors of
adolescent violence. American Journal of Public Health, 90,
566-572.

Fuller, W.A. (1975). Regresson andysis for sample surveys.
Sankhya, C, 37, 117-32.

Gdman, A., Carlin, JB., Stern, H.S. et Rubin, D.B. (1995). Bayesian
Data Analysis. London: Chapman and Hall.

Goldstein, H. (1991). Multilevedl modeling of survey data The
Statistician, 40, 235-244.

Kish, L. (1965). Survey Sarmpling. New York: John Wiley & Sons,
Inc.

Korn, E.L., & Graubard, B.I. (1995). Analysis of large hedlth surveys:
Accounting for the sampling design. Journal of the Royal
Satistical Society, Series A, General, 158, 263-295.

Kott, P.S. (1994). Test d’ hypothése portant sur des coefficients de
régression linéaire et basé sur des données d’ enquéte. Techniques
d’ enquéte, 20, 167-172.

Kott, P.S. (1996). Linear regression in the face of specification error:
model-based exploration of randomization-based techniques.
Recueil de la Section des méthodes d’ enquétes, Société Stetistique
du Canada. 39-47.

Landis, JR., Lepkowski, JM., Ekland, SA. & Stehouwer, SA.
(1982). A gatigica methodology for analyzing data from a
complex survey: thefirst nationa health and nutrition examination
survey. Vital and Health Satigtics, Washington, D.C: US
Government Printing Office. Séries 2, 92.

Mackinnon, JG., & White, H. (1985). Some heteroskedasticity
consistent covariance matrix edtimators with improved finite
sample properties. Journal of Econometrics, 29, 305-325.

Mancl, L.A., et Derouen, T.A. (2001). A covariance estimator for gee
with improved small-sample properties. Biometrics, 57, 126-134.

McCaffrey, D.F., & Bedl, RM. (1997). Bias reduction in standard
error estimates for regression anayses from multi-stage designs
with few primary sampling units. Article présenté a Joint
Statistical Meetings, Anaheim CA.

McCeffrey, D.F., Bdl, R.M. et Botts, C.H. (2001). Generdlizations of
bias reduced linearization. Proceeding of the Survey Research
Methods Section, American Statistical Association.

Statistique Canada, N° 12-001-XPB au catalogue



198 Bell et McCaffrey : Réduction du biais des erreurs-types pour la régression linéaire

McCullagh, P., et Nelder, JA. (1989). Generalized Linear Models.
Deuxiéme Edition, London: Chapman and Hall.

Murray, D. M., Hannan, P. J,, Wolfinger, R. D., Baker, W.L. et
Dwyer, JH. (1998). Andyss of data from group-randomized
trids with repesat observations on the same groups. Satigtics in
Medicine, 17, 1581-1600.

Rugt, K.F., et Rao, JN.K. (1996). Variance estimation for complex
surveys using replication techniques. Statistical Methods in
Medical Research, 5, 283-310.

Sas Indtitute Inc. (1999). SASSTAT* User’s Guide, Version 8. Cary,
NC: Author.

Satterthwaite, F. (1946). An approximate distribution of estimates of
variance components. Biometrics, 2, 110-114.

Searle, SR, Casdla, G. @ McCulloch, C.E. (1992). Variance
Components. New Y ork: John Wiley & Sons, Inc.

Shah, B.V,, Barnwdll, B.G. et Bider, G.S. (1997). SUDAAN User’
Manual, Release 7.5. Research Triangle Park, NC: Research
Triangle Ingtitute.

Shah, B.V., Holt, M. M. & Folsom, R.E. (1977). Inference About
Regresson Modds from Survey Data Bulletin of the
International Satistical Institute, 41, 43-57.

Shapiro, M.F., Morton, S.C., McCadffrey, D.F., Senterfitt, JW.,
Fleishman, JA. Perlman, JF., Athey, L.A., Keesey, JW.,
Goldman, D.P,, Berry, S. H. et Bozzette, SA. (1999). Variations
in the care of HIV-infected adults in the United States; results
from the HIV cost and services utilization study. Journal of the
American Medical Association, 281, 2305-2315.

Statistique Canada, N° 12-001-XPB au catalogue

Skinner, C.J. (19893). Introduction to Part A. Analyss of Complex
Surveys, (Eds. C.J. Skinner, D. Holt, et T.M.F. Smith). New York:
John Wiley & Sons, Inc. 23-57.

Skinner, C.J. (1989b). Domain means, regresson and multivariate
analyses. Analysis of Complex Surveys, (Eds. C.J. Skinner, D.
Holt e T.M.F. Smith). New York: John Wiley & Sons, Inc.
59-88.

Statacorp. (1999). Sata Satistical Software: Release 6.0. College
Station, TX: Author.

Theil, H. (1971). Principles of Econometrics. New Y ork: John Wiley
& Sons, Inc.

Ware, JE., J., Kodnski, M. et Keller, S.D. (1995). SF-12: How to
Score the SF-12 Physical and Mental Health Summary Scales.
Boston, Mass: The Hedth Ingtitute, New England Medical Center.

Wells, K.B., Sherbourne, C., Schoenbaum, M., Duan, N.,
Meredith, L., Unutzer, J,, Miranda, J.,, Carney, M. & Rubengein,
L.V. (2000). Impact of disseminating quality improvement
programs for depression in managed primary care: a randomized
controlled trial. Journal of the American Medical Association,
283, 212-220.

White, H. (1980). A heteroskedasticity-consistent covariance matrix
estimator and a direct test for heteroskedasticity. Econometrica,
48, 817-838.

Wu, C.JF., Holt, D. et Holmes, D.J. (1988). The effect of two stage
sampling on the F datigtic. Journal of the American Satigtical
Association, 83, 150-9.

Zeger, SL., e Liang, K.Y. (1986). Longitudinal data analysis for
discrete and continuous outcomes. Biometrics, 42, 121-130.



