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Un modèle bayesien hiérarchique de non-réponse non-ignorable pour les 
données multinomiales des petites régions 

Balgobin Nandram, Geunshik Han et Jai Won Choi 1 

Résumé 

L’analyse des données d’enquête de différentes régions géographiques, qui sont des données polychotomiques, se fait 
facilement au moyen de modèles bayesiens hiérarchiques même si certaines de ces régions présentent des cellules avec 
petits chiffres. Il y a toutefois des problèmes quand les données d’enquête sont incomplètes en raison de non-réponse, en 
particulier quand les caractéristiques des répondants diffèrent de celles des non-répondants. En présence de non-réponse, 
nous appliquons la méthode de sélection pour l’estimation parce qu’elle nous permet de procéder à des inférences à l’égard 
de tous les paramètres. Plus précisément, nous décrivons un modèle bayesien hiérarchique pour l’analyse de la non-réponse 
multinomiale non-ignorable de diverses régions géographiques, dont certaines sont petites. Pour le modèle, nous utilisons 
une densité à priori Dirichlet pour les probabilités multinomiales et une densité à priori bêta pour les probabilités de réponse. 
Ainsi, nous pouvons faire un “emprunt d’information” auprès des grandes régions dans le but d’améliorer la fiabilité des 
estimations des paramètres du modèle qui s’appliquent aux petites régions. Parce que la densité conjointe a posteriori de 
tous les paramètres est complexe, l’inférence se fonde sur l’échantillonnage d’après la méthode de Monte Carlo à chaînes de 
Markov. Nous appliquons notre méthode pour obtenir une analyse des données sur l’indice de masse corporelle (IMC) tirées 
de la troisième édition de la National Health and Nutrition Examination Survey (NHANE III). À des fins de clarté, l’IMC 
est classé selon trois niveaux naturels pour chacun des huit domaines âge-race-sexe et 34 comtés. Nous évaluons le 
rendement de notre modèle à partir des données de la NHANE III et d’exemples simulés qui nous indiquent que notre 
modèle fonctionne passablement bien. 
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1. Introduction  
Les taux de non-réponse dans de nombreuses enquêtes 

ont augmenté régulièrement ((De Heer 1999; et Groves et 
Couper 1998), ce qui accentue le problème de la non- 
réponse. Les réponses sont polychotomiques dans de nom-
breuses enquêtes. Par exemple, dans la troisième édition de 
la National Health and Nutrition Examination Survey 
(NHANES III), nous pouvons estimer les proportions des 
personnes appartenant aux trois niveaux de l’indice de 
masse corporelle (IMC), bien que l’IMC soit une variable 
continue. L’objectif du présent article est de décrire un 
nouveau modèle bayesien hiérarchique qui nous permet 
d’étudier la non-réponse multinomiale non-ignorable pour 
les petites régions, et de l’appliquer aux données de l’IMC 
de la NHANES III. 

Rubin (1987), ainsi que Little et Rubin (1987) décrivent 
deux types de modèles qui diffèrent selon que l’on doive 
tenir compte ou non de la réponse. Dans le modèle de la 
non-réponse ignorable, la répartition de la variable qui nous 
intéresse à l’égard des répondants est la même que la 
répartition de la variable dans le cas des non-répondants; les 
valeurs des covariables sont les mêmes. De plus, les 
paramètres des répartitions de la variable et de la réponse 
doivent être distincts (voir Rubin 1976). Tous les autres 
modèles de non-réponse doivent être tenus en compte. Nous 

utilisons à la fois des modèles de non-réponse non-ignorable 
et ignorable pour nos données parce que pour certains 
domaines il n’y a aucun non-répondant. 

Crawford, Johnson et Laird (1993) ont analysé les 
données de la Harvard Medical Practice Survey à partir de 
modèles de non-réponse non-ignorable. Stasny, Kadane et 
Fritsch (1998) ont établi, à partir d’un modèle bayesien hié-
rarchique, les probabilités de déclarer un prévenu coupable 
ou non lors d’un procès particulier où les points de vue des 
non-répondants différaient de ceux des répondants à l’égard 
de la peine de mort. Park et Brown (1994) ont appliqué une 
pseudo méthode bayesienne (Baker et Laird 1988), tandis 
que Park (1998) a appliqué une méthode selon laquelle des 
observations a priori sont attribuées à la fois aux cellules 
observées et aux cellules non observées dans le but 
d’estimer les cellules manquantes d’un tableau de variables 
nominales à plusieurs dimensions dans le cadre de la 
non-réponse non-ignorable. Notre approche diffère de celle 
de ces auteurs. Nous décrivons l’estimation régionale  à 
l’égard des données multinomiales et nous appliquons les 
techniques au moyen des méthodes de Monte Carlo à 
chaînes de Markov. Ainsi, nous pouvons inclure à nos 
modèles toutes les sources de variabilité.  

On peut modéliser la non-réponse de deux façons. 
L’approche de la sélection est utilisée dans le cas de 
données complètes hypothétiques à laquelle est ajouté un 
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modèle de non-réponse subordonné aux données hypo-
thétiques. On a conçu cette approche dans le but d’étu-
dier les problèmes en matière de prélèvement d’échan-
tillon (voir Heckman 1976 et Olson 1980). Dans l’ap-
proche des modèles combinés, les répondants et les non- 
répondants sont modélisés séparément, et la réponse 
finale est obtenue au moyen d’un mélange probabi-
listique des deux modèles. Nous avons utilisé la méthode 
de sélection. 

Stasny (1991) a utilisé un modèle empirique de Bayes 
pour étudier la victimisation dans le cadre de la National 
Crime Survey et appliqué la méthode de sélection. Dans le 
cadre de cette analyse, elle a regroupé les données bino-
miales de plusieurs domaines, dont certains ont peu de 
cellules. Il s’agit pour l’essentiel d’un exercice d’estimations 
régionales. Albert et Gupta (1985) ont présenté une méthode 
connexe fondée sur une approximation pour obtenir une 
approche bayesienne pour une population comptant un seul 
domaine (voir également Kaufman et King 1973). Autre-
ment dit, contrairement à Stasny (1991), ces auteurs n’ont 
pas effectué d’estimations régionales, et leur analyse à 
l’égard d’un seul domaine ne s’appuie sur aucune donnée 
d’autres domaines. 

Vu que la méthode bayesienne permet d’intégrer d’autres 
renseignements au sujet des non-répondants, elle convient 
tout à fait à l’analyse de la non-réponse non-ignorable (Little 
et Rubin 1987, et Rubin 1987). Cependant, le principal 
problème est la façon de décrire la relation entre répondants 
et non-répondants. Au moyen de la méthode de sélection 
dans le cadre de la méthode empirique de Bayes (voir Deely 
et Lindley 1981), Stasny (1991) a d’abord estimé les hyper-
paramètres selon des méthodes du maximum de 
vraisemblance, puis a présumé que ceux-ci étaient connus, 
ce qui a permis d’éliminer une certaine quantité de 
variabilité. Nous avons élargi le champ d’application de 
cette méthode dans deux directions. 

Nous commençons par étudier les données multi-
nomiales obtenues de façon indépendante auprès de 
plusieurs régions géographiques. Précisons que Basu et 
Pereira (1982) ont envisagé les données multinomiales 
manquantes dues à la non-réponse se rapportant à un seul 
domaine selon un modèle multinominal de Dirichlet alors 
que l’on présume que les hyper-paramètres sont connus. 
Récemment, Forster et Smith (1998) ont utilisé des modèles 
log linéaires de Dirichlet de données multinomiales 
graphiques pour analyser les données de l’enquête par panel 
à l’élection générale britannique. Là encore, nous pré-
sumons que les hyper-paramètres sont connus et nous 
utilisons un modèle comptant un seul domaine. Puis, nous 
employons une approche bayesienne complète pour tenir 
compte de la non-réponse multinomiale de plusieurs 
régions. Nous n’estimons pas les hyper-paramètres en 
fonction des données.  

En résumé, nous élaborons un modèle de non-réponse 
non-ignorable qui permet de regrouper les données qui 
concernent de nombreuses petites régions et nous notons 
que nous pouvons nous en servir dans d’autres applications. 

Le reste de l’article est structuré comme suit. Dans la 
section 2, nous décrivons la NHANES III. Dans la section 3, 
nous abordons le modèle bayesien appliqué à la 
non-réponse non-ignorable. Nous appliquons plus précisé-
ment un modèle bayesien hiérarchique en trois étapes aux 
données multinomiales de la NHANES III pour étudier le 
problème de la non-réponse. Dans la section 4, nous 
décrivons une analyse des données de la NHANES III dans 
le cadre de laquelle nous incluons une analyse de régression 
visant à combiner tous les domaines liés à l’âge, à la race et 
au sexe. Dans la section 5, nous décrivons une étude de 
simulation qui nous permet d’évaluer le rendement de notre 
modèle. Enfin, nous concluons à la section 6. 

 
2. Les données de la NHANES III  

        et la non-réponse  
La NHANES III est une des enquêtes périodiques servant 

à évaluer un aspect de la santé de la population américaine 
(National Center for Health Statistics 1994). Ce qui 
intéresse comme champ d’études c’est la non-réponse à 
l’indice de masse corporelle (IMC) dans la NHANES III. 
Les données dont nous nous sommes servies proviennent de 
cette enquête et ont été recueillies entre octobre 1988 et 
septembre 1994. À la section 2.1, nous décrivons les 
données réelles, et à la section 2.2, nous décrivons les 
données que nous analysons.  
2.1 Les données de la NHANES III  

La NHANES III comporte deux parties. La première 
partie est l’interview des personnes échantillonnées en vue 
d’obtenir des renseignements personnels et la deuxième 
partie est l’examen des personnes échantillonnées. Une ou 
plusieurs personnes des ménages échantillonnés ont été 
placées dans un certain nombre de sous-groupes selon leur 
âge, leur race et leur sexe. Certains sous-groupes ont été 
échantillonnés à différents taux. Les personnes échantil-
lonnées devaient se rendre à un centre d’examen mobile 
(MEC) pour un examen physique. Ceux qui ne s’y rendaient 
pas recevaient une visite de l’examinateur. Des précisions 
sur le plan de sondage de la NHANES III sont disponibles 
(National Center for Health Statitics 1992). Dans notre 
modèle, nous incorporons les caractéristiques du plan 
associées à la mise en grappes. 

Les raisons principales de non-réponse dans le cas de la 
NHANES III sont les suivantes : non intéressé, n’a pas le 
temps/en conflit avec le travail, préoccupation/méfiant, ne 
me dérangez pas et des raisons de santé. Le taux de non- 
réponse des jeunes personnes est très élevé parce que les 
parents, en particulier les mères plus âgées d’un enfant 
unique, étaient très protecteurs de leurs bébés, et refusaient 
que ceux-ci ne quittent la maison pour le MEC. Les 
travailleurs sur le terrain ont souvent observé que les 
personnes obèses avaient tendance à essayer de se soustraire 
à l’examen médical. La non-réponse pouvait ainsi ne pas 
être aléatoire et, du coup, mériter qu’on s’y attarde.  
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Les données de la NHANES III sont rajustées au moyen 
des pondérations de ratio à plusieurs degrés pour que les 
données soient représentatives de  la population (Mohadjer, 
Bell et Waksberg 1994). Le ratio est la proportion des 
personnes dans l’échantillon au nombre de personnes qui 
ont fait l’examen et l’interview. La pondération selon le 
ratio de non-réponse est l’une des étapes de la méthode. 
Dans l’estimation par le ratio de non-réponse, les pro-
portions de non-répondants dans les cellules multinomiales 
sont les mêmes que celles qui s’appliquent aux répondants 
(c’est-à-dire la non-réponse ignorable). Dans ce cas, puisque 
les proportions nous intéressent, aucun rajustement n’est 
requis. Manifestement, cette estimation par ratio peut 
s’avérer fausse quand les deux groupes sont différents. Par 
conséquent, il vaut mieux opter pour une autre méthode que 
celle de la correction par ratio. Dans le présent article, nous 
envisageons l’adoption d’une méthode bayesienne comme 
solution de rechange à la pondération par ratio dans le cas 
de la non-réponse non-ignorable. 

Dans le cadre de la NHANES III, il y a non-réponse 
également à plusieurs niveaux de l’enquête : interview et 
examen. La non-réponse à l’interview est celle des 
personnes échantillonnées qui n’ont pas répondu aux 
questions de l’interview. Certaines d’entre celles qui avaient 
déjà été interviewées ne se sont pas présentées au centre ou 
à certains examens. Dans le présent article, notre population 
est composée des personnes qui auraient accepté de passer 
un examen médical dans les MEC. Par conséquent, les non- 
répondants sont les personnes qui ont accepté de passer 
l’examen médical, mais qui ne se sont pas présentées au 
MEC. Plus précisément, comme nous étudions la réponse à 
une question, les non-répondants sont les personnes qui ont 
accepté de se présenter au MEC et dont la taille et/ou le 
poids n’ont pas été mesurés. 

Schafer, Ezzati-Rice, Johnson, Khare, Little et Rubin 
(1996) ont tenté un projet d’imputation multiple complet 
concernant les données de la NHANES III à l’égard de 
nombreuses variables. L’intention était d’imputer les 
données de non-réponse afin d’obtenir plusieurs ensembles 
de données à grande diffusion. Malheureusement, le projet a 
été notamment limité par la procédure utilisée pour établir 
l’absence de données qui correspondait à un mécanisme de 
non réponse purement ignorable; la simulation ne donne 
aucun renseignement sur l’incidence d’écarts possibles par 
rapport à la non-réponse ignorable. Une autre limite est que 
la procédure ne renfermait pas de grappes géographiques. 
Notre objectif est différent; nous ne fournissons pas de 
données imputées à grande diffusion.  
2.2 Les données utilisées pour l’illustration  

Nos données portent sur deux groupes d’âge (les 
personnes de moins de 45 ans, 45–, et les personnes de 
45 ans ou plus, 45+), deux groupes de race (les blancs et les 
non blancs) et, bien entendu, deux groupes concernant le 
sexe (les hommes et les femmes). Par conséquent, il y a huit 
domaines d’âge, de race et de sexe. 

Une des variables intéressantes dans la NHANES III est 
l’IMC, un indice du poids rajusté en fonction de la taille 
(Kg/ 2m ), qui classe dans des catégories larges l’obésité au 
sein des groupes d’âge, de race et de sexe (Kuczmarski, 
Carrol, Flegal et Troiano 1997) comme faible pourcentage 
d’adiposité (niveau 1 : IMC < 20), pourcentage d’adiposité 
santé (niveau 2 : 20 < IMC < 25), pourcentage d’adiposité 
non santé (niveau 3 : IMC > 25). Nous utilisons cette vaste 
classification pour chacun des huit groupes d’âge, de race et 
de sexe. 

Plutôt que de se limiter à une analyse des données 
nominales, on peut faire une analyse où l’IMC est considéré 
comme une variable continue. Comme certains renseigne-
ments sont perdus dans le cadre de la discrétisation des 
valeurs de l’IMC, une analyse qui s’appuie sur des modèles 
continus de l’IMC donnerait également des données 
approximatives; c’est pourquoi il faut chercher à obtenir une 
transformation appropriée. Dans l’analyse finale, les 
médecins n’ont qu’à savoir quelle proportion du public 
s’inscrit dans chaque niveau de l’IMC pour pouvoir dire à 
leurs patients où ils se situent par rapport à l’obésité. 

L’analyse des données de l’IMC selon des méthodes de 
données nominales n’est pas rare. Par exemple, Malec, 
Davis et Cao (1999) ont décrit une analyse de Bayes fondée 
sur une méthode empirique de Bayes des données de la 
NHANES III. Ils classaient les personnes de plus de 20 ans 
comme normales si leur IMC était inférieur à un certain 
seuil établi selon le sexe. Il s’agit là d’une application d’une 
analyse bayesienne des données binaires. Leur classification 
est toutefois quelque peu restreinte (voir Kuczmarski 
et coll. 1997). En tenant compte des données multinomiales, 
nous avons généralisé l’analyse de Malec et  coll. (1999). 
En fait, ils n’ont pas fourni de modèle de non- réponse non-
ignorable. 

Contrairement à Schafer et coll. (1996), nous incluons la 
mise en grappes au niveau du comté, même s’il faudrait le 
faire au niveau du ménage. Pour les données complètes, il y 
a 6 440 ménages. Dans 52,1 % de ces ménages, une 
personne faisait partie de l’échantillon, dans 22,5 %, deux 
personnes et dans 21,4 %, au moins trois personnes. Nous 
avons calculé le coefficient de corrélation pour les valeurs 
de l’IMC en fonction du couplage des membres au sein des 
ménages (voir Rao 1973, page 199). C’est le chiffre 0,19 qui 
indique qu’à titre de première approximation on peut ne pas 
tenir compte du regroupement en grappes à l’intérieur des 
ménages. 

Au tableau 1 figure le nombre de répondants à chaque 
niveau de l’IMC pour chaque domaine âge-race-sexe et 
34 comtés (population d’au moins 500 000 habitants). Le 
modèle des répondants diffère considérablement selon l’âge. 
Le  taux  de  non-réponse  dans  le  cas  du  groupe  de 
personnes  plus âgées (45+) est négligeable. Par conséquent, 
en  ce  qui  a trait à la non-réponse, il faut surtout s’attarder 
au groupe de personnes plus jeunes (45–). De plus, le taux 
de réponse est plus élevé chez les femmes que chez les 
hommes. Nous observons que la procédure de sélection 
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n’est pas une procédure aléatoire dans une population 
composée à la fois d’hommes et de femmes.  

Tableau 1 
Nombre de personnes dans chaque niveau de l’IMC et  
nombre de non-répondants (Non) selon l’âge, la race et  

le sexe dans les 34 comtés 
 

   IMC  
Âge Race Sexe 1 2 3 Non 

45– B H 1 098 651 597 558 
  F 845 434 380 233 
 N H 1 198 713 665 574 
  F 745 463 524 214 

45+ B H 46 439 1 014 3 
  F 51 223 365 4 
 N H 79 470 942 8 
  F 48 169 552 6 

 

Nota :  IMC (1=moins de 20; 2 = entre 20 et 25;  
3 = plus de 25) 
Âge (plus jeune que 45 ans  = 45–; 45 ans ou plus = 45+) 
Race (Blanc = B; tous les autres = N) 
Sexe (Homme = H; Femme = F).  

Un des aspects importants de nos travaux concerne l’esti-
mation régionale. Parce que nous tenons compte de l’infé-
rence pour chaque domaine d’âge, de race et de sexe séparé-
ment d’une région géographique à l’autre (comtés), les 
échantillons de certaines de ces régions peuvent être très 
petits. Par conséquent, les techniques d’estimation régionale 
doivent permettre d’estimer les paramètres correspondant à 
ces petites régions. En particulier, nous devons « emprunter 
de l’information » des plus grandes régions pour accroître la 
fiabilité des estimations des petites régions. Au tableau 2, il 
y a huit exemples qui illustrent la nécessité d’adopter des 
techniques adaptées aux petites régions. Nous avons 
sélectionné huit comtés qui ont des petits domaines; toutes 
les cellules comptent au plus six unités et bon nombre 
d’entre elles en comptent aussi peu qu’une (l’une d’elles est 
0 pour le groupe des 45+). Nous présenterons des esti-
mations globales, de même que les estimations pour les 
quatre premiers exemples (45 –). Soulignons que, en compa-
raison avec les comptes des cellules, le nombre de non- 
répondants est important pour deux d’entre elles (14 et 10 
non-répondants). 

Précisons que l’objectif n’est pas d’effectuer une analyse 
exhaustive des données de la NHANES III même s’il s’agit 
là d’une analyse approximative de ces données. Notre 
méthode est suffisamment générale pour nous permettre 
d’analyser la non-réponse multinomiale de nombreuses 
régions, dont certaines sont petites. C’est pour ces petites 
régions que nous avons conçu cette méthode de modélisa-
tion. Par conséquent, dans le présent article, nous utilisons 
les données de la NHANES III pour illustrer notre méthode. 

Selon notre méthode, nous tenons compte de chaque 
domaine séparément et procédons à un « emprunt 
d’information » auprès des 34 régions (comtés) pour ana-
lyser les données de l’IMC. Par conséquent, il y a huit 
analyses distinctes portant sur 34 régions, dont certaines 

sont petites. Nous utilisons un modèle hiérarchique de non-
réponse multinomiale pour analyser les données de la sorte. 
Compte tenu des cellules avec petits chiffres, du nombre 
important de non-répondants et des données multinomiales, 
la méthode s’avère encore plus pratique. De plus, nous 
avons élargi le champ d’application de notre méthode de 
manière à intégrer tous les domaines de manière simultanée 
par le biais de modèles logistiques. 

 
Tableau 2 

Nombre de personnes dans chaque niveau de l’IMC et nombre de 
 non-répondants (Non) dans les huit exemples (Ex) de petits 

 domaines âge-race-sexe de différents comtés 
 

    IMC  
Ex Âge Race Sexe 1 2 3 Non 
1 45 – B H 1 3 1 14 
2   F 3 4 1 0 
3  N H 5 5 6 10 
4   F 3 1 1 1 
 

5 
 

45+ 
 

B H 
 

1 
 

2 
 

6 
 

0 
6   F 1 3 4 0 
7  N H 3 3 5 0 
8   F 2 0 1 1 

 

Nota : IMC (1=moins de 20; 2 = entre 20 et 25;  
3 = plus de 25) 
Âge (plus jeune que 45 ans  = 45–; 45 ans ou plus = 45+) 
Race (Blanc = B; tous les autres = N) 
Sexe (Homme = H; Femme = F).  

3. Méthodologie qui s’applique au modèle 
       hiérarchique multinomial  

Nous proposons un modèle pour chacun des huit 
domaines âge-race-sexe, mais qui s’applique à tous les 
comtés simultanément. Cependant, les modèles s’inscrivent 
dans deux grandes classes. Nous utiliserons un modèle de 
non-réponse non-ignorable pour le groupe des plus jeunes et 
un modèle de non-réponse ignorable pour le groupe des 
personnes plus âgées, vu que le taux de non-réponse pour ce 
dernier groupe est négligeable. Bien entendu, cela vaut la 
peine de comparer le modèle de non-réponse ignorable et le 
modèle de non-réponse non-ignorable pour le groupe des 
personnes plus jeunes. Nous montrerons comment combiner 
les groupes plus tard au moyen de la régression logistique, 
bien qu’il ne s’agisse pas ici de le but principal du présent 
article. 

Pour chaque groupe âge-race-sexe, la k 
ième personne 

dans le i 
ième comté appartient à l’un des niveaux de 

l’IMC J. Alors pour la k 
ième  personne dans le i 

ième comté, 
la variable de la caractéristique au j 

ième niveau de l’IMC 
est définie comme suit, 

( ) ,...,,1,...,,1,...,,...,,x 1 iiJkijkkiik nkcixxx ==′=  

où chaque ijkx  = 0 ou   , ..., 1,  =     1, Jj  et 11 =∑ = ijk
J
j x . 

La variable de la réponse, ,ijky  est définie pour chaque 
domaine âge-race-sexe 
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Nous utilisons une structure probabilistique pour modéliser 
les valeurs de ikx  et ijky . Dans notre application, il y a 
c = 34 comtés et J = 3 niveaux d’IMC.  
3.1 Modèles de non-réponse non-ignorable 
 et ignorable  

Pour ces deux modèles, nous avons 

)(1,lMultinomia~ iiik ppx
iid

 (1) 

où ijp  constitue la probabilité qu’une personne dans le iième  
comté appartienne au j ième  niveau de l’IMC. Nous passons 
maintenant à la description des autres volets des modèles de 
non-réponse non-ignorable et ignorable. 

D’abord, nous décrivons le modèle de la non-réponse 
ignorable. Soit iπ  dénote la probabilité qu’une personne 
dans le iième  comté réponde (c’est-à-dire que la probabilité 
de réponse dépend essentiellement du comté). Alors, nous 
présumons que 

).(Bernoulli~ ii ππ
iid

ijky  (2) 

À la deuxième étape, soit )...,,,( 112111 ′μμμ= Jμ , nous 
prenons 

,)(Dirichlet~, 111 ττ μμp
iid

1i  (3) 
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Les composantes de 1μ  sont les principales moyennes a 
priori des composantes correspondantes de ,ip  et la valeur 
de 1τ  peut être interprétée comme une taille d’échantillon 
a  priori. On peut faire des interprétations semblables pour 

21μ  et 21τ  pour iπ . Par conséquent, l’hypothèse (3) 
exprime des similarités entre les proportions de cellules ip  
et l’hypothèse (4) exprime des similarités entre les 
probabilités de réponse iπ . C’est cette structure qui dicte 
l’emprunt d’information entre les comtés c. 

Puis, nous décrivons le modèle de non-réponse non-
ignorable. Soit ijπ  dénote la probabilité qu’une personne 
dans le i ième  comté réponde au j ième  niveau de l’IMC 
(c’est-à-dire que la probabilité de réponse dépend non 

seulement du comté mais aussi du niveau de l’IMC). Alors, 
nous présumons que 

{ } )(Bernoulli~),...,,(x| 1 ijij ππ
iid

iJkkiikijk xxy =  
(5) 

où jjxx kjiijk ′≠== ′ ,0,1  pour ....,,2,1, Jjj =′  Soit 
,)...,,,( 332313 ′μμμ= Jμ  à la deuxième étape nous 

prenons également 

)(Dirichlet~, 3333 ττ μμp
iid

i  (6) 

et 

....,,1),)1(,(Beta~, 444444 J
iid

=τμ−τμτμπ jjjjjjjij  (7) 

Comme pour les hypothèses en (3) et en (4), les hypo-
thèses en (6) et en (7) expriment des similarités entre les 
comtés. Nous observons que les paramètres de réponse ijπ  
sont faiblement identifiables (c’est-à-dire que les estima-
tions ne sont pas fiables). Toutefois, le modèle de sélection 
joue en notre faveur parce que la densité conjointe de ikx  et 

)...,,( 1 ′= iJkki yyiky  relie les valeurs de ijp  et ijπ . De fait, 
il s’agit là d’un avantage par rapport à la méthode des 
modèles combinés.  

Pour que l’analyse bayesienne soit complète, nous 
prenons à la troisième étape les densités a priori qui 
s’appliquent aux hyper-paramètres comme suit. Pour le 
modèle de non-réponse ignorable, les densités a priori sont 
les suivantes 

,)11,(Beta~1),...,(1,1,Dirichlet~ 211 μμ  

),(Gamma~ )0(
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11 vητ  et ,),(Gamma~ )0(
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)0(

2121 vητ  

où (soit t dénote 1τ  ou ,21τ  a soit )0(
1η  ou ,)0(

21η  et b soit 
)0(

1v  ou )0(
21v ),(Gamma~ baτ  signifie que =)(tf  

0),(/1 >Γ−− taetb btaa  et =)(tf  0 autrement. Les hyper-
paramètres et )0(

21
)0(

1
)0(

1 ,, ηη v  et )0(
21v  doivent être définis. La 

partie correspondante du modèle de non-réponse non-
ignorable est la suivante 

,)11,(Beta~1),...,1,(1,Dirichlet~ 43 jμμ  
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(0)
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De nouveau, les hyper-paramètres ,, )0(
3

)0(
3 vη ,, )0(

4
)0(

4 jj vη  

,...,,1 Jj =  doivent être définis. On peut utiliser d’autres 
densités a priori, comme des a priori de réduction, mais 
vraisemblablement celles-ci donneraient une inférence 
similaire à ce que notre analyse de la sensibilité a montré à 
la section 4. 

Le modèle hiérarchique a une propriété bien attrayante qui 
consiste à établir des corrélations entre les variables. Par 
exemple, dans notre application, les  équations (1), (2), (3) et 
(4) rendent la valeur de  ),( ijij yx  en équicorrélation d’une 
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personne à l’autre au sein de la ièmei  région. Il s’agit de l’effet 
de la mise en grappes dans les régions. On peut obtenir  
directement un tel effet, mais ce ne sera pas aussi simple 
qu’au moyen d’un modèle hiérarchique. Un autre avantage du 
modèle hiérarchique est qu’il atténue les variations parasites 
entre les régions, effet que l’on peut obtenir directement au 
moyen d’un modèle des effets aléatoires. Mais dans notre cas, 
nous y perdrions la structure naturelle des données 
multinomiales. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figure 1. Diagrame de la réponse latente non-ignorable. À partir 

d'un échantillon de in , il y a ir  répondants desquels 

ijy  appartiennent à la catégorie  j,  j = 1, 2, 3. Parmi 
les non-répondants )( ii rn − , les personnes ijz  
appartiennent à la catégorie j, où ijz  sont des variables 
latentes.  

Disons que ir  est le nombre de répondants dans le comté  
i et ijy , le nombre de répondants correspondant au j 

ième 
niveau de l’IMC dans le i 

ième comté. Alors, ir  et ijy  sont 
des variables aléatoires, ii rn −  est le nombre de répondants. 
Puisque le nombre de répondants au j 

ième niveau de l’IMC 
est inconnu, nous les dénotons par les variables latentes ijz  
(voir le schéma en arbre à la figure 1). Si nous savons à quoi 
équivaut les valeurs de ijz , la non-réponse ne nous pose 
plus problème. Bien entendu, en supposant s’il s’agisse 
d’une non-réponse ignorable, nous pouvons facilement les 
évaluer à partir de l’estimation par ratio. Les valeurs de ijz  
sont utiles parce que dans le cas d’une hypothèse de 
non-réponse non-ignorable, elles simplifient la méthode 
fondée sur l’échantillonnage visant à obtenir les estimations 
des paramètres qui nous intéressent. 

La fonction de vraisemblance en ce qui concerne le 
modèle de non-réponse ignorable est la suivante 
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Ici, la fonction de vraisemblance comporte deux volets 
distincts, le premier pour ijp  et le deuxième pour .iπ  Selon 
le théorème de Bayes, la densité conjointe a posteriori de 
l’ensemble des paramètres est la suivante 
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De même, la fonction de vraisemblance augmentée 
(c’est-à-dire comprenant les iz ) pour le modèle de non- 
réponse non-ignorable est la suivante 
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et, selon le théorème de Bayes, la densité conjointe 
a posteriori de l’ensemble des paramètres est la suivante 

{ } { }.)(exp)(exp

))1(,(

)1(

)(

))1(()(
..,,

),|,,,,,(

4
)0(

4
1

4
1

3
)0(

2
1

3

4444

1)1(1

1
33

1

1

111

4433

)0(
4

)0(
2

4444

33

jjj

J

j

jjjj

J

j

J

j

zy
J

jJ

c

vv

B

Dp

pp
zz

rn

f

j

jjjj

τ−ττ−τ×

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

τμ−τμ
π−π

×

τ×

⎩
⎨
⎧

π−π⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
∝

ττ

−η

=

−η

−τμ−−πμ

=

−τμ

=

==

∏

∏∏

∏∏

ijij

ij

ijijijij
ii

ii

i

j

ijij

μ

ryμμzp π

 

Nous examinons l’inférence au sujet des ijp , de la 
proportion des personnes au j 

ième niveau de l’IMC dans le 
i 
ième  comté, de même que la probabilité de réponse, 

....,,1,
1

cp
J

=π=δ ∑
=

iijij
j

i  

Toutefois, les densités conjointes a posteriori en (8) et en 
(9) sont complexes et ne nous permettent pas d’établir 
l’inférence de façon analytique. C’est pourquoi nous 
utilisons un algorithme de Monte Carlo à chaînes de 
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Markov pour obtenir des estimations de la distribution a 
posteriori des paramètres. Notre méthode consiste à utiliser 
un échantillonneur de Metropolis-Hastings (MH) pour 
obtenir des échantillons à partir des équations en (8) et en 
(9) à partir desquels nous établissons des inférences a 
posteriori au sujet des valeurs de ip  et .iδ   
3.2 Calculs  

Pour le modèle de non-réponse ignorable, il convient de 
représenter la fonction de densité a posteriori comme étant 
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où )(1 ⋅f  est la densité Dirichlet, 
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dont les distributions a priori sont ),( 11 τμp  et 
),( 2121 τμp . Ainsi, nous obtenons 1f  et 2f  par le biais du 

noyau de Gibbs, tandis que pour 3f , nous utilisons 
l’algorithme MH (Nandram 1998).  

Dans le cas du modèle de non-réponse non-ignorable, il 
convient de représenter la fonction de densité a posteriori 
comme suit 
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où )(...,),(1 ⋅⋅ Jff  sont les densités bêta, 
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(.)1+Jf  est une densité Dirichlet, 
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et la valeur de )(2 ⋅+Jf  est obtenue par 
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dont les distributions a priori sont ),( 33 τμp  et ),( 44 τμp . 
Par conséquent, nous obtenons 11 ...,, +Jff  par le biais du 
noyau de Gibbs, tandis que nous obtenons 2+Jf  au moyen 
de l’algorithme MH (Nandram 1998). Nous obtenons les 
variables latentes ijz  par le biais d’une des densités a 
posteriori subordonnées à l’algorithme MH. Un diagramme 
de la procédure se trouve à l’annexe 1. 

Nous avons prélevé 5 500 itérations, rejeté les 
500 premières et conservé toutes les cinquièmes (qui sont 
marquées). Cette stratégie nous a permis d’éliminer l’auto-
corréléation entre les itérations et d’obtenir de bonnes 
probabilités (0,25 – 0,50) pour les étapes Metropolis. Pour 
ce qui est du calcul, nous avons d’abord établi les hyper-
paramètres ,,,, )0(

21
)0(

21
)0(

1
)0(

1 vv ηη  ,,, )0(
4

)0(
3

)0(
3 jv ηη ,)0(

4 jv  
Jj ...,,1=  équivalant à 0. Puis, nous avons exécuté notre 

algorithme MH pour obtenir les échantillons a posteriori de 
3211 ,, τττ  et j4τ , Jj ...,,1= . Pour que les densités a 

posteriori soient appropriées, nous estimons ,)0(
1η  

,,,, )0(
3

)0(
21

)0(
21

)0(
1 ηη vv )0(

4
)0(

4
)0(

3 ,, jj vv η  ,...,,1 Jj =  en ajustant 
les a priori gamma par rapport aux échantillons a posteriori 
pour 3211 ,, τττ  et 

j4τ , Jj ...,,1= . Ces valeurs figurent 
au tableau 3. Enfin, à partir de ces a priori, nous avons 
exécuté notre algorithme de manière à obtenir les 
échantillons a posteriori. Plus précisément, nous avons 
obtenu les itérations M = 1 000 ,...,,1),,( )()( Mhhh =δ iip  

....,,1 ci =  L’inférence au sujet des ii δ,p  et toute fonction 
les concernant peut être obtenue à partir de ces itérations 
d’une manière simple. 

Tableau 3 
Les estimations de )0(η  et )0(v  correspondent aux densités gamma 

sur 211 , ττ  pour 45+ et 4342413 ,,, ττττ  pour 45–  
selon la race et le sexe  

   Âge 
   45 – 45+ 

Race Sexe  3τ  41τ  42τ  43τ  1τ  21τ  

B H )0(η  3,698 2,341 3,085 2,685 4,408 3,941 
  )0(v  0,036 0,071 0,201 0,163 0,009 0,052 
 F )0(η  4,200 3,294 2,481 1,819 4,788 4,384 
  )0(v  0,030 0,059 0,072 0,017 0,008 0,019 
N H )0(η  4,948 2,922 3,156 2,404 5,971 4,376 
  )0(v  0,068 0,096 0,169 0,147 0,107 0,036 
 F )0(η  3,745 3,084 1,893 2,350 3,292 4,488 
  )0(v  0,055 0,036 0,049 0,116 0,009 0,036  
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4. Une analyse des données de la  
       NHANES III  

Dans la présente section, nous illustrons notre méthode à 
partir des données sur l’IMC tirées de la NHANES III. Nous 
étudions d’abord nos estimations en fonction de mesures 
sommaires par rapport aux comtés. Plus précisément, nous 
utilisons les distributions pondérées a posteriori des ijp , 
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nn
11
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i
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pour chacun des huit domaines âge-race-sexe. Puis, pour les 
quatre premiers exemples figurant dans le tableau 2, nous 
indiquons les effets sur les petites régions. 

Nous indiquons également comment mettre en relation 
les ijkp  et les ijπ  avec l’âge, la race et le sexe à partir de 
modèles de régression logistique linéaire et non linéaire.   
4.1 Analyse des données  

Nous commençons par effectuer une analyse de 
sensibilité dans le but d’évaluer les spécifications de )0(η  et 

.)0(v  Nous avons comparé trois choix d’hyper paramètres 
),( )0()0( vη=Ω  pour vérifier la sensibilité de la spécifi-

cation des hyper-paramètres sur l’inférence. Notre premier 
choix correspond à quatre fois Ω , c’est-à-dire 

)4,4(4 )0()0( vη=Ω ; notre deuxième choix est les hyper-
paramètres comme tels, c’est-à-dire ),( )0()0( vη=Ω ; et 
notre troisième choix correspond à un quatrième de Ω  
c’est-à-dire, )4/,4/(4/ )0()0( vη=Ω . 

Dans le tableau 4, on trouve les résultats de simulation 
qui s’appliquent à la sensibilité de l’inférence de jp~  pour le 
groupe des personnes plus jeunes (45–). Les estimations 
ponctuelles et les écarts-types des proportions se 
ressemblent énormément dans les trois options d’hyper-
paramètres. De même, le tableau 5 montre les résultats de 
simulation pour jp~  qui s’appliquent au groupe des 
personnes plus âgées (45+). Les estimations ponctuelles 
pour les hommes sont très semblables d’un choix à l’autre 
des hyper-paramètres. Dans le cas des femmes, nous 
observons toutefois de faibles variations dans les esti-
mations ponctuelles, qui passent de Ω4  à Ω . Les écarts-
types sont accrus lorsque Ω  diminue pour les femmes; nous 
ne relevons toutefois aucune variation substantielle pour les 
hommes. En général, le modèle de non-réponse non-
ignorable fonctionne mieux que le modèle de non- réponse 
ignorable, puisque le premier modèle n’est pas sensible au 
choix des hyper-paramètres. 

 
 
 

Tableau 4 
Sensibilité de jp~  pour le choix de )0(

4
)0(

3
)0(

3 ,, jv ηη  et ,)0(
4 jv  

4...,,1=j  pour le groupe des personnes les plus jeunes 
(45 –) pour les trois niveaux de l'IMC 

 

Race Sexe 1
~p  é-t )~( 1p  2

~p  é-t )~( 2p  3
~p  é-t )~( 3p  

(a) Ω4         

B H 0,428 0,022 0,216 0,019 0,356 0,022 

 F 0,476 0,025 0,232 0,020 0,292 0,024 

N H 0,419 0,020 0,212 0,016 0,369 0,020 

 F 0,434 0,026 0,185 0,023 0,381 0,027 

(b) Ω         

B H 0,427 0,022 0,211 0,020 0,362 0,025 

 F 0,476 0,026 0,223 0,024 0,301 0,031 

N H 0,419 0,020 0,208 0,017 0,373 0,022 

 F 0,435 0,025 0,178 0,026 0,387 0,029 

(c) 4/Ω         

B H 0,427 0,022 0,210 0,021 0,364 0,027 

 F 0,475 0,026 0,220 0,026 0,304 0,034 

N H 0,419 0,020 0,206 0,018 0,375 0,024 

 F 0,435 0,025 0,177 0,028 0,388 0,029 
 

Nota 1: ),,,,,,,( )0(
43

)0(
43

)0(
42

)0(
42

)0(
41

)0(
41

)0(
3

)0(
3 vvvv ηηηηΩ = . 

Nota 2: Le modèle de non-réponse non-ignorable est appliqué au 
groupe des personnes plus jeunes.  

Tableau 5 
Sensibilité de jp~  pour le choix de )0(

21
)0(

21
)0(

1
)0(

1 ,,, vv ηη  pour le 
groupe des personnes plus âgées (45+)  

pour les trois niveaux de l'IMC 
 

Race Sexe 1
~p  é-t )~( 1p  2

~p  é-t )~( 2p  3
~p  é-t )~( 3p  

Ω4)a(         
B H 0,030 0,005 0,306 0,018 0,664 0,018 
 F 0,081 0,002 0,436 0,004 0,483 0,004 

N H 0,053 0,011 0,317 0,017 0,630 0,018 
 F 0,075 0,005 0,201 0,004 0,724 0,006 

Ω)b(         
B H 0,031 0,005 0,292 0,016 0,677 0,016 
 F 0,063 0,002 0,443 0,006 0,494 0,005 

N H 0,053 0,011 0,316 0,019 0,631 0,020 
 F 0,066 0,012 0,237 0,018 0,697 0,019 

4/)c( Ω
        

B H 0,031 0,005 0,293 0,018 0,676 0,019 
 F 0,073 0,015 0,359 0,011 0,568 0,019 

N H 0,053 0,010 0,317 0,018 0,630 0,019 
 F 0,065 0,013 0,221 0,022 0,714 0,025 

 

Nota 1: ),,,( )0(
21

)0(
21

)0(
1

)0(
1 vv ηηΩ = . 

Nota 2: Le modèle de non-réponse non-ignorable est appliqué au 
groupe des personnes plus âgées. 
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Tableau 6 
Les estimations ponctuelles et les intervalles crédibles à 95 % pour la probabilité de réponse pondérée, ,/

~
1 1∑ ∑= =δ=δ c c nni i iii  

à l'égard des trois choix de Ω  et du groupe des personnes les plus jeunes 
 

  Ω4  Ω  4/Ω  

Race Sexe δ
~

 é-t )
~

(δ  Intervalle δ
~

 é-t )
~

(δ  Intervalle δ
~

 é-t )
~

(δ  Intervalle 
B H 0,775 0,016 (0,744,  0,805) 0,769 0,017 (0,735,  0,801) 0,767 0,018 (0,732,  0,799) 
 F 0,855 0,017 (0,821,  0,886) 0,855 0,020 (0,810,  0,887) 0,853 0,022 (0,806,  0,887) 

N H 0,786 0,016 (0,752,  0,817) 0,780 0,018 (0,740,  0,813) 0,778 0,018 (0,739,  0,811) 
 F 0,880 0,013 (0,854,  0,902) 0,878 0,015 (0,845,  0,903) 0,876 0,015 (0,838,  0,903) 

 

Nota: Voir la note au tableau 1. 
 

Au tableau 6, on trouve les estimations ponctuelles de la 
probabilité de réponse δ~ , et leurs intervalles crédibles à 
95 % pour trois choix de Ω . Les probabilités de réponse 
pour les hommes sont inférieures à celles des femmes, et 
cette tendance demeure la même pour les trois choix de Ω . 
Si une enquête semblable est menée dans le futur, il faudrait 
que nous augmentions la taille de l’échantillon de 1,30  = 
(1/0, 769) fois pour les hommes blancs et 1,17 = (1/0,855) 
fois pour les femmes blanches (c’est-à-dire que si l’inter-
vieweur doit recueillir des données complètes auprès de 
1 000 ménages, il devra communiquer avec 1 300 hommes 
blancs). 

Au tableau 7, nous présentons les intervalles crédibles à 
95 % pour les jp~  pour les trois niveaux de l’IMC. Pour ce 
qui est des personnes plus jeunes, 1

~p  du niveau 1 de l’IMC 
est le plus élevé, et 2

~p  du niveau 2 de l’IMC est le moins 
élevé. Les limites inférieures pour 1

~p  et 3
~p  sont 

semblables dans le cas du groupe des personnes les plus 
jeunes pour ce qui est des femmes blanches, et celles pour 

2
~p  se ressemblent sauf pour ce qui est des femmes qui ne 

sont pas blanches. Pour ce qui est du groupe des personnes 
plus âgées, 3

~p  du niveau 3 de l’IMC est le plus élevé, et 1
~p  

du niveau 1 de l’IMC est le plus faible. En particulier, les 
valeurs de 21

~,~ pp  sont élevées et la valeur de 3
~p  est faible 

pour les hommes blancs. 
Comme l’a suggéré un examinateur, nous avons étudié 

en détail les résultats concernant les femmes blanches plus 
âgées (45+) au tableau 7. D’après le tableau 1, les propor-
tions observées dans les trois niveaux de l’IMC sont 0,079, 
0,347 et 0,568. Toutefois, les intervalles crédibles à 95 % 
qui s’appliquent aux proportions de la population au tableau 
7 sont (0,059, 0,068), (0,431, 0,451) et (0,486, 0,505) 
respectivement. Autrement dit, alors que les proportions 
observées se rapprochent des intervalles, aucun de ces 
intervalles ne renferme les proportions observées.  

Nous pouvons expliquer le phénomène de la façon 
suivante. Les données pour les femmes blanches plus âgées 
(45+) sont très clairsemées. Pour les 34 comtés, les quartiles 
des comptes observés dans les trois niveaux de l’IMC sont 
(0, 1, 3), (3, 6, 10) et (5, 9, 14) respectivement. Par con-
séquent, quand le modèle de non-réponse ignorable est 
ajusté selon les 34 comtés, il y a réduction non seulement 
entre les comtés, mais aussi d’un niveau de l’IMC à l’autre. 
En conséquence, la proportion supérieure tend à être plus 
faible et la proportion la plus faible tend à être supérieure, et 

comme les trois proportions ne doivent faire qu’une, il faut 
que la deuxième proportion soit réduite de quelque façon 
que ce soit. De plus, en fonction de l’analyse de sensibilité 
du tableau 5, nous pouvons calculer approximativement les 
intervalles crédibles à 95 % pour 21

~,~ pp  et 3
~p , au moyen 

de la moyenne a posteriori ×±2  l’écart-type. Les 
intervalles à Ω4  et Ω  ne renferment pas les proportions 
observées, alors que les intervalles à 4/Ω  en comptent. 
Ainsi, compte tenu de la dispersion des données, nous 
observons une certaine sensibilité à l’inférence dans le cas 
des femmes blanches plus âgées (45+) en ce qui a trait à 
l’erreur de spécification a priori de Ω . Ces résultats sont 
prévus dans le contexte des petites régions, en présence de 
données clairsemées.  

Tableau 7 
Intervalle crédibles à 95 % pour les proportions pondérées, 

∑ ∑= == c c
j npnp 1 1/~

i i iiji  selon l'âge, la race et le sexe 
 

   Intervalle crédible à 95 % 

Âge Race Sexe 1
~p  2

~p  3
~p  

45– B H (0,382, 0,470) (0,174, 0,252) (0,314, 0,412) 

  F (0,425, 0,525) (0,171, 0,269) (0,243, 0,371) 

 N H (0,381, 0,455) (0,176, 0,241) (0,333, 0,419) 

  F (0,385, 0,482) (0,130, 0,230) (0,329, 0,442) 

45+ B H (0,022, 0,041) (0,255, 0,326) (0,643, 0,710) 

  F (0,059, 0,068) (0,431, 0,451) (0,486, 0,505) 

 N H (0,035, 0,076) (0,282, 0,352) (0,592, 0,670) 

  F (0,040, 0,093) (0,206, 0,265) (0,661, 0,731) 
 

Nota 1: Le modèle de non-réponse non-ignorable est appliqué  
au groupe des personnes les plus jeunes. 

Nota 2: Le modèle de non-réponse ignorable est appliqué au 
groupe des personnes les plus âgées.  

À partir des quatre premiers exemples du tableau 2, nous 
illustrons les estimations régionales. Comme on peut l’ima-
giner, il est fastidieux de présenter toutes les estimations 
pour les 34 comtés et les huit domaines. Le tableau 8 montre 
les moyennes a posteriori, les écarts-types et les intervalles 
crédibles à 95 % pour les ijp  et les .iδ  

D’abord, nous comparons les estimations des ijp  d’après 
le modèle de non-réponse non-ignorable et le modèle de 
non-réponse ignorable. En général, les estimations d’après 
les deux modèles diffèrent : les intervalles dans le cas du 
modèle de non-réponse non-ignorable sont plus grands que 
dans le cas du modèle de non-réponse ignorable. 
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Puis, nous étudions les estimations (établies en fonction 
du modèle de non-réponse non-ignorable) de ijp  pour les 
comtés individuels au tableau 8 par rapport aux moyennes 
globales, les jp~  au tableau 7. Comme prévu, lorsqu’on 
obtient les jp~  on constate une réduction globale de la 
variabilité compte tenu du lissage supplémentaire, ce qui 
accroît les intervalles pour les petits domaines. De fait, tous 
les intervalles concernant les petits domaines renferment les 
intervalles pour jp~ .  

Tableau 8 
Comparaison des modèles de non-réponse ignorable (ig) et non-

ignorable (nig) pour les quatre exemples (Ex) correspondant  
aux petits domaines qui s’appuient sur les probabilités de  

cellules )( jp  et la probabilité de réponse )(δ  
 

Ex Modèle  1p  2p  3p  δ  

1 ig Moy. 0,444 0,308 0,248  
  é-t 0,073 0,067 0,067  
  IC (0,297, 0,593) (0,193, 0,450) (0,125, 0,386)  
 nig Moy. 0.,50 0,276 0,273 0,637 
  é-t 0,093 0,079 0,082 0,081 
  IC (0,256, 0,638) (0,137, 0,444) (0,133, 0,448) (0,459, 0,773) 

2 ig Moy. 0,480 0,308 0,213  
  é-t 0,075 0,066 0,062  
  IC (0,324, 0,619) (0,193, 0,452) (0,097, 0,344)  
 nig Moy. 0,493 0,263 0,244 0,879 
  é-t 0,074 0,065 0,062 0,041 
  IC (0,338, 0,628) (0,141, 0,406) (0,121, 0,394) (0,782, 0,948) 

3 ig Moy. 0,420 0,306 0,274  
  é-t 0,071 0,063 0,063  
  IC (0,276, 0,561) (0,192, 0,437) (0,161, 0,416)  
 nig Moy. 0,438 0,252 0,310 0,741 
  é-t 0,079 0,072 0,074 0,058 
  IC (0,283, 0,591) (0,116, 0,406) (0,186, 0,483) (0,607, 0,836) 

4 ig Moy. 0,448 0,263 0,288  
  é-t 0,089 0,075 0,081  
  IC (0,278, 0,620) (0,127, 0,424) (0,138, 0,468)  
 nig Moy. 0,430 0,261 0,308 0,874 
  é-t 0,10 0,086 0,091 0,046 
  IC (0,217, 0,619) (0,104, 0,453) (0,145, 0,517) (0,768, 0,948) 

 

Nota: Pour chaque moyenne de paramètre = moyenne a posteriori; 
é-t = écart-type a posteriori; 
IC = Intervalle crédible à 95 %.  

Enfin, dans le tableau 8, nous étudions les estimations de 
ijp~  pour les comtés individuels dont la moyenne globale 
jp~  figure dans le tableau 7. La situation est sensiblement la 

même que pour les .ijp  Cependant, nous observons que le 
premier exemple constitue une exception où l’intervalle 
crédible pour iδ  (0,459, 0,773) est presque entièrement du 
côté gauche de l’intervalle crédible pour δ~  (0,735, 0,801). 
Ainsi, on constate un rétrécissement considérable attribuable 
au nombre relativement important de non-répondants, 
14 dans le comté à l’égard des hommes blancs de 45 –.  
4.2 Modèles de régression logistique linéaire 
 et non linéaire  

Disons que ijlq  dénote la probabilité qu’un répondant du 
l 
ième (l = 1,  8) groupe âge-race-sexe dans le i 

ième comté 
appartienne au j 

ième niveau de l’IMC. (Nous ajoutons 
l’indice inférieur l aux ijp  pour dénoter les domaines). Soit 

=ijlv )}1(/{log 11 ∑∑ == − j
li

j
li δ δδ δ qq  j = 1, …, J – 1, nous 

prenons 

iijl ψα+μ−θ= /))(( lijv  (10) 

sous réserve des contraintes ,0,0 1
11 =θ=μ ∑∑ −

==
J
j ji i

c  
08

1 =α∑ =l l , et .0ln1 =ψ∑ =
c
i i  Les paramètres lj αμθ ,, i  

et iψ  ont des répartitions a posteriori dont les propriétés 
proviennent des répartitions a posteriori de ijlq . Chaque 
itération de l’algorithme MH donne une valeur pour ijlq  qui 
est utilisée en (10); on règle le problème de la régression 
non linéaire selon la méthode des moindres carrés en 
appliquant une méthode itérative pour obtenir les valeurs de 

lj αμθ ,, i  et iψ  (voir l’annexe 2). Nous pouvons 
également utiliser le modèle logistique linéaire qui est 
beaucoup plus simple dans le cadre duquel les valeurs de 

iψ  en (10) sont considérées comme étant égales à l’unité. 
Dans ce cas, les estimateurs des moindres carrés de ,jθ  

ii μϕ ,  et lα  existent en forme analytique fermée à la hième 
itération de l’algorithme MH. En particulier, pour ,0=ϕ i  
nous avons les estimations des moindres carrés =μ iˆ  

,... ..ivv − ,...ˆ,ˆ
.... ll vvv −=α=θ jj  où 

( )

cvv

Jvv

Jcvv

c
j

c

l

8/

,18/

,)1(8/...

1

8

1..

1

1

8

1..

1

1

1

8

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑ ∑

= =

=
= =

=
−
=

=

−=

−=

i l ijl

J

j l ijli

i

J

j ijl

 

et )1(/1
1
1.. −= ∑ ∑=

=
= Jcvv c

l i
J
j ijl . Le problème de la 

régression non linéaire selon la méthode du moindre carré 
est résolu au moyen d’une méthode itérative qui nous 
permet d’obtenir les valeurs de iij μϕθ ˆ,ˆ,ˆ  et lα̂ . 

Nous présentons les intervalles crédibles à 95 % pour 

21 , θθ  et 81 ...,, αα  qui s’appliquent au groupe des 
personnes les plus jeunes et les plus âgées selon le type de 
régression au tableau 9. Pour les points de découpage 

1, θθ j  comporte un effet négatif important comparati-
vement à 2θ . La mesure relative )4...,,1( =α ll  du groupe 
des personnes les plus jeunes donne un effet négatif, tandis 
que la mesure relative )8...,,5( =α ll  du groupe des 
personnes les plus âgées donne des effets positifs. Les 
intervalles crédibles à 95 % qui s’appliquent aux estimations 
linéaires et non linéaires sont en gros les mêmes. 

Nous établissons également un lien entre, d’une part, la 
probabilité de réponse ,1 ij

J
j iji p∑ = π=δ  et, d’autre part, la 

race et le sexe à partir de modèles de régression logistique 
linéaire et non linéaire qui visent le groupe des personnes les 
plus jeunes. Les intervalles crédibles à 95 % pour θ  et 

41 ...,, αα  qui s’appliquent au groupe des personnes les 
plus jeunes selon le type de régression sont illustrées au 
tableau 10. Les intervalles crédibles pour tous les lα  dans 
le cas du modèle non-linéaire sont moins importants que les 
intervalles dans le cas du modèle linéaire. Cependant, pour 
le modèle non-linéaire, l’intervalle crédible pour θ  est plus 
grand et à la droite de celui qui concerne le modèle linéaire. 
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Tableau 9 
Comparaison des intervalles crédibles à 95 % pour 21, θθ  et 

81 ...,, αα  pour les groupes des personnes les plus jeunes 
et les plus âgées selon le type de régression 

 

 Linéaire Non-linéaire 

1θ  (– 1,743, – 1,469) (– 1,731, – 1,466) 

2θ  (0,028, 0,196) (0,025, 0,193) 

1α  (– 1,167, – 0,751) (– 1,159, – 0,751) 

2α  (– 1,395, – 0,939) (– 1,385, – 0,937) 

3α  (– 1,127, – 0,723) (– 1,119, – 0,728) 

4α  (– 1,112, – 0,659) (– 1,103, – 0,658) 

5α  (1,198, 1,514) (1,188, 1,498) 

6α  (0,513, 0,689) (0,506, 0,685) 

7α  (0,715, 1,210) (0,725, 1,225) 

8α  (0,809, 1,310) (0,803, 1,300)  
Tableau 10 

Comparaison des intervalles crédibles à 95 % pour θ  et 41 ...,, αα  
concernant le groupe des personnes les plus jeunes  

selon le type de régression 
 

 Linéaire Non-linéaire 
θ  (1,455, 1,729) (1,664, 2,174) 

1α  (0,165, 0,592) (0,146, 0,523) 

2α  (– 0,535, 0,014) (– 0,467, 0,007) 

3α  (0,078, 0,546) (0,079, 0,484) 

4α  (– 0,704, – 0,165) (– 0,638, – 0,169) 

 
5. Une étude de simulation  

Nous décrivons une petite étude de simulation qui vise à 
évaluer le rendement de notre modèle multinomial de 
non-réponse non-ignorable. Nous mettons l’accent sur la 
probabilité de réponse. 

Nous utilisons les données observées auprès des 
jeunes hommes blancs afin d’obtenir les moyennes a 
posteriori de 321 ,, iii ppp  et ,1iπ 32 , ii ππ  pour chaque 
comté. Nous les considérons comme étant les valeurs 
vraies )(t  que nous dénotons par )(

3
)(

2
)(

1 ,, ttt ppp iii  et 
.,, )(

3
)(

2
)(

1
ttt

iii πππ  Ainsi, la vraie probabilité de réponse dans 
le iième comté est )(3

1
)()( t

j
tt

ijiji p π∑ ==δ  et la probabilité de 
réponse pondérée est  ∑∑ == δ=δ ctct nn 1

)(
1

)( /
~

i iii i . Dans nos 
exemples simulés, nous avons utilisé les in  comme pour 
les données sur l’IMC qui concernent les jeunes hommes 
blancs et nous avons conservé les )(tpij  fixes. Cependant, 
nous avons varié les ijπ  de la manière suivante. Nous 
avons conservé 1iπ  fixe à ,)(

1
t

iπ  et dénoté le vecteur des 
1iπ  par 1π . Les 34 valeurs des )(

1
t

iπ  varient de 0,73 à 
0,83. Puis, nous avons établi 12 απ=π  et 13 π=π b , où a, 
b = 0,8, 0,9, 1,0 (nous dénotons les vecteurs des 2iπ  et 
des 3iπ  par 1π  et 2π  respectivement). Ainsi, il y a neuf 
exemples simulés. 

Alors, pour chaque (a, b), nous avons produit des 
comptes pour une fonction de masse de probabilité 

multinomiale avec les probabilités ,,, 12
)(

21
)(

1 ππ tt pp iii  
)1(),1(, 12

)(
21

)(
113

)(
3 π−π−π ttt ppp iiii , .)1( 13

)(
3 π−tp i  

Nous dénotons ces dénombrements de cellules par ,1iy  

32132 ,,,, iiiii zzzyy  et le nombre de répondants est 
.3

1∑ == j yr iji  Par la suite, nous ajustons le modèle de 
non-réponse non-ignorable selon les données ci-dessus au 
moyen de l’échantilleur MH et nous obtenons les valeurs 
M = 1 000 ....,,1,),( )()( Mhhh =ijijp π  Pour chaque valeur, 
nous avons calculé ∑∑ == δ=δ cc hh nn 11

)()( /
~

i ii ii  où =δ )(h
i  

.)(3
1

)( hhp ijj ij π∑ =  
Au tableau 11, nous consignons les moyennes 

a posteriori, les écarts-types, les erreurs-types numériques 
(au moyen de la méthode des moyennes par lot) et 
l’intervalle crédible à 95 % pour la probabilité de réponse 
pour chaque choix de (a, b). Nous avons également calculé 

),|
~~

Pr( )( rytδ<δ  en comptant le nombre de )(~ hδ  qui sont 
aussi importants que )(~ tδ . Il y a défaillance du modèle si 
cette valeur est extrêmement élevée ou faible.  

Tableau 11 
Caractéristiques de la probabilité de réponse 

 

  3π  

2π  stat 1*8,0 π  1*9,0 π  1*0,1 π  

1*8,0 π  réel 0,690 0,719 0,748 
 moy. 0,712 0,739 0,764 
 é-t 0,016 0,015 0,014 
 é-t n. 0,0030 0,0031 0,0029 
 IC (0,678, 0,742) (0,708, 0,767) (0,734, 0,750) 
 prob. 0,082 0,095 0,135 

1*9,0 π  réel 0,706 0,735 0,764 
 moy. 0,710 0,742 0,776 
 é-t 0,017 0,016 0,014 
 é-t n. 0,0030 0,0031 0,0031 
 IC (0,673, 0,742) (0,712, 0,769) (0,745, 0,802) 
 prob. 0,377 0,303 0,210 

1*0,1 π  réel 0,722 0,751 0,780 
 moy. 0,726 0,758 0,784 
 é-t 0,017 0,015 0,015 
 é-t n. 0,0036 0,0036 0,0026 
 IC (0,693, 0,757) (0,725, 0,784) (0,750, 0,809) 
 prob. 0,399 0,318 0,380 

 

Note: moy. = moyenne a posteriori; 
  é-t = erreur-type; 
  é-t n. = erreur-type numérique; 
  IC = intervalle crédible à 95 %; 

 prob. = ),|
~~

Pr( )( rytδδ < ; les 34 valeurs de 1π  varient 
de 0,73 à 0,83. 

 
Nous avons représenté graphiquement les estimations des 

densités a posteriori de δ~  par les choix de a et b que nous 
avons obtenus au moyen de l’estimateur de densité kernel 
normal avec une fenêtre optimale d’après l’analyse des 
sorties de l’algorithme MH. Les densités sont unimodales, 
avec pointe et presque symétriques. En augmentant (a, b), 
c’est-à-dire en la faisant passer de (0,8, 0,8) à (1,0, 1,0), le 
mode des densités a posteriori augmente. 
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Dans le tableau 11, nous montrons que tous les 
intervalles crédibles renferment les valeurs réelles et que les 
moyennes a posteriori se rapprochent de la  valeur réelle 
dont l’écart le moins important concerne les cas de 
non-réponse ignorable. Les écarts-types sont très semblables 
dans les neuf exemples simulés. De plus, les erreurs-types 
numériques (é-t n.) sont faibles et semblables dans les neuf 
exemples simulés. Les estimations de ),|

~~
Pr( )( rytδ<δ  

varient de 0,30 à 0,40, sauf pour les cas de non-réponse dont 
il faut le plus tenir compte pour lesquels (a, b) = (0,8, 0,8) et 
(0,8, 0,9). Ainsi, le modèle donne d’assez bons résultats. 

 
6. Conclusion  

Nous avons décrit une méthode bayesienne qui permet 
d’analyser les données multinomiales dans le cas des petites 
régions en l’absence de non-réponse non-ignorable. Nous 
avons employé un modèle hiérarchique qui donne d’assez 
bons résultats. En fait, nous avons élargi le champ 
d’application de la méthode de Stasny (1991) dans deux 
directions : a) nous avons étudié les données multinomiales 
renfermant plus de deux cellules (binomiales) et b) nous 
avons effectué une analyse bayesienne complète. Les points 
a) et b) ont été appliqués aux petites régions. 

La méthode de Monte Carlo à chaînes de Markov nous a 
permis d’évaluer la structure complexe de l’estimation de la 
non-réponse multinomiale. D’après notre analyse empirique 
et notre étude de simulation, le modèle appliqué à ces 
données donne de bons résultats. Par conséquent, la 
méthode de l’estimation par ratio utilisée à l’heure actuelle 
dans la NHANES III peut être remplacée par notre méthode 
bayesienne vu que les caractéristiques des non-répondants 
peuvent différer de celles des répondants. En fait, l’appli-
cation de notre modèle aux données de la NHANES III 
montre que dans chaque comté, il y a des différences 
importantes dans les proportions de personnes aux trois 
niveaux de l’IMC selon l’âge et le sexe. Nous pouvons 
l’observer au tableau 1 où sont additionnés les dénombre-
ments des comtés. Cependant, nous avons obtenu une 
inférence (y compris la mesure de précision) pour chaque 
comté selon l’âge, la race et le sexe. 

Nous pouvons élargir le champ d’application de notre 
méthode de trois façons. D’abord, nous pouvons utiliser un 
modèle qui incorpore une mesure du degré non-ignorable de 
la non-réponse plutôt que seulement la dichotomie entre 
non-réponse ignorable et non-réponse non-ignorable. Puis, 
nous pouvons utiliser d’autres répartitions a priori (par 
exemple, le processus a priori de Dirichlet) pour modéliser 
l’hétérogénéité de la mise en grappes des régions plutôt que 
de présumer l’homogénéité des régions comme nous 
l’avons fait. Par ailleurs, on peut ajouter une quatrième étape 
à notre modèle de manière à tenir compte de la mise en 
grappes au sein des ménages, de même que la mise en 
grappes au sein des régions (comtés) dans la NHANES III. 
Il s’agit là de tâches très difficiles. 
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Annexe 1 

 
Échantilleurs Metropolis-Hastings 
 

Dans le cas du modèle de non-réponse ignorable, 
),( 11 τμ  et ),( 2121 τμ  sont des valeurs indépendantes a 
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où ),( 11 τμp  et ),( 2121 τμp  constituent les répartitions a 
priori. On peut obtenir des échantillons de (A.1) et (A.2) au 
moyen de l’algorithme MH de Nandram (1998).  

Dans le cas du modèle de non-réponse non-ignorable, il 
est approprié de s’appuyer sur z pour obtenir 
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où  Jjpp jj ...,,1),,(),,( 4433 =τμτμ   constituent  les 
répartitions a priori. Étant donné z, (A.3) et (A.4) sont des 
valeurs indépendantes avec 
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Nous avons exécuté l’échantilleur MH en établissant un 
écart aléatoire à partir de chacune des valeurs de (A.3), 
(A.4) et (A.5). Il est facile de prélever un écart aléatoire à 
partir de (A.5). Nous avons obtenu des échantillons de 
chacune des valeurs de (A.3), (A.4) et (A.5) au moyen de 
l’algorithme MH de Nandram (1998). 

 
Annexe 2  

Estimations de la regression non linéaire selon la 
méthode des moindres carrés  
Soit 
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Les valeurs de ijlv  sont obtenues pour chaque itération 
d’après l’échantilleur Metropolis-Hastings. Pour régler le 
problème que pose la régression non linéaire selon la 
méthode des moindres carrés, nous avons minimisé 
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À partir de ces paramètres, nous avons prélevé les valeurs 
de ijlq  selon un algorithme MH. En outre, nous réglons le 
problème de la régression non linéaire selon la méthode des 
moindres carrés en appliquant la méthode itérative qui nous 
permet d’obtenir les valeurs de iji μθϕ ,,  et lα . Soit 
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où )(hqisl  dénote la valeur islq  à la h 
ième itération de l’algo-

rithme MH. Puis, nous minimisons (A.l) sous réserve des 
contraintes susmentionnées à la h 

ième itération pour obtenir 
)()()( ,, hh

j
h

ii μθϕ  et )(h
lα . Ces itérations nous donnent une 

estimation des répartitions a posteriori de ii μθϕ ,, j  et .lα  
Il y a convergence dans le cas de notre application dans 
moins de 10 itérations. 
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