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Résumé 
Lorsque le mécanisme de réponse dans une enquête dépend d’une variable d’intérêt mesurée dans cette même enquête et qui 
n’est observée que pour une partie de l’échantillon seulement, on dit qu’on est en présence de non­réponse non­ignorable. 
Dans une telle situation, ne pas tenir compte de la non­réponse peut engendrer un biais important dans l’estimation d’une 
moyenne ou d’un total. Pour contrer ce problème, on peut modéliser conjointement le mécanisme de réponse et la variable 
d’intérêt et effectuer l’estimation par la méthode du maximum de vraisemblance. La critique principale de cette méthode est 
que  l’estimation  par  la  méthode  du  maximum  de  vraisemblance  est  basée  sur  l’hypothèse  difficilement  vérifiable  de 
normalité des erreurs pour le modèle impliquant la variable d’intérêt. Dans cet article, on propose une méthode d’estimation 
robuste par rapport à l’hypothèse de normalité puisqu’elle est construite de telle sorte qu’elle n’exige pas de spécifier la 
distribution des  erreurs.  La méthode  est  évaluée  au moyen  de  simulations  de Monte Carlo. On propose  également  une 
méthode simple permettant de vérifier la validité de l’hypothèse de normalité des erreurs quand la non­réponse n’est pas 
ignorable. 
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1.  Introduction 

Lorsque  le  mécanisme  de  réponse  dans  une  enquête 
dépend  d’une  variable  d’intérêt  mesurée  dans  cette  même 
enquête  et  qui  n’est  observée  que  pour  une  partie  de 
l’échantillon  seulement,  on  dit  qu’on  est  en  présence  de 
non­réponse non­ignorable. Par exemple, lorsqu’on mesure 
le revenu, il peut être réaliste de supposer que les personnes 
ayant un  faible revenu ont moins tendance à répondre que 
les  personnes  ayant  un  revenu  élevé  ou  vice­versa.  Le 
lecteur est renvoyé à Little (1982) pour une définition for­ 
melle  du concept  de non­réponse  non­ignorable. Dans une 
telle  situation,  ne  pas  tenir  compte  de  la  non­réponse  peut 
engendrer  un  biais  important  dans  l’estimation  d’une 
moyenne ou d’un total. Pour contrer ce problème, on peut 
modéliser  conjointement  le  mécanisme  de  réponse  et  la 
variable  d’intérêt,  effectuer  l’estimation  par  la méthode  du 
maximum  de  vraisemblance  comme,  entre  autres,  dans 
Greenlees, Reece et Zieschang (1982) et imputer les valeurs 
manquantes. La critique principale de cette méthode est que 
l’estimation par la méthode du maximum de vraisemblance 
est  basée  sur  l’hypothèse  difficilement  vérifiable  de 
normalité des erreurs pour le modèle impliquant la variable 
d’intérêt. 

Rancourt, Lee et Särndal (1994) présentent des facteurs 
de correction simples pour réduire  le biais engendré par  la 
non­réponse qui n’est pas ignorable sans recourir à l’hypo­ 
thèse  de  normalité  et  sans  modèle  pour  le  mécanisme  de 
réponse. Ces facteurs de correction ne sont toutefois dispo­ 
nibles que pour l’imputation par le quotient. 

Dans  cet  article,  on  propose  une  méthode  d’estimation 
robuste  par  rapport  à  l’hypothèse  de  normalité  puisqu’elle 
est construite de telle sorte qu’elle n’exige pas de spécifier la 

distribution des erreurs. On propose également une méthode 
simple  permettant  de  vérifier  la  validité  de  l’hypothèse de 
normalité  des  erreurs  quand  la  non­réponse  n’est  pas 
ignorable. 

À la deuxième section, on définit le problème et on intro­ 
duit un peu de notation. La troisième section sert à présenter 
différents estimateurs de la moyenne d’une population sous 
différentes hypothèses concernant le mécanisme de réponse 
et  la  distribution  des  données. À  la  quatrième  section,  on 
présente  la  méthode  d’estimation  proposée  quand  la  non­ 
réponse  n’est  pas  ignorable.  La  cinquième  section  sert  à 
décrire les résultats d’une étude de simulation permettant de 
comparer les différents estimateurs décrits aux deux sections 
précédentes.  Finalement,  la  dernière  section  contient  une 
brève discussion. 

2.  Notation 

Dans ce qui va suivre, on tente d’estimer la moyenne de 
la  variable  Y  pour  une  certaine  population  . P  Pour  y 
arriver, on sélectionne un échantillon  S  et la variable Y  est 
observée  pour  une  partie  de  l’échantillon  seulement. 
L’échantillon des répondants est noté  R  et l’échantillon des 
non­répondants est noté  . O  On suppose qu’on dispose d’au 
moins  une  variable  observée  pour  toutes  les  unités  de 
l’échantillon et corrélée avec  . Y 

L’estimateur de la moyenne,  / , i P  i Y N ∈ ∑ µ =  où  N  est 
la taille de la population, peut être obtenu en pondérant les 
unités répondantes : 

, 

, 

, i R i i i R 
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où  i w  sont  les  poids  d’échantillonnage  correspondant  à 
l’inverse  de  la  probabilité  de  sélection  et  , R i w ∗  sont  des 
poids correspondant à l’inverse de la probabilité de réponse 
estimée. Un autre estimateur de la moyenne peut être obtenu 
en imputant les valeurs manquantes : 

, i i i i i R i O 
I 

i i S 

w Y w Y 
w 

∗ 
∗ ∈ ∈ 

∈ 

+ 
µ = ∑ ∑ 

∑  (2.2) 

où  les  i Y 
∗  sont  des  valeurs  imputées  pour  les  unités  non­ 

répondantes. 
Pour des  raisons de  simplicité,  on  va  supposer,  dans  ce 

qui va suivre, que les poids d’échantillonnage sont constants 
pour  toutes  les  unités  de  la  population.  Ainsi,  on  peut 
éliminer  i w  des équations  (2.1)  et  (2.2). On va aussi  sup­ 
poser  qu’on  ne  dispose  que  d’une  seule  variable  observée 
pour  toutes  les  unités  de  l’échantillon.  Cette  variable  sera 
notée  . X 

3.  Méthodes d’estimation courantes 

Cette section est consacrée à développer les expressions 
(2.1)  et  (2.2)  sous  différentes  hypothèses  concernant  le 
mécanisme  de  réponse  et  la  distribution  des  données  et  à 
décrire des méthodes d’estimation appropriées. À la section 
(3.1), on suppose un mécanisme de réponse uniforme, à  la 
section  (3.2),  on  suppose  un  mécanisme  de  réponse  qui 
dépend  de  X  et  à  la  section  (3.3),  on  suppose  un 
mécanisme de réponse qui dépend de  . Y  Les mécanismes 
de  réponse  des  sections  (3.1)  et  (3.2)  sont  ignorables alors 
que celui de la section (3.3) n’est pas ignorable. 

3.1  Mécanisme de réponse uniforme 

Sous l’hypothèse d’un mécanisme de réponse uniforme, 
toutes les unités de l’échantillon ont la même probabilité de 
réponse. L’estimateur (2.1) devient alors : 

,  , i i R 
P U 

R 

Y 
n 

∗ ∈ µ = ∑  (3.1) 

où  R n  est le nombre total de répondants. Cet estimateur est 
le même que celui qu’on aurait  obtenu en  utilisant  l’équa­ 
tion (2.2) et en imputant la moyenne des répondants à tous 
les non­répondants. 

3.2  Mécanisme de réponse qui dépend de  X 

Lorsque le mécanisme de réponse dépend de la variable 
X  (qui  est  corrélée  avec  ), Y  l’estimateur  (3.1)  peut  être 
fortement  biaisé.  Il  est  alors  préférable  d’utiliser  cette 
variable  comme  information  supplémentaire  pour  l’esti­ 
mation de la moyenne  . µ 

L’estimateur (2.1) peut être obtenu en substituant  , 1/  R i w ∗ 

par  la  probabilité  de  réponse  estimée  au  moyen  d’une 
régression  logistique.  Un  modèle  est  donc  requis  pour  la 

probabilité  de  réponse.  Si  on  ne  dispose  que  d’une  seule 
variable ( ) X  observée  pour  toutes  les  unités  de  l’échan­ 
tillon, ce modèle peut s’écrire : 

0 1 

1 ( 1 | ) , 1 exp[ ( )] i i 
i 

P R X  X = = 
+ − α + α 

où  0 α  et  1 α  sont des paramètres à estimer (par la méthode 
du maximum de vraisemblance, par exemple) et  i R  est une 
variable dichotomique qui égale 1 si  l’unité  i  répond et 0 
sinon.  L’estimateur  de  la  moyenne  obtenu  de  cette  façon 
sera noté  ,  . P X 

∗ µ 
Si  on  préfère  plutôt  utiliser  l’estimateur  (2.2),  on  peut 

imputer  les  valeurs  manquantes  en  se  servant  du  modèle 
suivant : 

0 1  , i i i Y X = β + β + ε  (3.2) 

où  0 β  et  1 β  sont  des  paramètres  inconnus  et  i ε  est  un 
terme d’erreur aléatoire de moyenne nulle non corrélé avec 
les  . i X  Les  valeurs  imputées  sont  données  par : 

0 1  , i i Y B B X ∗ ∗ ∗ = +  où  0 B 
∗  et  1 B 

∗  sont  des  estimations 
(obtenues par la méthode des moindres carrés au moyen des 
unités répondantes) de  0 B  et  1 B  qui sont  elles­mêmes des 
estimations  de  0 β  et  1 . β  En  fait,  0 B  et  1 B  sont  les 
estimations  que  l’on  aurait  obtenues  (par  la  méthode  des 
moindres  carrés)  si  on  avait  observé  toutes  les  unités  de 
l’échantillon  . S  L’estimateur  obtenu  de  cette  façon  sera 
noté  ,  . I X 

∗ µ  Il  est  à  noter  que  tous  les  modèles  considérés 
dans  ce  document  sont  supposés  valides  pour  toutes  les 
unités de l’échantillon  . S 

On  pourrait  également  ajouter  un  résidu  aux  valeurs 
imputées  dans  le  but  de  mieux  estimer  la  variance  due  à 
l’échantillonnage  (voir,  par  exemple,  Gagnon,  Lee, 
Rancourt  et  Särndal  1996).  Cependant,  cette  technique  ne 
permet  toujours  pas  d’estimer  la  variance  due  à  l’imputa­ 
tion. De plus, elle a tendance à produire des estimations de 
la moyenne moins précises que si l’on n’avait pas ajouté de 
résidus. Comme  l’objet  du  présent  article  ne  porte  pas  sur 
l’estimation de la variance, on a choisi de ne pas ajouter de 
résidus  aux  valeurs  imputées.  Ceci  comporte  également 
l’avantage de simplifier le calcul de  ,  . I X 

∗ µ 

3.3  Mécanisme de réponse qui dépend de Y 
Tous  les  estimateurs  de  la  moyenne  présentés  jusqu’à 

maintenant peuvent être fortement biaisés lorsque le méca­ 
nisme  de  réponse  dépend  de  Y  (mécanisme  de  réponse 
non­ignorable). Pour un tel mécanisme de réponse, on peut 
modéliser la probabilité de réponse de la façon suivante : 

0 1 

1 ( 1 | ) . 1 exp[ ( )] i i 
i 

P R Y  Y = = 
+ − α + α  (3.3) 

Puisque  la  variable  Y  n’est  observée  que  pour  les  unités 
répondantes, il est impossible d’obtenir une estimation pour
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0 α  et  1 α  par  la méthode du maximum de vraisemblance. 
On  peut  aussi  utiliser  le  modèle  (3.2).  Cependant,  les 
estimations des paramètres ne seront pas convergentes parce 
que  E( | 1) i i R ε =  et  E( | 1) i i i X R ε =  ne  sont  pas  nulles. 
Même  si  on  disposait  d’estimations  convergentes,  on  ne 
pourrait  pas  imputer  les  valeurs  manquantes  de  la  façon 
décrite  à  la  section  (3.2)  puisque  E( | i i Y R = 0, )i X ≠ 
0 1  i X β + β  (Greenlees,  Reece  et  Zieschang  1982).  Par 

exemple,  si  la  probabilité  de  réponse  est  corrélée positive­ 
ment avec la variable d’intérêt Y  alors, pour une valeur de 
X  donnée,  la  moyenne  des  unités  non­répondantes  sera 
inférieure  à  celle  des  unités  répondantes  et  sera  donc 
inférieure  à  la  moyenne  de  toutes  les  unités  réunies.  Un 
raisonnement  similaire  peut  être  fait  si  la  probabilité  de 
réponse est corrélée négativement avec la variable d’intérêt. 
On peut d’ailleurs montrer que 

0 1 
cov ( , ( )| ) E ( | 0, ) , 1 E ( ( ) | ) 

i i i 
i i i i 

i i 

Y p Y X Y R X X  p Y X = = β + β − − 

où  ( ) ( 1 | ). i i i p Y P R Y = = 
Les deux approches de la section (3.2) ne sont donc pas 

valides  lorsque  le  mécanisme  de  réponse  n’est  pas  igno­ 
rable. Dans une telle situation, une meilleure approche con­ 
siste  à  estimer  simultanément  les  paramètres  des  modèles 
(3.2)  et  (3.3). La méthode  du maximum de  vraisemblance 
peut être utilisée à cette fin. Cette méthode requiert cepen­ 
dant  l’hypothèse  supplémentaire  que  les  erreurs  i ε  soient 
normalement  distribuées  (ou  toute  autre  distribution  perti­ 
nente pour le type de données à analyser), aient une variance 
constante  2 σ  et  soient  indépendantes  entre  elles.  Le 
logarithme  naturel  de  la  fonction  de  vraisemblance  l  peut 
être écrit : 

1n[ ( ) ( )] 

1n[1 E ( ( ) | )], 
i i i i R 

i i i O 

l p Y f Y X 

p Y X 
∈ 

∈ 

= 

+ − 

∑ 
∑  (3.4) 

où  ( | ) i i f Y X  est la fonction de densité de probabilité d’une 
loi normale de moyenne  0 1  i X β + β  et de variance  2 . σ  La 
méthode du maximum de vraisemblance consiste à trouver 
les valeurs des paramètres qui maximisent  . l  Pour effectuer 
la  maximisation,  on  doit  être  en  mesure  d’approximer 
E( ( ) | ). i i p Y X  On peut  y  arriver  en  utilisant  une méthode 
d’intégration  numérique  comme  dans Greenlees,  Reece  et 
Zieschang  (1982). Dans  cet  article,  on  a  plutôt  opté  pour 
l’approximation suivante (Zeger, Liang et Albert 1988) : 

0 1 0 1 

1 E ( ( ) | ) , 1 exp{ [ ( )]} i i 
i 

p Y X  k X ≈ 
+ − α + α β + β  (3.5) 

où  2 2 2 
1 1/ 1 k c = σ α +  et  16 3 /15 . c = π  Cette approxi­ 

mation  est  basée  sur  l’hypothèse  que  les  erreurs  sont 
normalement distribuées et ont une variance constante. On a 
préféré  cette  approximation  à  une  méthode  d’intégration 
numérique  parce  qu’elle  est  plus  simple  et  plus  rapide  du 
point  de  vue  informatique,  ce  qui  est  un  avantage  devant 

être sérieusement considéré avant d’entreprendre une étude 
de simulation. Finalement, on a effectué la maximisation de 
l’équation (3.4) à l’aide de l’algorithme Newton­Raphson et 
de  la procédure NLIN du  logiciel SAS  (SAS  Institute  Inc. 
1990). 

Une  fois  que  les  paramètres  des  modèles  (3.2)  et  (3.3) 
sont  estimés,  on  peut  choisir  l’estimateur  de  la  moyenne 
(2.1) ou (2.2). L’estimateur (2.1)  est obtenu en remplaçant 

, R i w ∗  par 1/ ( ), i p Y ∗  où  ( )i p Y ∗  est la probabilité de réponse 
estimée.  Cet  estimateur  sera  noté  , ,  . P Y ML 

∗ µ  L’estimateur 
(2.2) peut  être  obtenu en  déterminant  les  valeurs  imputées 
i Y 
∗  de  telle  sorte  qu’on  minimise  2 

i S  i e ∈ ∑  et  que  les 
contraintes  0 i S  i e ∈ ∑ =  et  0 i S  i i e X ∈ ∑ =  soient respectées, 
où  0 1  , i i i e Y X ∗ ∗ = − β − β  pour  0 ,  i i i R e Y ∗ ∗ ∈ = − β − 
1  , i X 
∗ β  pour  , i O ∈  et  0 

∗ β  et  1 
∗ β  sont les estimations de  0 β 

et  1 β  respectivement.  L’estimateur  de  la  moyenne  peut 
alors  s’écrire :  , , 0 1  / , i S I Y ML i X n ∗ ∗ ∗ 

∈ ∑ µ = β + β  où  n  est  la 
taille de l’échantillon  . S  La logique derrière cette approche 
est  que  les  deux  contraintes  précédentes  auraient  été 
respectées si on avait observé la variable Y  pour toutes les 
unités de l’échantillon et qu’on avait modélisé cette variable 
à l’aide du modèle (3.2). 

4.  Méthode d’estimation proposée 

Cette section sert à décrire la méthode d’estimation pro­ 
posée pour un mécanisme de réponse non­ignorable (section 
4.1)  de  même  qu’une  méthode  graphique  (section  4.2) 
permettant de vérifier  l’hypothèse de normalité des erreurs 
du modèle (3.2). 

4.1  Méthode d’estimation pour un mécanisme de 
réponse qui dépend de Y 

La  méthode  du  maximum  de  vraisemblance  est  valide 
quand  les  erreurs  sont  normalement  distribuées  et  ont  la 
même  variance.  Lorsque  cette  hypothèse  est  violée,  il  est 
préférable  de  recourir  à  une  méthode  d’estimation  plus 
robuste. 

Si  les  probabilités  de  réponse  ( )i p Y  étaient  connues  et 
supérieures  à  zéro  pour  toutes  les  unités  de  l’échantillon, 
alors une méthode d’estimation robuste (autant par rapport à 
l’hypothèse  de  normalité  des  erreurs  que  par  rapport  au 
modèle 3.2)  consisterait à minimiser  la somme des erreurs 
au carré pondérées par l’inverse de la probabilité de réponse 
( ). i p Y  Cette  minimisation  est  équivalente  à  résoudre  le 

système d’équations 

0 1 
1  ( ) 0, 1, 2, ( )  i i ik i R 
i 
Y X Z k p Y ∈ 
− β − β = = ∑  (4.1) 

où  1  1 i Z =  et  2  . i i Z X =  Cette  approche  est  considérée 
robuste  par  rapport  à  l’hypothèse  de  normalité  puisque  la 
méthode  des  moindres  carrés  n’exige  pas  de  spécifier  la 
distribution des erreurs. Le fait de pondérer par l’inverse de
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la  probabilité  de  réponse  procure  également  une  certaine 
robustesse  par  rapport  au  modèle  (3.2).  En  effet,  les  esti­ 
mateurs  0 

∗ β  et  1 
∗ β  obtenus au moyen de l’équation (4.1) sont 

convergents par rapport au mécanisme de réponse pour  0 β 
et  1 β  (qui sont les estimateurs de  0 β  et  1 β  que l’on aurait 
obtenus s’il n’y avait pas eu de non­réponse) peu importe la 
validité  du  modèle.  Le  lecteur  est  renvoyé  à  Särndal, 
Swensson et Wretman (1992, page 519) pour un argument 
similaire, à l’exception qu’il est question du mécanisme de 
sélection de l’échantillon et non du mécanisme de réponse. 

De  même,  si  la  fonction  de  densité  de  probabilité 
( | ) i i f Y X  était connue (pas nécessairement normale mais 

ne doit pas dépendre des paramètres du modèle 3.3), alors 
on  pourrait  estimer  les  paramètres  0 α  et  1 α  du  modèle 
(3.3)  par  la  méthode  du  maximum  de  vraisemblance,  par 
exemple, et résoudre le système d’équations 

1n[ ( )] 

1n[1 E ( ( ) | )] 0, 

i i R 
k 

i i i O 
k 

p Y 

p Y X 

∈ 

∈ 

∂
∂α 

∂ + − = ∂α 

∑ 

∑  (4.2) 

pour  0 k =  et  1. k = 
Ainsi,  les  estimations  des  paramètres  0 1 0 , , β β α  et  1 α 

sont  obtenues  en  résolvant  les  équations  d’estimation  non 
biaisées (4.1) et (4.2). Un algorithme qui permet de trouver 
la solution consiste à résoudre alternativement les systèmes 
d’équation (4.1) et (4.2) jusqu’à ce que la convergence soit 
atteinte.  Pour  cela,  il  faut  être  en  mesure  de  calculer 
E( ( ) | ) i i p Y X  dans  l’équation  (4.2).  Cette  dernière  espé­ 
rance  requiert  toutefois  de  connaître  la  distribution  des 
erreurs  i ε  qui  est  vraisemblablement  inconnue. Pour  faire 
face  à  ce  problème,  on  doit  utiliser  une  approximation  et 
plusieurs  peuvent  être  envisagées,  dont  l’approximation 
(3.5).  Il  serait  également  possible  de  développer  une 
stratégie  basée  sur  la méthode  du  bootstrap  en  choisissant 
les  unités  répondantes  proportionnellement  à  l’inverse  de 
leur  probabilité  de  réponse.  Cependant,  cette  méthode 
requiert  un  temps  d’exécution  important  du  point  de  vue 
informatique et ne sera pas considérée dans ce qui va suivre. 
Dans  cet  article,  on  a  plutôt  opté  pour  l’approximation 
suivante obtenue en linéarisant  ( )i p Y  au moyen d’une série 
de  Taylor  évaluée  au  point  E( | ) i i Y X  et  en  prenant 
l’espérance des deux premiers termes de cette série : 

0 1 E( ( ) | ) (E ( | )) ( ). i i i i i p Y X p Y X p X ≈ = β + β  (4.3) 

Il  est  à  noter  que  l’espérance  du  deuxième  terme  de  la 
série  est  nulle. Cette  approximation  possède  l’avantage  de 
n’exiger  que  le  premier  moment  de  la  distribution  de  i Y 
conditionnelle à  . i X  En ce sens, elle devrait être robuste par 
rapport à l’hypothèse de normalité des erreurs puisqu’elle ne 
requiert  pas  de  spécifier  la  distribution  des  erreurs.  Bien 
entendu, si la distribution des erreurs est connue ou peut être 
bien  estimée,  il  est  possible  de  trouver  de  meilleures 
approximations que (4.3) quoique, dans ce cas, il puisse être 

préférable  d’utiliser  la méthode  du maximum  de  vraisem­ 
blance. 

Une autre propriété intéressante de l’approximation (4.3) 
est  que  résoudre  alternativement  les  systèmes  d’équations 
(4.1)  et  (4.2)  peut  être  obtenu  au  moyen  de  l’algorithme 
suivant : 

1.  déterminer des valeurs initiales pour  les probabilités 
de  réponse  (ou  pour  les  paramètres  0 α  et  1 ), α  par 
exemple  poser  (0) ( ) 1 i p Y =  pour  toutes  les  unités 
répondantes; 

2.  poser  1, j =  où  j  indique le nombre d’itérations; 
3.  résoudre  le  système d’équations (4.1) au moyen des 

estimations  courantes  des  probabilités  de  réponse, 
( 1) ( ) , j 

i p Y −  en  utilisant  une  procédure  de  régression 
pondérée pour ainsi obtenir  ( ) 

0 
j β  et  ( ) 

1  ; 
j β 

4.  imputer  les  valeurs  manquantes  par  ( ) ( ) 
0 

j j 
i Y = β + 

( ) 
1 
j 

i X β  pour  ; i O ∈ 
5.  résoudre le système d’équations (4.2) en utilisant une 

procédure  de  régression  logistique  pour  obtenir 
( ) ( ) ; j 

i p Y 
6.  arrêter  si  la  convergence  est  atteinte,  sinon  poser 

1 j j = +  et retourner à l’étape 3. 

Il suffit donc uniquement de disposer d’une procédure de 
régression linéaire et d’une procédure de régression logisti­ 
que  pour  obtenir  les  estimations  désirées. En  pratique,  cet 
algorithme est très efficace pour trouver la solution quoique, 
dans  certains  cas,  il  puisse  prendre  beaucoup  d’itérations 
avant de converger. En fait, il a convergé dans tous les cas 
où il a été utilisé. Il est également à noter que cet algorithme 
possède  certaines  ressemblances  avec  l’algorithme EM  de 
Dempster, Laird et Rubin (1977), à l’exception qu’ici on ne 
maximise pas une fonction de vraisemblance. 

Dans les simulations de la prochaine section, on a plutôt 
opté pour l’algorithme Newton­Raphson qui est plus rapide 
à converger. Cependant, on a dû avoir recours à l’algorithme 
ci­haut  pour  les  quelques  cas  pour  lequel  l’algorithme 
Newton­Raphson a éprouvé des problèmes de convergence. 

L’algorithme  proposé  pourrait  s’avérer  très  utile  pour 
fournir des valeurs  initiales à un algorithme plus rapide tel 
que  l’algorithme  Newton­Raphson.  Il  suffirait  d’utiliser 
l’algorithme  proposé  avec  un  critère  de  convergence  peu 
sévère de telle sorte qu’après quelques itérations seulement, 
il  puisse  fournir  des  valeurs  initiales  suffisamment  bonnes 
pour  assurer  la  convergence  de  l’algorithme  Newton­ 
Raphson.  Dans  un  autre  contexte,  Beaumont  et  Demnati 
(1998) utilisent une approche similaire qui consiste à com­ 
mencer le processus itératif avec un algorithme de type EM 
pour  ensuite  fournir  des  valeurs  initiales  à  un  algorithme 
plus rapide de type Newton­Raphson.  Ils montrent  empiri­ 
quement  que  la  combinaison  de  ces  deux  algorithmes 
fournit  un  bon  compromis  entre  le  temps  d’exécution  et 
l’efficacité pour trouver la solution.
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Comme à la section (3.3), une fois que les paramètres des 
modèles  (3.2)  et  (3.3)  sont  estimés,  on  peut  choisir  l’esti­ 
mateur de  la moyenne  (2.1) ou  (2.2). L’estimateur  (2.1)  est 
obtenu en  remplaçant  , R i w ∗  par  1/ ( ), i p Y ∗  où  ( )i p Y ∗  est  la 
probabilité  de  réponse  estimée.  Cet  estimateur  sera  noté 

, ,  . P Y ROB 
∗ µ  L’estimateur (2.2) est également obtenu comme à 

la  section (3.3)  en  déterminant  les  valeurs  imputées  i Y 
∗  de 

telle  sorte  qu’on  minimise  2 
i S  i e ∈ ∑  et  que  les  contraintes 

0 i S  i e ∈ ∑ =  et  i S  i i e X ∈ ∑ = 0  soient  respectées,  où 
0 1  , i i i e Y B B X ∗ ∗ = − −  pour  , i R ∈  et  0 i i e Y B ∗ ∗ = − − 

1  , i B X ∗  pour  . i O ∈  Cet  estimateur  sera  noté  , ,  . I Y ROB 
∗ µ  La 

qualité de ces deux estimateurs de la moyenne dépendra en 
grande partie de la validité des modèles (3.2) et (3.3) et de la 
qualité de l’approximation (4.3). 

Une modification de l’étape (5) de l’algorithme présenté 
dans cette section a été proposée dans Beaumont (1999). Les 
résultats  d’une  étude  de  simulation  montrent  que  cette 
modification  donne  des  résultats  légèrement  supérieurs  à 
ceux  obtenus  au  moyen  de  la  méthode  proposée  dans  cet 
article. Cependant, cela ne revient plus à utiliser la méthode 
du maximum de vraisemblance pour estimer les paramètres 
du modèle (3.3) étant donné que  ( | ) i i f Y X  est connue et on 
ne peut plus utiliser une procédure de régression logistique à 
l’étape  (5).  Il  faut  toutefois  mentionner  qu’il  n’est  pas 
absolument  obligatoire  d’avoir  recours  à  la  méthode  du 
maximum de vraisemblance pour estimer  0 α  et  1 , α  même 
si c’est la méthode qui a été privilégiée dans cet article. 

4.2  Vérification de l’hypothèse de normalité des 
erreurs 

Dans le but d’utiliser  la méthode du maximum de vrai­ 
semblance,  on  peut être  intéressé à vérifier  l’hypothèse  de 
normalité  des  erreurs  (ou  plutôt  l’hypothèse  de  normalité 
des  résidus  puisque  les  erreurs  ne  sont  pas  observées). 
Lorsqu’il n’y a pas de non­réponse, une méthode classique 
(D’Agostino 1986, page 25, équation 2.11) consiste à faire 
le  graphique  de  1 [ ( )] n i F e − Φ  en  fonction  des  résidus  , i e 
pour  , i S ∈  où  (.) Φ  est  la  fonction  de  répartition  d’une 
variable  aléatoire  suivant  la  loi  normale  standard  et  (.) n F 
est la fonction de répartition empirique. Lorsque les erreurs 
sont  normalement  distribuées,  les  points  de  ce  graphique 
devraient à peu près s’aligner le long d’une droite de pente 
1/σ passant par l’origine. 
En  présence  de  non­réponse,  on  peut  utiliser  la  même 

technique qu’au paragraphe précédent mais on doit estimer 
la  fonction  de  répartion  empirique  au  moyen  des  unités 
répondantes.  Puisque  les  unités  de  l’échantillon  répondent 
avec probabilités inégales, la fonction de répartition empiri­ 
que  estimée  peut  être  donnée  par  (Särndal,  Swensson  et 
Wretman 1992, page 199) : 

: et  1/ ( ) 
( ) . 

1/ ( ) 
j i 

j j j R e e 
n i 

j j R 

p Y 
F e 

p Y 

∗ 
∈ ≤ ∗ 

∗ 
∈ 

= 
∑ 
∑ 

Il est à noter que, dans cette dernière équation, les probabi­ 
lités de réponse sont estimées contrairement à la formule de 

Särndal, Swensson et Wretman dans laquelle les probabilités 
de sélection sont connues. Ainsi, on peut vérifier l’hypothèse 
de  normalité  des  erreurs  en  faisant  le  graphique  de 

1 [ ( )] n i F e − ∗ Φ  en  fonction des  résidus  , i e  pour  . i R ∈  Cette 
méthode  sera  valide  à  condition  que  * ( ) n i F e  estime 
correctement  ( ), n i F e  ce qui est le cas lorsque les probabilités 
de  réponse  sont  correctement  estimées.  Lorsque  la  non­ 
réponse  est  non­ignorable  et  qu’on  se  sert  de  la  méthode 
d’estimation  proposée  dans  cet  article,  les  probabilités  de 
réponse devraient  être bien estimées  si  les modèles  (3.2)  et 
(3.3) sont appropriés de même que l’approximation (4.3). 

5.  Étude de simulation 
Afin de comparer les estimateurs de la moyenne présentés 

aux  deux  sections  précédentes,  on  a  effectué  une  étude  de 
simulation. On a simulé 4 populations de taille 1 000 selon le 
modèle (3.2) avec  0  2 β =  et  1  3. β =  Les variables aléatoires 

i X  sont  indépendantes  entre  elles  et  suivent  la  loi 
exponentielle  de  moyenne  1. Les  erreurs  i ε  sont  indépen­ 
dantes entre elles, ne sont pas corrélées avec les  i X  et sont de 
moyenne nulle et de variance  2 . σ  Deux populations ont leurs 
erreurs suivant la loi normale  ( ~ i ε 

2 Nor (0, )) σ  et les deux 
autres  ont  leurs  erreurs  suivant  la  loi  exponentielle  de 
moyenne σ  recentrée à  0( ~ i ε  Exp( ) ). σ − σ  Pour chacune 
de ces distributions,  une  population a  l’écart­type σ  égal à 
1,5 correspondant à un coefficient de corrélation (entre  X  et 
) Y  au carré de 80%  2 ( 80 %) R =  et  l’autre a  l’écart­type 

égal à 3 correspondant à un coefficient de corrélation au carré 
de 50 %  2 (R = 50 %). 

Pour chaque population, on a simulé 1 000 échantillons de 
répondants  selon  le modèle  (3.3)  avec  1  0,5. α =  Le  para­ 
mètre  0 α  est  déterminé  séparément  pour  chacune  des  4 
populations de telle sorte que le taux de réponse moyen soit 
de 70 %. Ce paramètre varie entre ­1,185 et ­0,958. Il est à 
noter qu’on  effectue  ici  un  recensement  ( 1 000). n N = = 
Ceci a l’avantage de se concentrer seulement sur l’erreur due 
à la non­réponse puisqu’il n’y a aucune erreur due à l’échan­ 
tillonnage. De plus, le fait de générer des populations de taille 
relativement  grande  (1 000)  permet  de mettre  surtout  l’em­ 
phase sur le biais des estimateurs plutôt que sur leur variance 
puisque la variance devrait diminuer à mesure que la taille de 
population augmente (pour un taux de réponse moyen fixe). 

Pour  chacun  des  1 000 échantillons  de  répondants,  on  a 
calculé  les  7  estimations  de  la  moyenne  décrites  aux  deux 
sections  précédentes.  On  a  ensuite  calculé,  pour  chaque 
population,  la  moyenne  et  la  variance  de  ces  1 000 
estimations, notées ∗ µ  et  * 

2 S 
µ  respectivement. Finalement, on 

a  calculé  une  estimation  du  biais  relatif  (exprimé  en 
pourcentage),  BR ∗ = [( ) / ] 100 %, ∗ µ − µ µ ×  une  esti­ 
mation  de  l’erreur­type  associée  à  ce  biais  relatif, 
ET ∗ =  * 

2 (100 / ) / 1 000, S 
µ 

µ  et  une  estimation  de  la 
racine  carrée  de  l’erreur  quadratique moyenne,  REQM ∗ = 

* 
2 2 ( ) . S ∗ 
µ 
+ µ − µ
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Le  tableau 1 présente  les résultats de l’étude de simula­ 
tion. L’analyse  de  ce  tableau  indique  que,  peu  importe  la 
distribution des erreurs, le biais relatif et l’erreur quadratique 
moyenne  de  tous  les  estimateurs  est  plus  faible  lorsque  la 
corrélation entre  X  et  Y  est plus élevée,  ce qui n’est pas 
surprenant. 

Tableau 1 
Résultats des simulations permettant de 
comparer 7 estimateurs de la moyenne µ 

2  80% R =  2  50% R = 
Estimateur 

* BR (%)  * ET  * REQM  * BR (%)  * ET  * REQM 
Population avec les erreurs normalement distribuées 

* 
, P U µ  16,90  0,03  0,84  26,68  0,04  1,33 

* 
, P X µ  5,65  0,02  0,28  18,02  0,03  0,90 

* 
, , P Y ML µ  ­0,14  0,03  0,05  1,27  0,10  0,17 

* 
, , P Y ROB µ  1,14  0,03  0,08  10,12  0,06  0,51 

* 
, I X µ  5,50  0,02  0,27  17,74  0,03  0,89 

* 
, , I Y ML µ  0,13  0,03  0,04  1,03  0,07  0,13 

* 
, , I Y ROB µ  0,64  0,03  0,05  7,53  0,06  0,39 

Population avec les erreurs exponentiellement distribuées 
* 
, P U µ  17,83  0,04  0,86  26,60  0,05  1,29 

* 
, P X µ  5,44  0,02  0,26  16,06  0,04  0,78 

* 
, , P Y ML µ  ­0,54  0,02  0,04  5,18  0,05  0,26 

* 
, , P Y ROB µ  1,31  0,02  0,07  7,43  0,03  0,36 

* 
, I X µ  5,19  0,02  0,25  15,41  0,03  0,75 

* 
, , I Y ML µ  ­3,42  0,03  0,17  ­25,47  0,05  1,23 

* 
, , I Y ROB µ  0,49  0,02  0,04  4,07  0,03  0,20 

L’analyse  du  biais  relatif  indique  que  la  méthode  du 
maximum  de  vraisemblance  est  la  meilleure  lorsque  les 
erreurs sont normalement distribuées, suivie par la méthode 
d’estimation  robuste  décrite  à  la  section  (4.1).  Les  esti­ 
mateurs  qui  supposent  un  mécanisme  de  réponse  non­ 
ignorable  ont  un  biais  relatif  plus  faible  que  ceux  qui 
supposent à tort un mécanisme de réponse ignorable. Parmi 
ces  derniers  estimateurs,  l’estimateur  ,  . P U 

∗ µ  est  le  plus 
biaisé. Pour une méthode donnée, il existe, en général, peu 
de  différences  entre  l’estimateur  pondéré  (2.1)  et 
l’estimateur comprenant des  valeurs  imputées  (2.2). Il  faut 
toutefois donner un léger avantage à ce dernier. 

Les  conclusions  du  paragraphe  précédent  s’appliquent 
toujours  lorsque  les  erreurs  sont  exponentiellement  distri­ 
buées  à  l’exception  que  la  méthode  d’estimation  robuste 
devient la meilleure. Cette constatation n’est pas surprenante 
puisque  la  méthode  du  maximum  de  vraisemblance  est 
basée  sur  l’hypothèse  de  normalité  des  erreurs.  Toutefois, 
l’estimateur pondéré  , , P Y ML 

∗ µ  reste faiblement biaisé, ce qui 
est plus difficilement explicable. 

Les conclusions tirées à partir de l’analyse du biais relatif 
s’appliquent toujours lorsqu’on analyse l’erreur quadratique 
moyenne. En effet, on remarque que les estimateurs qui sont 
très  biaisés  ont  une  forte  tendance  à  avoir  une  erreur 
quadratique moyenne élevée et vice­versa. 

6.  Discussion 
Lorsque  l’hypothèse  d’un  mécanisme  de  réponse  non­ 

ignorable  est  réaliste  et  que  l’hypothèse  de  normalité  des 
erreurs  du  modèle  de  régression  linéaire  (3.2)  est  justifiée, 
l’utilisation  de  la  méthode  du  maximum  de  vraisemblance 
peut être appropriée. Par contre, lorsque cette dernière hypo­ 
thèse n’est pas justifiée, les résultats de l’étude de simulation 
décrite à la cinquième section montrent que la méthode d’esti­ 
mation robuste présentée dans cet article lui est préférable. 

De  plus,  Beaumont  (1999)  présente  les  résultats  d’une 
autre  étude  de  simulation  qui  montrent  que  la  méthode 
d’estimation proposée dans cet article est robuste autant par 
rapport à l’hypothèse de normalité des erreurs que par rapport 
au modèle (3.2). Quant à  la méthode du maximum de vrai­ 
semblance, elle s’est avérée encore plus sensible à la validité 
du modèle  (3.2) qu’à  l’hypothèse  de  normalité  des  erreurs. 
Cette  dernière  méthode  ne  devrait  donc  être  utilisée  que 
lorsque  toutes  les  hypothèses  associées  au  modèle  (3.2)  et 
(3.3) sont raisonnables. 

Évidemment, tous les estimateurs sont peu biaisés en pré­ 
sence d’un très faible taux de non­réponse. De même, lorsque 
le coefficient de corrélation entre  X  et Y  est très élevé, tous 
les  estimateurs  sont  faiblement  biaisés,  à  l’exception  de 
l’estimateur qui suppose un mécanisme de réponse uniforme 

,  . P U 
∗ µ  Dans l’un ou l’autre de ces cas, le choix d’un estima­ 

teur devrait être basé sur le critère de simplicité, qui favorise 
les  estimateurs  de  la  section  (3.2)  et  plus  particulièrement 
l’estimateur  ,  . I X 

∗ µ 
Il est à noter que les modèles (3.2) et (3.3) pourraient être 

complexifiés  selon  la  nature  du  problème. Par  exemple,  on 
pourrait  inclure  d’autres  variables  indépendantes  dans  ces 
modèles. On pourrait également catégoriser la variable Y  en 
se servant de variables indicatrices et utiliser ces variables in­ 
dicatrices dans le modèle (3.3) au lieu de la variable Y  elle­ 
même. 

Dans cet article, on s’est attardé uniquement au problème 
de  l’estimation  d’une  moyenne  lorsque  le  mécanisme  de 
réponse  n’est  pas  ignorable.  Les  méthodes  présentées  à  la 
troisième et à la quatrième section sont toutefois applicables à 
d’autres types d’estimation. Par exemple, on pourrait utiliser 
les  poids  ou  les  valeurs  imputées  pour  l’estimation  des 
paramètres d’une régression quelconque. 

L’objectif de cet article a consisté à présenter une méthode 
d’estimation  robuste  par  rapport  à  l’hypothèse  de  normalité 
des erreurs du modèle (3.2), qui permet de réduire le biais dû 
à un mécanisme de réponse qui n’est pas ignorable. Dans un 
travail  futur,  il  serait  intéressant  d’évaluer  des  méthodes 
simples d’estimation de la variance en présence de données 
imputées  et  lorsqu’on  utilise  cette  méthode  d’estimation 
robuste.
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