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Les meilleurs estimateurs linéaires sans biais locaux et non
conditionnels : applications a I’échantillonnage

Juliet Popper Shaffer '

Résumé

Les statisticiens d’enquéte ont fréquemment recours a des modeles de régression linéaire de superpopulation. Le théoréme
de Gauss-Markov, qui suppose des variables explicatives fixes ou un conditionnement des valeurs observées de celles-ci,
affirme que les estimateurs standard des coefficients de régression sont les meilleurs estimateurs linéaires sans biais. Shaffer
(1991) a montré que le théoréme de Gauss-Markov ne s’applique pas lorsque les variables explicatives sont aléatoires si
certains aspects de la distribution de la population des variables explicatives sont connus, et a présenté un autre estimateur
ayant de meilleures propriétés que ’estimateur standard sous certaines conditions. Le présent exposé établit certaines
généralisations et constate pour cet autre estimateur généralisé une absence de biais meilleure localement (propriété
d’optimalité). L’auteure décrit les répercussions pour 1’étape d’estimation des enquétes.

Mots clés :
meilleure estimation linéaire sans biais.

1. Introduction

Dans le modéle standard de régression linéaire pour un
échantillon d’observations,

Y = XB+e, )]

on suppose que la matrice des variables explicatives, X, est
une matrice fixe connue. Shaffer (1991) a montré que,
lorsque X est supposée aléatoire, le théoréme de Gauss-
Markov ne s’applique généralement pas, et a décrit un autre
estimateur qui est plus exact lorsque B se rapproche de
z€ro. Shaffer a présenté deux applications de ses résultats, a
des estimations de B et de paramétres de population
connexes dans des modeles de superpopulation normaux
multivariés, et a ’estimation par le quotient de moyennes et
de totaux de la population.

Dans le présent exposé, 1’auteure tire trois généralisations
de ces résultats.

a) Les résultats sont généralisés a partir d’'un modéle
dans lequel la matrice des covariances de 1’échantillon
des erreurs € est 6”1, ou I est la matrice d’identité
nxn, pour le cas dans lequel la matrice des cova-
riances 3 de € est o°B, ou B est une matrice
définie positive fixe et connue, et pour certaines situa-
tions dans lesquelles B est aléatoire (puisqu’il s’agit
de la matrice des covariances d’un échantillon choisi
au hasard des valeurs des variables explicatives).

b) On obtient un estimateur généralis¢ qui fonctionne
bien lorsque le vecteur coefficient B se rapproche de
tout vecteur coefficient préétabli B,,.

Analyse de régression; théoréme de Gauss-Markov; échantillonnage; estimation sans biais; optimalité;

¢) On présente une condition de I’absence de biais dii au
plan d’échantillonnage pour des estimateurs de
moyennes et de totaux de la population en fonction de
I’estimateur généralisé de P.

Il s’agit d’abord de présenter certains résultats relevant
du modéle général (1). Ensuite, il est question des modifi-
cations qui s’appliquent a I’échantillonnage.

En vertu du modéle (1) avec X, = oI, le théoréme de
Gauss-Markov affirme que I’estimateur

B=(X'X)"'X'Y, @)

est un meilleur estimateur linéaire sans biais si X est
considérée comme une matrice fixe. Si les lignes de X sont
traittes comme des réalisations de vecteurs aléatoires
x,i=1,..,n, le théoréme de Gauss-Markov peut étre
interprété comme une déclaration voulant que 1’estimateur
en (2) comporte une variance minimale dans la catégorie
d’estimateurs linéaires en Y et sans biais sous condition,
étant donné ces valeurs réalisées de X. Toutefois, 1’utili-
sation du terme « sans biais » sans autres précisions signifie
généralement une absence de biais sans condition. Si
I’exigence d’absence de biais est interprétée comme une
absence de biais sans condition, c’est-a-dire en moyenne
pour des vecteurs aléatoires ayant des valeurs en X, le
théoréme de Gauss-Markov, comme I’a indiqué Shaffer
(1991), ne s’applique pas lorsque E(X'X) est connu. Dans
ce cas, I’estimateur biaisé sous condition est sans biais sans
condition et comporte une plus petite

B =[E(X'X)I"'(X'Y) 3)
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variance que lorsque P est petit. En réalité, lorsque
E(X'X) est connu, il n’existe aucun meilleur estimateur
linéaire sans biais.

Une comparaison des variances de (2) et de (3) en
fonction de diverses hypothéses de modélisation, a part les
répercussions pour une estimation des coefficients eux-
mémes, permet de mieux comprendre les conditions dans
lesquelles divers estimateurs d’autres paramétres de la
population ont des propriétés souhaitables, fondées a la fois
sur un modele et sur le plan de sondage.

2. Généralisation de la matrice des
covariances de €

Si la matrice des covariances de e est de forme ¢°B, ou
B est une matrice définie positive fixe et connue, le théo-
reme de Gauss-Markov s’applique a I’estimateur généralisé

B=[XB'XT'X'B'Y. )

Les preuves présentées dans Shaffer (1991) se laissent
généraliser directement pour montrer que, si E(X'B™'X)
est connu, 1’estimateur

B"=[E(X'B'X)'X'B'Y (5)

comporte une variance plus petite que (4) lorsque B est
suffisamment proche de zéro. Les variances (sans condition)
de (4) et de (5) sont

2, =E[(XB'X)"]o" ©)

et
2= [E(X'B'X)]"
+ Var{[E(X'B"'X)]"(X'B'X)B}. (7))

Lorsque B =0, Shaffer montre que (7) est plut petit que (6),
et, par conséquent, en supposant la continuit¢ de (7) en
fonction de B, plus petit que (6) lorsque B se rapproche de
z€ro.

Les résultats sont maintenant appliqués dans le contexte
de I’échantillonnage. Soit X, la matrice Nx p et ¥y, le
vecteur N x1, dans une population finie. Si les éléments
N de la population sont considérés comme un échantillon
tire d’une population hypothétique infinie d’éléments
potentiels satisfaisant (1), et si ’on tire un échantillon de
taille » de la population finie, les preuves présentées dans
Shaffer (1991) se laissent généraliser directement pour
montrer que

By =[E(Xy By X)X} By ¥y (8)
et que
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B, =[E(X,B,'X)I"X,B,Y, ©)

comportent des variances plus petites que celles de leurs
versions correspondantes sous condition [3 N €t ﬁn respec-
tivement, si B se rapproche de zéro, ou I’espérance en (8) se
rapporte a la population infinie d’éléments hypothétiques, et
I’espérance en (9) se rapporte soit a la méme population
infinie, soit a la population finie d’éléments N satisfaisant
(1). Si 'on veut appliquer ces résultats, il faut que les
espérances en (8) et en (9) soient connues.

Si Pon considere X, comme fixe, le modele de la
population se laisse écrire sous la forme

Y, =X,B+ey, (10)

ou €, est un vecteur de termes d’erreur distribués au
hasard comme en (1). Dans le cadre du modele (10), B N, €t
B v sont identiques, mais B demeure distinct de Bn.
Dans le cadre du modele (10), pour un échantillon aléatoire
de taille n, si

E[(X!B,'X,)/n]=(X) By X\)/N, (11)

I’autre estimateur peut s’écrire sous la forme
B.=[(n/N)(Xy By X\)I'X,B,'Y,. (12

Dans le modele (10), les équations (11) et (12)
s’appliquent si B, est diagonale et si le plan d’échantillon-
nage est autopondéré, et pour certaines autres conditions et
plans d’échantillonnage, par exemple si B, est diagonale
par blocs (grappes) et des grappes complétes sont échan-
tillonnées. Si B, est diagonale, B, n’est pas nécessai-
rement fixe. Supposons, par exemple, une population
constituée d’hommes et de femmes, les variances des deux
sexes pour la caractéristique d’intérét étant connues et
différentes. Dans un tel cas, si ’on tire un échantillon
autopondéré, et si ’on suppose que le modele (10) s’ap-
plique aux deux sous-populations, B, sera diagonale, les
entrées étant fonction des proportions des deux sexes dans
I’échantillon.

3. Maeilleure estimation linéaire
sans biais localement

Dans le cadre du modéle (1), I’estimateur (5) est le
meilleur estimateur linéaire sans biais localement (LBLUE)
lorsque B =0; c’est-a-dire ’estimateur, linéaire en ¥ et
sans biais pour B avec la plus petite variance dans un
voisinage de B = 0. De plus, I’estimateur linéaire généralisé

Bls, =By + [E(X' B X)I''[X' B (¥ - XBy)l, (13)
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permettant 1’ajout d’une constante, est 1’estimateur LBLUE
en B=f, pour un vecteur arbitraire B,. La preuve de ces
résultats se trouve a I’annexe A. Cet estimateur généralisé
(13) peut étre utile dans une situation d’échantillonnage
dans laquelle il est raisonnablement certain que B se
rapproche d’une valeur donnée. On peut facilement montrer
que la variance de (13) est égale a (7) avec (B—PB,)
substitué a B. (Voir I’annexe A.) Dans le cadre du modéle
(10), les estimateurs (8), (9) et (12) se laissent généraliser
sous la forme

B, =Bo +[E(Xy By X )" [X}, By (Fy—X By, (14)

Bl =B, +[E(X, B,' X,)I"'[X, B, (¥,~X,B,)]. (15)
et
Bls, =Bo+[(1/N) Xy By X )] '[X, B, (¥,~X,B,)]. (16)

respectivement.

4. Conditions de I’absence de biais dii
au plan d’échantillonnage

Nous supposons que le modele (10) est valable et que
I’estimateur non biaisé sans condition peut s’exprimer sous
la forme (16). Nous supposons également qu’il existe un
vecteur- px1 g tel que B;VIX ~v8=1, et que, pour tout
échantillon de taille n, B,'X, g=1,, ou 1, et 1, sont des
vecteurs de un de longueur N et n, respectivement. Alors,
pour un échantillon aléatoire simple,

(a) Destimateur

A

_ v A*

Y(Bo.u) - XN B(ﬁo,ﬂ) (17)
est un estimateur sans biais di au plan d’échan-
tillonnage de Y, ou X, = (I/N) 1y X,, et

(b) Y(ﬁ& , est un estimateur par la différence générali-
sé¢ de Y,.

La preuve figure a I’annexe B.

A noter qu’il existe un vecteur g satisfaisant les condi-
tions de ce théoréme si le modéle englobe une ordonnée a
lorigine (X, englobe une colonne de un) ou si B, est
diagonale et la variance est proportionnelle aux valeurs de
I'une des variables explicatives. De nombreuses applications
de la modélisation de régression a I’estimation par sondage
se fondent sur des modeles qui englobent ces hypothéses.
Sérndal, Swensson and Wretman (1991, pages 231 et 232)
aborde ces modéles et d’autres modeles plus généraux, et le
chapitre 6 de la section 4 de cet ouvrage offre des exemples
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de modeles répandus qui intégrent ces hypothéses. Le
chapitre 6 comme tel aborde a la fois I’estimateur par la
différence généralisé de NY, et Pestimateur de régression
général analogue fondé sur f,. Ce chapitre propose
également des généralisations de ces résultats pour des
estimateurs et des plans de sondage plus complexes.

5. Discussion

Afin d’appliquer les résultats a des estimations des
propriétés d’une population finie, nous supposerons que la
matrice B est diagonale ou qu’elle posséde la forme
diagonale par blocs spéciale et le plan de sondage connexe
décrit ci-dessus. D’aprés les résultats de la section 3, il
s’ensuit que D’estimateur (17) de ¥, comporte une plus
petite variance que 1’estimateur

e A

Ty, = X b, 1)

lorsque B est proche de B,. A noter que (18) peut s’écrire
sous la forme

_ 1 - -

YB" :N[ZX;Bn—FZXi,an'! (19)
ics igs

que X/ estla i“™ ligne de X, et que S est I’ensemble

des ¢léments de I’échantillon. Royall (1970) a montré que le

meilleur estimateur linéaire sans biais dii au mod¢le de Y

(sous condition pour I’échantillon obtenu) est

%[Z neTx,] 0)

ics igs

Dans certains cas importants, le premier membre de (20) est
égal au premier membre de (19), et alors (20) et (19) sont
identiques. Ce sera le cas, par exemple, si B=c"1 etsile
modele (10) comporte une ordonnée a I’origine, ousi p =1
et B est diagonale avec entrées diagonales proportionnelles
aux valeurs de la variable explicative unique. Dans de tels
cas, (20) et (19) sont identiques, et ’estimateur (17) sans
biais dii au plan d’échantillonnage et inconditionnellement
sans biais di au modéle comporte un plus petit écart
quadratique prévu relativement & ¥, v que le meilleur
estimateur linéaire (20) conditionnellement sans biais di au
modele lorsque B se rapproche de B, De plus, si la
fraction de sondage est négligeable, (17) comporte un écart
quadratique prévu plus petit que (20) lorsque B est proche
de B,, méme en I’absence de I’exigence que les premiers
membres de (20) et de (19) soient égaux.

Si I’on remplace B par B* en (20), I'estimateur obtenu
n’est plus inconditionnellement non biaisé. Il est possible de
montrer, toutefois, a 1’aide de concepts de dépendance
(Lehmann 1966) que, pour les conditions en B notées au
début de la présente section, 1’estimateur obtenu comportera
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un plus petit écart quadratique prévu relativement a ¥, que
(20) et (19) méme en I’absence de la restriction supplé-
mentaire notée au paragraphe précédent.

6. Conclusion

Puisque les conditions dans lesquelles 1’estimateur (5) de
B est plus efficace que I’estimateur (4) sont trés restrictives,
et puisqu’il existe d’autres fagons d’obtenir les estimateurs
des caractéristiques de la population fondés sur (5), il est
possible que les résultats présentés ici revétent un intérét
plus théorique que pratique. Les résultats permettent
cependant de mieux comprendre certaines situations dans
lesquelles des estimateurs simples comme la moyenne de
I’échantillon et I’estimateur par la différence généralisé sont
plus efficaces comme moyen d’estimer la moyenne de la
population que ne le sont les estimateurs par le quotient, les
estimateurs de stratification a posteriori, les estimateurs de
régression et d’autres estimateurs complexes. Les équations
(6) et (7) pour des variances comparatives de (4) et de (5)
fournissent une autre fagon de comparer des variances
respectives pour différents modéles de régression et diffé-
rentes valeurs de B. Plusieurs de ces résultats sont valables
pour des plans d’échantillonnage trés simples, mais il
devrait étre possible de les généraliser sous forme de plans
d’échantillonnage a probabilités inégales plus complexes.
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Annexe A

Preuve que ﬁ;o est un estimateur LBLUE en B,

Supposons un modéle (1), avec Var(Y|X)=c"B. (La
preuve générale présentée ici s’applique directement au
modele (10) lui aussi.) Prenons 1’estimateur

By, =By +[E(X'B™XT'X'B™ (¥ - XB,).

Supposons t=pf-B, et Z=Y - XB,. Dés lors
E(Z|X)= X7, Var(Z|X)=c"B, et '=[E(X'B'X)]"
X'B'Z= B(ﬁ) By

Les proprletes de B(B , en B=p, sont les mémes que
celles de B* B(O) en B=0, de sorte que I’on peut
montrer, en toute généralité, que B(O) est un estimateur
LBLUE en B=0. Egalement en toute généralité, nous
supposons que B =1.
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Soit C'(X)Y, un estimateur arbitraire inconditionnelle-
ment non biais¢é de B, ou C(X) est une matrice de
fonctions de X, de dimensions identiques a celles de X.
L’exigence d’une absence inconditionnelle de biais suppose
la restriction E[C'(X)X]=1 (Shaffer 1991). Condition-
nant d’abord en X et utilisant ensuite 1’expression pour la
variance inconditionnelle, il s’ensuit que la variance de
C'(X)Y et E[C'(X)C(X)]c>+ Var(C'(X) XB).
Puisque nous considérons la variance en B=0, seul le
premier membre est non nul. A supposer que C'(X)=
[E(X'X)]"' X', lavariance de B* est [E(X'X)]'c?

Soit |§ un estimateur arbitraire inconditionnellement
non biais¢ de forme C (X)Y Dés lors, Var(f) =
Var(B ) + Var(B B )+ 2Cov(B B B) de sorte que
Var(B*) < Var() si Cov(B*,p — B°) >0, ou si
Cov(B*,p) = Var(B*). Un calcul facile, a I’aide de la
restriction E[C'(X)X]=1, permet de montrer que
Cov(B", B) = Var(B"), ce qui prouve que ﬁ:ﬁo) est LBLUE
en B,.

Annexe B
Preuve du résultat de la section 4
XZ'VG(‘[SO) :Xz'vﬁo
+(U/N)1y Xy [n(1/N) (X By X )]
X,B, (Y, - X,B,)
= X\Bo+(1/m) g’ X\ By Xy (X, By X )"
X,B, (Y, - X,B,)
= XI,VBO + (l/n)l;z(Yn _XnBO)
= XyB, +Y,X\B, B.1)

ou B, et B, sont les matrices appropriées de la population
et de I’échantillon, respectivement. L’expression finale en
(B.1) est ’estimateur par la différence généralisé¢ fondé sur
une valeur B, choisie indépendamment de 1’échantillon.
Cela prouve la partie (b) du résultat; puisque 1’estimateur
par la différence est sans biais pour ¥ dans un échantillon
autopondéré, le résultat en (a) s’ensuit.
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