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Imputation par la méthode cold deck et la méthode du quotient 

Jun Shao 1 

Résumé 
L’imputation est une méthode utilisée couramment pour compenser l’effet de la non-réponse lors de l’analyse des données 
d’enquête. Fondée sur des données auxiliaires, l’imputation peut produire des estimateurs plus efficaces que ceux construits 
en ne tenant compte ni de la non-réponse ni de la repondération. Nous étudions et comparons l’erreur quadratique moyenne 
d’estimateurs d’enquête fondés sur des données imputées par trois méthodes distinctes, c’est-à-dire la méthode courante 
d’imputation par quotient et deux méthodes cold deck fréquemment appliquées aux enquêtes de nature économique 
réalisées par le U.S. Census Bureau et par le U.S. Bureau of Labor Statistics. La méthode cold deck consiste à imputer à une 
non-réponse à une question particulière toute autre valeur que celles déclarées pour la même question de l’ensemble de 
données courantes (par exemple, valeur observée pour une covariable et(ou) tirée d’une enquête antérieure). Bien qu’elle 
s’appuie sur un plus grand nombre de données auxiliaires que les autres méthodes, l’imputation par la méthode cold deck ne 
donne pas nécessairement de meilleurs résultats si l’on s’en tient à l’erreur quadratique moyenne des estimateurs d’enquête 
résultants. À l’aide d’un exemple simple, nous comparons explicitement les erreurs quadratiques moyennes et déterminons 
dans quelles conditions l’une des méthodes est supérieure aux autres. Pour les cas généraux, nous proposons de comparer 
empiriquement les erreurs quadratiques moyennes en se fondant sur certaines estimations cohérentes de l’erreur quadratique 
moyenne. L’estimation de l’erreur quadratique moyenne des estimateurs d’enquête en cas d’imputation de données est en 
soi un problème important. À titre d’illustration, nous présentons un exemple numérique basé sur l’enquête annuelle sur les 
transports. 
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1. Introduction  
L’imputation est l’une des méthodes les plus courantes 

utilisées pour compenser la non-réponse lors de l’analyse 
des données d’enquête. En plus des nombreuses raisons 
pratiques qui la justifient, l’imputation au moyen de données 
auxiliaires peut produire des estimateurs plus efficaces que 
ceux construits en ne tenant compte ni de la non-réponse ni 
de la repondération. Supposons que l’on tire un échantillon 
s  d’une population finie P  et qu’il comprenne certaines 
unités représentées par 1, ... , ,i M=  et que l’on observe 
{ , }iy i ∈ r  (répondants), .⊂r s  Supposons en outre que 
l’on dispose de données auxiliaires ix  observées pour tous 
les i ∈ s  et >0.ix  La méthode d’imputation par quotient 
utilisée couramment (voir, par exemple, Kalton et Kasprzyk 
1986) consiste à imputer des valeurs pour la non-réponse 
comme suit. En premier lieu, on crée K  cellules 
d’imputation 1 2, ... ,k KP P P P P∪ ∪ ∪ =  après une 
variable auxiliaire nominale (que l’on observe pour chaque 
i ∈ s  et qui diffère typiquement de x ) telles que, pour 
chaque ,k  on suppose qu’est vérifié le modèle suivant : 

1 2 ,

,

P( 1| , ) P( 1| ),

i k i i i

k

i i i i i

y x x e

i P

a y x a x

= β +

∈

= = =

 (1) 

 

où kβ  est un paramètre inconnu, ie  est indépendante de ,ix  
avec ( ) 0iE e =  et 2( ) >0,i kV e = σ  inconnue, ia  indique si 

iy  est un répondant et ( , )i ia x  sont indépendants. Alors, 
dans la cellule d’imputation ,k  on impute au non-répondant 

iy  la valeur ˆ ,k ixβ  où 

ˆ
k i i i i

i i

w y w x
∈ ∈

β = ∑ ∑
k kr r

 (2) 

est le meilleur estimateur linéaire non biaisé de kβ  étant 
donné le modèle (1), kr  est r  limité à la ièmek  cellule 
d’imputation et iw  est le poids de sondage associé à la ièmei  
unité échantillonnée. À noter que le modèle (1) est un 
modèle de régression de iy  sur ix  (sans coordonnée à 
l’origine et avec variance de l’erreur proportionnelle à ix ) et 
un modèle de réponse fondé sur l’hypothèse selon laquelle 
le mécanisme de réponse est indépendant des ,iy  étant 
donné les .ix  Ce mécanisme de réponse est qualifié de 
réponse à données aléatoirement manquantes par Rubin 
(1976) ou de réponse sans effet confusionnel par Lee, 
Rancourt et Särndal (1994). D’après l’ensemble de données 
imputées, l’estimateur d’Horvitz-Thompson (HT) de ,Y  
c’est-à-dire le total de population des ,iy  s’écrit 

( )ˆˆ ,R i i i k i
k i i

Y w y w x
∈ ∈ −

= + β∑ ∑ ∑
k k kr s r

 (3) 

où Ks  est la valeur de s  limité à la ièmek  cellule d’impu-
tation. L’estimateur HT de ,Y  calculé sans tenir compte de 
la non-réponse ni de la repondération dans chaque cellule 
d’imputation, est représenté par  
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( )ˆ , .W ik i ik i i i
k i i i

Y w y w w w w
∈ ∈ ∈

= =∑∑ ∑ ∑
k k kr s r

ɶ ɶ  (4) 

On constate que, si 1,ix ≡  alors les estimateurs représentés 
par les équations (3) et (4) sont les mêmes. Les deux esti-
mateurs sont dépourvus de biais si le modèle (1) est vérifié. 
(Dans le présent article, le biais et la variance ont trait au 
modèle (1) et à l’échantillonnage répété, sauf indication 
contraire.) Cependant, dans les conditions du modèle (1), 

RŶ  est plus efficace que WŶ  si r  est de taille nettement 
plus faible que .s  Même si le modèle de régression décrit en 
(1) n’est pas vérifié, RŶ  peut encore être plus efficace que 

WŶ  si l’on s’en tient à l’erreur quadratique moyenne en cas 
d’échantillonnage répété (Cochran 1977, chapitre 6) quand 
la probabilité de réponse est une constante dans toute cellule 
d’imputation (condition qui assure que RŶ  et WŶ  soient 
approximativement non biaisés en ce qui concerne l’échan-
tillonnage répété). 

L’objet de la présente note est de comparer l’efficacité de 

RŶ  à celle d’autres estimateurs de Y  d’après les données 
obtenues par imputation de valeurs aux cas de non-réponse 
par une méthode appelée cold deck. La méthode d’impu-
tation cold deck consiste à imputer aux cas de non-réponse 
pour la variable y  des valeurs déclarées pour toute autre 
variable que y  (par exemple, valeurs déclarées pour une 
covariable et(ou) provenant d’une autre enquête). L’imputa-
tion par la méthode cold deck est l’opposé de l’imputation 
par la méthode hot deck en vertu de laquelle on impute à un 
cas de non-réponse une valeur déclarée pour la même 
variable durant l’enquête courante. La méthode d’imputa-
tion par quotient consiste à utiliser à la fois des valeurs 
déclarées de y  et des données auxiliaires et est parfois 
appelée méthode « warm deck ». La forme la plus simple de 
méthode d’imputation cold deck consiste à imputer à une 
non-réponse , ,iy i ∈ −s r  une valeur ,ix  l’estimateur HT 
résultant de Y  s’écrivant alors : 

ˆ .C i i i i
i i

Y w y w x
∈ ∈ −

= +∑ ∑
r s r

 (5) 

L’utilisation de cette méthode cold deck simple est motivée 
par le fait que, en vertu du modèle (1), la valeur des kβ  est 
proche de 1 dans nombre de problèmes d’enquête, particu-
lièrement quand les ix  sont des valeurs de y  provenant 
d’une enquête précédente. Si certains kβ  ne sont pas égaux 
à 1, dans  l’équation (5), CŶ  est entaché d’un biais qui ne 
disparaît pas, même si P=s  (c’est-à-dire si l’échantillon 
correspond à un dénombrement complet (recensement)). 
Cependant, le fait qu’un léger biais persiste peut être com-
pensé par la diminution de la variance si bien que l’erreur 
quadratique moyenne eqm 2ˆ ˆ( ) ( )C CY E Y Y= −  demeure 
plus faible que l’erreur quadratique moyenne eqm ˆ( )RY =  

2ˆ( )RE Y Y− = ˆ( ),RV Y Y−  où E  et V  représentent l’espé-
rance mathématique et la variance dans les conditions  du 
modèle (1) et de l’échantillonnage répété. Des précisions 
supplémentaires sont données à la section 2. On peut 
améliorer l’imputation en passant de la méthode cold deck 

simple à la méthode cold deck par quotient, qui consiste à 
imputer pour une non-réponse iy  une valeur / ,i i ix y xɶ ɶ  où 

iyɶ  et ixɶ  sont des valeurs qui ont été déclarées lors d’une 
enquête précédente. L’estimateur HT correspondant de Y  
prend la forme  

ˆ / .C i i i i i i

i i

Y w y w x y x−
∈ ∈ −

= +∑ ∑R
r s r

ɶ ɶ  (6) 

L’estimateur décrit en (6) est sans biais si le modèle (1) est 
vérifié pour iyɶ  et ixɶ  (c’est-à-dire 1/ 2 )i k i i iy x x e= β +ɶ ɶ ɶ ɶ  en 
se servant du même kβ  que pour iy  et .ix  Le U.S. Census 
Bureau (King et Kornbau 1994) et le U.S. Bureau of Labor 
Statistics (Butani, Harter et Wolter 1998) appliquent ces 
deux méthodes cold deck à grande échelle dans le cas des 
enquêtes de nature économique. L’application des méthodes 
cold deck d’imputation n’exige pas que l’on connaisse les 
cellules d’imputation, mais le modèle (1) suppose qu’aucun 
biais n’entache CŶ  ni ˆ .CY −R  

Bien qu’elle s’appuie sur un plus grand nombre de 
données auxiliaires, la méthode cold deck par quotient ne 
donne pas nécessairement de meilleurs résultats que la 
méthode cold deck simple ou que la méthode d’imputation 
par quotient. À la section 2, on compare explicitement les 
erreurs quadratiques moyennes de ˆ ,RY ĈY  et ĈY −R  dans le 
cas particulier où l’échantillon s  est un échantillon aléatoire 
simple (EAS) et où la probabilité de réponse est constante. 
On détermine les conditions dans lesquelles une méthode est 
supérieure aux autres. Si le plan d’échantillonnage ou le 
mécanisme de réponse est complexe, il est difficile de 
comparer explicitement les erreurs quadratiques moyennes. 
Cependant, on peut estimer l’erreur quadratique moyenne 
de ˆ ,RY ĈY    et   ĈY −R  et faire une comparaison empirique. 
L’estimation de la variance ou de l’erreur quadratique 
moyenne est, en soi, un problème important, puisqu’il est 
courant de déclarer les estimations de la variance ou de 
l’erreur quadratique moyenne en même temps que les totaux 
estimatifs. Cette question est abordée à la section 3. 

Nos résultats peuvent aussi être appliqués dans les con-
ditions de l’échantillonnage à deux degrés ou de l’échantil-
lonnage double, que l’on emploie souvent quand la sélection 
d’un grand échantillon { , }ix i ∈ s  est peu coûteuse mais 
qu’il est onéreux d’obtenir des valeurs de ,y  si bien qu’on 
sélectionne un sous-échantillon { , }iy i ∈ r  à la deuxième 
phase, .⊂r s  

Un exemple numérique axé sur les données de l’enquête 
annuelle sur les transports réalisés par le U.S. Census 
Bureau est examiné à la section 4. 

 
2. EAS avec réponse uniforme 

 
Pour illustrer l’idée, commençons par exposer le cas le 

plus simple ou s est un échantillon aléatoire simple (EAS) 
(sans remise provenant de ,P  mais dont la fraction 
d’échantillonnage est négligeable); il n’existe qu’une seule 
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cellule d’imputation, si bien que nous pouvons abandonner 
l’indice k  pour la cellule d’imputation; enfin, la probabilité 
de réponse est une constante >0p  (mécanisme de réponse 
uniforme). 

Dans ces conditions, / ,iw N n=  où n  est l’effectif de 
l’échantillon s  et N  est l’effectif de la population .P  
Puisque l’on suppose que / 0,n N ≈  

22
2ˆeqm( ) x

R x
NY v
n p

 σ µ
≈ + β 

 
 (7) 

pour une valeur élevée de ,n  où ( )x iE xµ =  et xv =  
( )iV x  et, dans tout l’article, A B≈  signifie que A  est égal 

à B  jusqu’à un terme qui est relativement négligeable 
comparativement à A  et ,B  puisque dans toutes les cellules 
d’imputation, l’effectif de l’échantillon tend vers l’infini. 
Une explication plus détaillée de la dérivation du résultat (7) 
figure en annexe. D’après WŶ  dans l’équation (4), il est 
facile de voir que iw =ɶ / ,N r  où r  est la taille de r  et  ŴY  
n’est pas biaisé. Alors, 

2 22
ˆ ˆ ˆeqm( ) ( ) ( ) .x x
W W W

vNY V Y Y V Y
n p p

 σ µ β
= − ≈ = + 

 
 

Par conséquent, RŶ  est plus efficace que ˆ ,WY  à moins que 
1=p  et 2 0.xvβ =  Le gain réalisé en se servant de RŶ  est 

proportionnel à 2β  et à ,xv  qui sont deux mesures de 
l’utilité de la variable auxiliaire x  pour expliquer y  confor-
mément au modèle (1). 

Pour la méthode cold deck simple,  

( ) ( )1
2ˆ ,C i i i i i i

i i i i i

N NY y x x e x x
n n∈ ∈ − ∈ ∈ ∈ −

= + = + β +∑ ∑ ∑ ∑ ∑
r s r r r s r

 

où les ie  sont définis en (1). Par conséquent, 

2
2 2 2 2

ˆ( )

{ ( 1 ) ( 1) (1 ) }

C

x x x

V Y

N p p p v p p
n

=

σ µ + β + − + β− − µ  (8)
 

(voir l’annexe). Le biais de CŶ  est 

ˆ( ) (1 ) (1 )C xE Y Y N p− = µ − − β  

et, donc, 

2

2

2
2 2

2 2

ˆ ˆ ˆeqm( ) ( ) [ ( )]

ˆ ˆ( ) [ ( )]

{ ( 1 )

( 1) (1 ) [ (1 )] }.

C C C

C C

x x

x

Y V Y Y E Y Y

V Y E Y Y

N p p p v
n

p p n p

= − + −

≈ + −

= σ µ + β + −

+ β − − + − µ  (9)

 

La comparaison de (7) et (9) mène aux conclusions 
suivantes :  

1. si 1=p  (non-réponse), ˆ ˆeqm( ) eqm( ).C RY Y=  
2. si 1p <  et 1=β (y  et x  ont la même moyenne), 

ˆ ˆeqm( ) < eqm( ).C RY Y  
3. si 1<p  et 1,β ≠ ˆ ˆeqm( ) eqm( )C RY Y≤  si, et 

uniquement si 

( )

2 2

2

( 1) [ (1 )] (1 ) /

1 / 0.

x x xp n p v

p p

β − + − µ + − β µ

− σ + ≤  (10)
 

 Supposons que >0.xµ  Dans le cas de la plupart 
des enquêtes économiques, la variance relative 

2
xxv µ/  est plus faible que p + (1 ).n p−  Par 

conséquent, le premier membre de (10) est une 
fonction quadratique de β  dont le coefficient du 
terme 2β  est positif et, par conséquent, la 
méthode cold deck simple donne de meilleurs 
résultats si β  est compris dans l’intervalle dont 
les limites sont 

2 2

2
/ {[ (1 )][ (1 )]

/ } ( 1) /
.

[ (1 )] /

x x x
x

x x

x x x

v p n p
p n p

v p p

p n p v

µ + + − µ −+ − µ ±
µ σ +

+ − µ − µ
 

Cet intervalle contient la valeur 1 puisque (10) est 
vérifié si 1.β =  À noter que [ (1 )] xp n p+ − µ  
tend vers l’infini quand n  tend vers l’infini. Par 
conséquent, l’intervalle des β  pour lesquels la 
méthode cold deck simple donne de meilleurs 
résultats se réduit à un point unique si ( 1)β =  
quand .n → ∞   

Examinons maintenant la méthode cold deck par 
quotient. Supposons que 1/ 2 , ( ) 0,i i i i iy x x e E e= β + =ɶ ɶ ɶ ɶ ɶ  

2( ) ,iV e = σɶ  et que , ,i ie eɶ  et ( , )i ix xɶ  sont mutuellement 
indépendants. Soit /i i i iz x y x= ɶ ɶ  et 1/ 2

i i i i iy z x e∈ = − = −  
1/ 2/ .i i ie x xɶ ɶ  Alors, ˆ( ) 0CE Y Y− − =R  et  

2
2 2 2ˆeqm( ) { (1 ) },C x x x

NY p v p
n− = σ µ + β + σ − γR  (11) 

où 2( / )x i iE x xγ = ɶ  (voir l’annexe). D’après (7) et (11), 

( ){ }
2 2 (1 ) 1ˆ ˆeqm( ) eqm( ) 1R C x x

N p
Y Y

n p−
σ −− = + µ −γR  (12) 

et, par conséquent, la méthode cold deck par quotient donne 
de meilleurs résultats que la méthode d’imputation par 
quotient si, et uniquement si 1/ 1 / .x xp + ≥ γ µ  À noter que 

xx µ≥γ  et xγ  s’approche de xµ  si ix  et ixɶ  sont fortement 
et positivement corrélés, auquel cas la méthode d’imputa-
tion cold deck par quotient peut être nettement supérieure à 
la méthode d’imputation par quotient. 

La comparaison entre la méthode cold deck simple et la 
méthode cold deck par quotient est identique à la compa-
raison entre la méthode cold deck simple et la méthode 
d’imputation par quotient. Dans le troisième terme du 
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premier membre de (10), il suffit de remplacer ( 1) /p p+  
par / .x xγ µ  

Il faut estimer les paramètres , , ,x xvβ σ µ  et xγ  afin de 
comparer l’efficacité de ˆ ˆ,R CY Y  et ˆ .CY −R  Au lieu de cela, 
nous pouvons comparer directement les erreurs quadra-
tiques moyennes estimatives de ˆ ˆ,R CY Y  et ˆ .CY −R  Nous 
examinons cette comparaison à la section qui suit. 

 
3. Échantillonnage stratifié avec réponse  

        sans effet confusionnel  
Considérons le plan de sondage stratifié qui suit adopté 

par nombre d’organismes gouvernementaux d’enquêtes aux 
Etats-Unis : la population finie P  est stratifiée en H  strates 
contenant hN  unités dans la ièmeh  strate; on sélectionne 

2≥hn  unités sans remise dans la strate ,h  conformément à 
un plan d’échantillonnage probabiliste donné et les unités 
sont sélectionnées indépendamment dans les diverses 
strates. 

Les poids de sondage iw  sont calculés de sorte que, si 
l’on observe tous les ,iy  l’estimateur HT i i iw y∈∑ s  est non 
biaisé pour Y  dans les conditions d’échantillonnage répété. 

Nous supposons que le modèle (1) est vérifié. La proba-
bilité de réponse n’est plus constante, mais elle est indépen-
dante de la valeur de .y  Dans le cas de la méthode d’impu-
tation cold deck par quotient, nous supposons aussi que, 
dans la ièmek  cellule d’imputation, 1/ 2 ,i k i i iy x x e= β +ɶ ɶ ɶ ɶ  

2( ) 0, ( )i i kE e V e= = σɶ ɶ ɶ  et , , ( , )i i i ie e x xɶ ɶ  sont mutuellement 
indépendants. 

Des résultats explicites pour l’erreur quadratique 
moyenne, décrite par (7), (9) et (11), ne s’obtiennent pas 
facilement. Cependant, nous pouvons faire des compa-
raisons empiriques de l’efficacité de ˆ ˆ,R CY Y  et ˆ ,CY −R  en 
nous fondant sur les erreurs quadratiques moyennes 
estimatives. L’estimation de l’erreur quadratique moyenne 
de ˆ ˆ,R CY Y  et ˆ ,CY −R  est, en fait, un élément important de la 
théorie de l’échantillonnage. Il est bien connu que, pour les 
ensembles de données imputées, la méthode naïve con-
sistant à appliquer les formules types d’estimation de la 
variance en traitant les valeurs imputées pour la non- 
réponse comme des données observées entraîne une sous-
estimation. S’il n’existe aucune méthode correcte (pour 
estimer l’erreur quadratique moyenne), nombre de bureaux 
d’enquête utilisent la méthode naïve. 

Nous calculons maintenant les estimateurs de ˆ( )V Y  ou 
ˆeqm( )Y  qui sont corrects dans les conditions du modèle 

(1), où Ŷ  représente ˆ ˆ,R CY Y  ou ˆ .CY −R  
Représentons par mE  et mV  l’espérance mathématique et 

la variance dans les conditions du modèle (1) et par sE  et 

sV  l’espérance mathématique et la variance dans les condi-
tions d’échantillonnage répété (subordonnées au modèle et à 
la réponse). Alors  

ˆ ˆ ˆ( ) [ ( )] [ ( ) ].m s m sV Y Y E V Y V E Y Y− = + −  (13) 

Commençons par examiner ˆ[ ( )],m sE V Y  c’est-à-dire le 
premier élément de la variance dans l’équation (13). Il suffit 
d’obtenir un estimateur de ˆ( ),sV Y  subordonné à la condi-
tion { , , , }i i iy x a i P∈  (et { , , }i iy x i P∈ɶ ɶ  pour la méthode 
cold deck du quotient), où ia  est l’indicateur de réponse 
pour .iy  

L’estimation de ˆ( )s CV Y  et ˆ( )s CV Y −R  est simple (l’un des 
avantages de l’utilisation de la méthode cold deck). 
Supposons que  

2

1
( ) ( )

11
1

h h
i i i i

h h hh i i

n n
v w t w t

N n n
∈ ∈

   = − −   −   
∑ ∑ ∑

s h s h

 (14) 

est l’estimateur type de la variance de i i iw t∈∑ s  si l’on traite 
{ , }it i ∈ s  comme un échantillon observé (tiré de 
{ , }),it i P∈  où ( )s h  est la valeur de s  limitée à la strate 
.h  Alors, on peut estimer ˆ( )s CV Y  au moyen de l’expression 

(14) en posant que (1 )i i i i it a y a x= + −  et ˆ( )s CV Y −R  au 
moyen de l’équation (14) en posant que i i it a y= +  
(1 ) / .i i i ia x y x− ɶ ɶ  

L’estimation de ˆ( )s RV Y  est un peu plus compliquée, mais 
semblable. Supposons que, dans chaque cellule d’impu-
tation, le nombre d’unités échantillonnées est grand et que 
les probabilités de réponse sont bornées de façon à ce 
qu’elles ne soient pas nulles. Remarquons que 

( )ˆ

( )

( )

[ ( ) ],

R i i i i
k i i

i i k i k i i
i i

k i i i k i k i i
k i i

i i i i i i i i
i

Y w x w x

w y x w x

w a y x w x

w a y x x

∈ ∈

∈ ∈

∈ ∈

∈

= 


× − β + β 


≈ ζ − β + β 
  

= ζ − β + β

∑ ∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑ ∑

∑

k k

k k

k k

s r

r s

s s

s

 

où ( ) / ( )k i i i i i iE w x E w x∈ ∈ζ = ∑ ∑
k ks r  et ki ζ=ζ  et 

ki β=β  pour .i ∈ ks  Après avoir estimé  kβ  au moyen de 
ˆ

kβ  et kζ  au moyen de ˆ / ,k i i i i i iw x w x∈ ∈ζ =∑ ∑
k ks r  nous 

estimons ˆ( )s RV Y  au moyen de l’expression (14) en posant 
ˆ ˆ ˆ( ) ,i i i i i i i it a y x x= ζ − β + β  où ˆ ˆ

i kζ = ζ  et ˆ ˆ
i kβ = β  pour 

.i ∈ ks  
Avant d’examiner l’estimation de ˆ[ ( ) ],m sV E Y Y−  qui 

est le deuxième élément de la variance dans l’expression 
(13), soulignons que ˆ ˆ[ ( ) ] / [ ( )]m s m sV E Y Y E V Y− =  

( / ),O n N  parce que la variance de ˆ( )sE Y Y−  (si elle n’est 
pas nulle) est ordinairement d’ordre ,N  tandis que ˆ( )sV Y  
est habituellement d’ordre nN /2  et, donc, l’ordre de 

ˆ[ ( )]m sE V Y  est nN /2  dans certaines conditions de régula-
rité. Par conséquent, en théorie, il n’est pas nécessaire d’esti-
mer ˆ[ ( ) ]m sV E Y Y−  si la fraction d’échantillonnage Nn /  
est négligeable. Cependant, comme on ne connaît pas le 
terme constant de ( / ),O n N  on pourrait encore vouloir 
estimer ˆ[ ( ) ]m sV E Y Y−  dans les applications, même si 

Nn /  est faible 
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Examinons maintenant l’estimation de la deuxième 
composante de la variance dans l’expression (13). Pour ˆ ,CY  

ˆ( ) [ (1 ) ]

(1 ) ( ).

s C i i i i

i P

i i i i
i P i P

E Y Y a y a x

y a y x

∈

∈ ∈

− = + −

− = − − −

∑

∑ ∑
 

Alors, en vertu du modèle (1), 
2ˆ[ ( ) ] (1 )

(1 ) ( 1) .

k

m s C m k i i
k i P

m i i i
i P

V E Y Y E a x

V a x

∈

∈

 − = σ −
  

+ − β − 
 

∑ ∑

∑
 

Si nous estimons 2
kσ  au moyen de 

2 2ˆˆ ( ) ,k i i i k i i i i
i i

a w y x a w x
∈ ∈

σ = − β∑ ∑
k ks s

 

alors un estimateur de ˆ[ ( ) ]m s CV E Y Y−  prend la forme 

2
2

2

( ) ( )

ˆ (1 )

1 ,
1

C k i i i
k i

h
i i

h hh i i

v a w x

N
u u

n n

∈

∈ ∈

= σ −

 + − −  

∑ ∑

∑ ∑ ∑

ks

s h s h
 (15)

 

où ˆ(1 ) ( 1)i i i iu a x= − β −  et ki β=β ˆˆ  pour .i ∈ ks  
Pour ˆ ,CY −R  

ˆ( ) (1 ) ( / )s C i i i i i

i P

E Y Y a y x y x−
∈

− = − − −∑R ɶ ɶ  

et 

2 2 2

ˆ[ ( ) ]

ˆ(1 ) (1 ) / .
k k

m s C

m k i i k i i i
k i P k i P

V E Y Y

E a x a x x

−

∈ ∈

− =

 σ − + σ −
  
∑ ∑ ∑ ∑

R

ɶ
 

Donc, on peut estimer ˆ[ ( ) ]m s CV E Y Y− −R  au moyen de 

2 2 2
2

ˆˆ (1 ) (1 ) / ,C k i i i k i i i i
k i i

v a w x a w x x−
∈ ∈

 = σ − +σ −
  

∑ ∑ ∑
k k

R
s s

ɶ ɶ  (16) 

où 

2 2ˆˆ ( )k i i k i i i
i i

w y x w x
∈ ∈

σ = − β∑ ∑
k ks s

ɶɶ ɶ ɶ ɶ  

et 

ˆ .k i i i i
i i

w y w x
∈ ∈

β = ∑ ∑
k ks s

ɶ ɶ ɶ  

Pour ˆ ,RY  

( )ˆ( )
k k k k

s R i i i i i i
k i P i P i P i P

E Y Y x a x a y y
∈ ∈ ∈ ∈

− ≈ − 
  

∑ ∑ ∑ ∑ ∑  

 

et, d’après le développement en série de Taylor, 

{ }
R

2

ˆ[ ( ) ]

(1 ) .
k k k

m s

m k i i i i i
k i P i P i P

V E Y Y

E x a x a x
∈ ∈ ∈

− ≈

σ − 
  

∑ ∑ ∑ ∑
 

et peut être estimé par 

( )2
2 ˆ 1 .R k i i i i i i i i

k i i i

v w x a w x a w x
∈ ∈ ∈

= σ − 
  

∑ ∑ ∑ ∑
k k ks s s

 (17) 

Enfin, RŶ  et ĈY −R  sont des estimateurs non biaisés, mais 

CŶ  est entaché du biais 

(1 ) (1 ) ,
k

k m i i
k i P

E a x
∈

− β − 
  

∑ ∑  

que l’on peut estimer par 

ˆ(1 ) (1 ) .k i i i
k i

a w x
∈

− β −∑ ∑
ks

 

Donc, nous obtenons les erreurs quadratiques moyennes 
estimatives suivantes : ˆeqm( )RY  peut être estimée au 
moyen de  

�
1 2

ˆeqm( ) ,R R RY v v= +  

où on calcule Rv1  au moyen de  (14) en posant 
it =  

ˆ ˆ( )i i i i ia y xζ − β + ˆ ˆ ˆ,i i i kxβ ζ = ζ  et  ki β=β ˆˆ   pour ,i ∈ ks  
et Rv2  au moyen de l’expression (17); ˆeqm( )CY  est donné 
par 

�
2

1 2
ˆˆeqm( ) (1 ) ,C C C k i i

k i

Y v v w x
∈ −

 = + + − β
  
∑ ∑

k ks r

 

où on obtient 1Cv  au moyen de (14) en posant i i it a y= +  
(1 )i ia x−  et 2Cv  au moyen de (15); ˆeqm( )CY −R  peut être 
estimée par 

�
1 2

ˆeqm( ) ,C C CY v v− − −= +R R R  

où on obtient 1Cv −R  au moyen de (14) en posant 
(1 ) /i i i i i i it a y a x y x= + − ɶ ɶ  et 2Cv −R  au moyen de (16). 

Si l’on applique le modèle (1) et les paramètres asympto-
tiques de Krewski et Rao (1981), Rao et Shao (1992) ou 
Valliant (1993), les estimateurs de l’erreur quadratique 
moyenne que l’on dérive sont asymptotiquement sans biais 
et convergents à mesure que la taille de l’échantillon tend 
vers l’infini dans toutes les cellules d’imputation. 

Dans le cas de l’imputation par la méthode cold deck ou 
de la méthode cold deck par quotient, le premier terme 1( Cv  
ou 1 )Cv −R  de l’erreur quadratique moyenne estimative est le 
même que celui obtenu en appliquant une formule type 
(comme (14)) et en traitant les valeurs imputées pour la 
non-réponse comme des données observées. Dans le cas de 
l’imputation par la méthode du quotient, si l’on applique la 
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formule (14) et que l’on traite les valeurs imputées pour la 
non-réponse comme des données observées, on obtient 
l’estimateur de eqm ˆ( ) :RY   

2

1
( ) ( )

11
1

h h
R i i i i

h h hh i i

n n
v w z w z

N n n
∈ ∈

  = − −   −   
∑ ∑ ∑

s h s h

ɶ  (18) 

où ˆ(1 ) ,i i i i i iz a y a x= + − β  expression qui est différente 
du premier terme Rv1  de notre estimateur � ˆeqm( )RY  et, 
donc, n’est pas asymptotiquement valide, même si Nn /  est 
négligeable. 

 
4. Exemple  

Nous nous servons d’un ensemble de données provenant 
de l’enquête annuelle sur les transports (EAT) réalisée par le 
U.S. Census Bureau pour illustrer nos calculs. 

L’EAT est une enquête réalisée auprès d’entreprises 
comptant un ou plusieurs établissements dont l’activité 
principale consiste à fournir des services de transport 
commercial motorisé de marchandises ou des services 
d’entreposage public aux États-Unis. Un échantillon aléa-
toire simple stratifié est sélectionné sans remise parmi les 
employeurs qui figurent sur la liste statistique type des 
établissements du Census Bureau. Les strates, qui corres-
pondent aussi aux catégories d’imputation dans le présent 
exemple, sont définies d’après la taille des entreprises dans 
chaque branche d’activité. 

L’enquête comporte diverses variables. Nous consi-
dérons l’estimation des totaux de population des revenus 
annuels de l’année courante ( )y  dans quatre branches 
d’activité. Il existe des entreprises non répondantes pour la 
variable .y  Nous envisageons trois covariables pour 
lesquelles il n’y a pas d’entreprises non répondantes, à 
savoir la liste de paie annuelle pour l’année courante, les 
revenus annuels pour l’année précédente et la liste de paie 
annuelle pour l’année précédente. Le tableau 1 donne 
l’effectif de l’échantillon, la taille de la réponse pour y  et le 
poids d’échantillonnage dans chaque strate et branche 
d’activité. 

En premier lieu, nous nous servons des revenus annuels 
de l’année précédente comme covariable x  pour l’impu-
tation par la méthode cold deck simple et par la méthode du 
quotient. Nous nous servons de la liste de paie annuelle pour 
l’année courante et de la liste de paie annuelle de l’année 
précédente à titre de yɶ  et ,xɶ  respectivement. Pour quatre 
branches d’activité et trois méthodes d’imputation, le ta-
bleau 2 énumère les totaux estimatifs, les EQM estimatives 
proposées pour les totaux estimatifs, les EQM estimées par 
la méthode naïve pour les totaux estimatifs (obtenus en 
traitant les valeurs imputées comme des données observées) 
et les ratios des EQM (EQM estimative proposée sur EQM 
estimative naïve). Notons que l’EQM estimative proposée 
est égale à la somme de 1v  et 2v  pour les méthodes 
d’imputation par quotient et d’imputation cold deck par 

quotient ou à la somme de 1 2, ,v v  et du carré du biais 
estimatif dans le cas de la méthode cold deck simple. Les 
valeurs de 1v  et 2v  figurent également dans le tableau.  

Tableau 1 
Effectif de l’échantillon, taille de la réponse et poids 

d’échantillonnage selon la branche d’activité et la strate  
Branche 
d’activité 

Strate Effectif de  
l’échantillon 

Taille de la 
réponse 

Poids 
d’échantillonnage 

1 0 31 24 1,00 
 1 14 6 12,43 
 2 11 7 8,91 
 3 10 4 6,10 
 4 11 6 5,73 
 5 16 12 2,70 
 6 18 13 2,17 
2 0 86 82 1,00 
 1 8 2 32,91 
 2 13 10 9,85 
 3 11 9 10,82 
 4 12 10 6,08 
 5 13 10 3,60 
3 0 38 30 1,00 
 1 14 9 87,91 
 2 11 8 67,39 
 3 13 10 44,48 
 4 14 13 25,28 
 5 16 13 15,57 
 6 18 12 9,80 
 7 15 11 6,23 
 8 15 14 4,68 
 9 40 33 2,13 
4 0 28 23 1,00 
 1 7 5 32,14 
 2 13 6 16,75 
 3 10 7 12,90 
 4 14 12 7,00 
 5 13 9 6,18 
 6 11 7 4,70 
 7 17 12 3,31 
 8 19 14 1,89 
 9 22 16 1,82 

 
Puis, pour déterminer l’effet de l’utilisation d’une cova-

riable erronée dans le cas de la méthode cold deck simple, 
nous répétons les calculs qui précèdent en nous servant de la 
liste annuelle de paie de l’année courante comme covariable 
x  et des revenus et de la liste de paie annuelle de l’année 
précédente pour les yɶ  et ,xɶ  respectivement. Les résultats 
sont présentés au tableau 3. 

 
Suit un résumé des résultats des tableaux 2 et 3.  

1. Les résultats de la méthode cold deck simple dépendent 
fortement du choix de la covariable .x  Si cette dernière 
correspond au revenu annuel de l’année précédente 
(tableau 2), l’écart entre les totaux estimatifs obtenus par 
les trois méthodes est négligeable; en ce qui concerne 
l’EQM estimative, la méthode cold deck simple est celle 
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qui donne les meilleurs résultats. Cependant, si x  

correspond à la liste annuelle de paie de l’année courante 
(tableau 3), les estimations produites par la méthode cold 
deck simple sont manifestement trop faibles; d’après 
l’EQM estimative, la méthode cold deck simple est celle 
qui donne les moins bons résultats, parce qu’elle est 
entachée d’un biais trop grand (présenté au tableau 3).  

Tableau 2 
Totaux et EQM estimatifs quand x = revenu annuel de l’année 
précédente, y =ɶ liste de paie de l’année courante et x =ɶ liste  

de paie annuelle de l’année précédente  
  Méthode 

Branche 

d’activité 

Estimation Méthode  

Cold Deck 

Cold Deck-

par quotient 

Méthode par 

quotient 

1 Total 5,31 × 109 5,19 × 109 5,42 × 109 
 1v  7,73 × 1014 8,46 × 1014 2,60 × 1015 

 2v  1,39 × 1015 2,50 × 1015 1,81 × 1015 

 EQM proposée 2,30 × 1015 3,34 × 1015 4,40 × 1015 
 EQM naïve 7,73 × 1014 8,46 × 1014 2,46 × 1015 

 Rapport des 

EQM 2,97 3,95 1,79 

2 Total 1,66 × 1010 1,63 × 1010 1,67 × 1010 

 1v  4,00 × 1015 4,19 × 1015 5,57 × 1016 

 2v  6,03 × 1015 2,88 × 1016 6,54 × 1015 

 EQM proposée 1,02 × 1016 3,30 × 1016 6,23 × 1016 
 EQM naïve 4,00 × 1015 4,19 × 1015 5,58 × 1016 

 Rapport des 

EQM 2,54 7,87 1,12 

3 Total 3,54 × 1010 3,53 × 1010 3,59 × 1010 

 1v  1,32 × 1016 1,80 × 1016 1,94 × 1017 

 2v  5,44 × 1016 8,62 × 1016 6,77 × 1016 
 EQM proposée 6,97 × 1016 1,04 × 1017 2,62 × 1017 

 EQM naïve 1,32 × 1016 1,80 × 1016 1,87 × 1017 

 Rapport des 
EQM 5,27 5,80 1,40 

4 Total 1,27 × 1010 1,22 × 1010 1,30 × 1010 

 1v  2,11 × 1016 2,14 × 1016 5,13 × 1015 

 2v  3,91 × 1015 8,26 × 1015 5,06 × 1015 
 EQM proposée 2,59 × 1016 2,97 × 1016 1,02 × 1016 

 EQM naïve 2,11 × 1016 2,14 × 1016 5,06 × 1015 

 Rapport des 
EQM 1,23 1,39 2,01  

2. Aucune conclusion catégorique ne peut être tirée en ce 
qui concerne les résultats relatifs (en ce qui concerne 
l’EQM estimative) de la méthode d’imputation par 
quotient et de la méthode d’imputation cold deck par 
quotient. Dans l’exemple choisi ici, la méthode cold 
deck par quotient donne de meilleurs résultats pour les 
branches d’activité 1 à 3, tandis que la méthode d’impu-
tation par quotient donne de meilleurs résultats pour la 
branche d’activité 4. Certains diagrammes de dispersion 
des données (non présentés) indiquent que la corrélation 
entre x  et xɶ  est plus forte pour les branches d’activité 1 
à 3 que pour la branche d’activité 4, situation qui 
pourrait expliquer l’écart entre les résultats relatifs des 
deux méthodes d’imputation. Voir aussi la discussion 
qui suit la formule (12).  

3. La valeur de l’EQM estimative naïve est beaucoup 
plus faible que celle de l’EQM estimative proposée et 
trop optimiste. Par exemple, au tableau 3, les valeurs 
de l’EQM naïve pour la méthode cold deck simple 
sont systématiquement plus faibles que celles 
obtenues pour la méthode cold deck par quotient, 
alors que l’on sait que la méthode cold deck simple ne 
donne pas d’aussi bons résultats dans ce cas-là. Dans 
l’exemple choisi ici, 12 vv /  n’est pas faible, parce que 
certaines fractions d’échantillonnage sont importantes. 
Puisque l’EQM estimative naïve est égale à 1v  (dans 
le cas des méthodes d’imputation cold deck) ou 
diffère peu de 1v  (pour la méthode d’imputation par 
quotient), la sous-estimation due à l’utilisation de 
l’EQM estimative naïve tient principalement au fait de 
traiter les valeurs imputées comme des valeurs ob-
servées dans les strates où la fraction d’échantillon-
nage est importante (et en ne tenant pas compte du 
biais qui entache les estimateurs par la méthode cold 
deck simple dans le cas du tableau 3).  

Tableau 3 
Totaux et EQM estimatifs si x = liste annuelle de paie de l’année 
courante, y =ɶ revenu annuel de l’année précédente et x =ɶ liste 

annuelle de paie de l’année précédente  
  Méthode 

Branche 

d’activité 

Estimation Méthode  

Cold Deck 

Cold Deck-

par quotient 

Méthode par 

quotient 

1 Total 4,49 × 109 5,19 × 109 5,39 × 109

 Biais -8,99 × 108  

 1v  8,10 × 1014 8,46 × 1014 2,85 × 1015

 2v  1,38 × 1015 2,64 × 1015 1,75 × 1015

 EQM proposée 1,03 × 1016 3,49 × 1015 4,60 × 1015

 EQM naïve 8,10 × 1014 8,46 × 1014 2,55 × 1015

 Rapport des 
EQM 12,68 4,12 1,81 

2 Total 1,59 × 1010 1,63 × 1010 1,71 × 1010

 Biais -1,21 × 109  
 1v  4,36 × 1015 4,19 × 1015 5,74 × 1016

 2v  8,20 × 1015 1,48 × 1016 8,95 × 1015

 EQM proposée 2,73 × 1016 1,90 × 1016 6,64 × 1016

 EQM naïve 4,36 × 1015 4,19 × 1015 5,62 × 1016

 Rapport des 

EQM 6,25 4,54 1,18 

3 Total 3,10 × 1010 3,53 × 1010 3,47 × 1010

 Biais -3,62 × 109  

 1v  1,25 × 1016 1,80 × 1016 2,30 × 1017

 2v  4,56 × 1016 9,25 × 1016 5,41 × 1016

 EQM proposée 1,89 × 1017 1,10 × 1017 2,84 × 1017

 EQM naïve 1,25 × 1016 1,80 × 1016 1,83 × 1017

 Rapport des 
EQM 15,13 6,15 1,56 

4 Total 1,06 × 1010 1,22 × 1010 1,20 × 1010

 Biais -1,35 × 109  
 1v  1,93 × 1016 2,14 × 1016 5,84 × 1015

 2v  2,67 × 1015 4,62 × 1015 3,07 × 1015

 EQM proposée 4,03 × 1016 2,60 × 1016 8,92 × 1015

 EQM naïve 1,93 × 1016 2,14 × 1016 8,92 × 1015

 Rapport des 

EQM 2,09 1,22 1,72 
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Annexe  

1. Preuve de (7) : Quand ˆ ˆ/ 0, ( ) ( ).R Rn N V Y Y V Y≈ − ≈  
Alors (7) découle de  

( ) ( ) ( ){ }2 22 2
2

22
2

ˆ( )R i i i

i i i

x
x

NV Y E x x V x
n

N v
n p

∈ ∈ ∈

 = σ +β
  

 σ µ
≈ + β 

 

∑ ∑ ∑
s r s

 

pour une valeur élevée de ,n  où la dernière égalité 
approximative découle du fait que, subordonnée 
aux ,ix ( ) .i ii iE x p x∈ ∈∑ ∑=r s  
 

2. Preuve de (9) : Étant donné le modèle (1), 

( ) ( ){ }

( ){ ( )

( )}

2
1/ 2

2

2
2 2

2

2
2 2 2

2 2

2
2 2

2 2
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{ [ (1 ) ]
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{ ( ( 1 )
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C i i i i
i i i s

x i i

i i s

i i

i i s
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x

NV Y V x e V x x
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N p V x V x
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x x

N p pv p p
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p v p p p

N p p p v
n

p p

∈ ∈ ∈ −

∈ ∈ −

∈ ∈ −

= + β +

= σ µ + β +

+ β

= σ µ + β + − µ

+ − + µ − β − µ

= σ µ + β + −

+ β − − µ
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∑ ∑

r r r

r r

r r

 

3. Preuve de (11) : Étant donné les conditions 
hypothétiques auxquelles sont assujetties ( , )i iy x  et 
( , ),i iy xɶ ɶ  

( )

( )

( ){ ( ) ( )}

2

2
s

2

2

2

2

2
2 2 2 2

2
2 2 2
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