
Article

Composante du produit no 12-001-X 
Division des méthodes d’enquêtes auprès des entreprises 

Estimation des facteurs
de correction au recensement
 
 
 
par C.T. Isaki, J.H. Tsay et W.A. Fuller

Juin 2000



Techniques d’enquête, juin 2000  37 
Vol. 26, N

o
 1, pp. 37-49 

Statistique Canada, N
o
 12-001 au catalogue 

 

Estimation des facteurs de correction au recensement 
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Résumé 
À partir d’une méthode des composantes de variance et d’une structure estimative des erreurs de covariance, on a établi les 
variables explicatives des facteurs de correction pour le recensement décennal de 1990. On soupçonne que la variabilité de 
la matrice des covariances estimatives explique certaines anomalies dans l’estimation de régression et les facteurs de 
correction estimés. Nous avons étudié des méthodes de prédiction alternatives et proposé une façon de faire qui est moins 
sensible à la variabilité de la matrice des covariances estimatives. La méthode proposée est appliquée à un ensemble de 
données composé de 336 facteurs de correction à partir de l’enquête postcensitaire de 1990. 
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1. Introduction  
Bien que l’objectif du recensement de la population soit 

de consigner des données pour toutes les personnes, on sait 
bien depuis longtemps qu’en pratique il n’en est rien. 
D’après les études postcensitaires liées au recensement 
américain de 1970 et de 1980, le taux de couverture n’est 
pas le même pour différents groupes démographiques. Voir 
le U.S. Bureau of the Census (1988).  

En 1990, on s’est servi d’une enquête postcensitaire (EP), 
fondée sur une estimation à système double (ou saisie-
resaisie), pour produire des estimations à l’égard de 1 392 
sous-divisions de la population totale des États-Unis au 
moment du Recensement de 1990. L’échantillon de l’EP 
comprenait environ 377 000 personnes dans environ 5 200 
blocs d’échantillon. Les personnes échantillonnées étaient 
divisées en poststrates définies selon les divisions géogra-
phiques du pays, le mode d’occupation, la taille de l’endroit, 
la race, le sexe et l’âge dans le cadre desquelles les caté-
gories du mode d’occupation sont les propriétaires et les 
locataires de résidences, et la taille de l’endroit constitue une 
mesure de l’urbanisation. Les sous-divisions sont appelées 
des poststrates. Le ratio de l’estimation de l’EP par rapport 
au total du recensement, appelé le facteur de correction, a 
été produit pour chaque poststrate. Un facteur de correction 
supérieur à un correspond à un sous-dénombrement 
estimatif et un élément inférieur à un correspond à un 
surdénombrement estimatif.  

Parce qu’on prévoyait des variances d’échantillonnage 
relativement importantes pour les ratios individuels, une 
technique de lissage fondée sur les composantes de variance 
et un modèle de régression ont permis de créer les estima-
tions finales des facteurs de correction. Les éléments de la 
matrice des covariances d’erreur dont on s’est servi dans le 
modèle prédictif ont été estimés au moyen d’un algorithme 
de jackknife (Fay 1990).  

Dans le modèle de régression, on a choisi les variables 
explicatives selon un algorithme de sélection du meilleur 

sous-ensemble. Certaines variables explicatives ont été 
imposées au modèle. Par exemple, dans la région du 
Midwest, les dix variables explicatives imposées au modèle 
étaient les Noirs, les Hispaniques, les locataire, le groupe 
des 0-9 ans, le groupe des 10-19 ans, le groupe des 20-29 
ans, le groupe des 30-44 ans, le groupe des 45-64, les 
hommes âgés de 10-19 ans et les hommes âgés de 20-64 
ans. La plupart des variables étaient des variables indica-
trices, mais certaines étaient des proportions. Par exemple, 
on recourait à une variable « pourcentage de Noirs » quand 
les Noirs et les Hispaniques étaient regroupés dans une seule 
poststrate. On a sélectionné neuf autres variables à inclure 
dans le modèle à partir d’un algorithme de régression du 
meilleur sous-ensemble. Les variables comprenaient le taux 
de questionnaires renvoyés par la poste, le taux de 
substitution, le genre d’endroit et six variables d’interaction 
de la race selon l’âge et de la race selon le mode d’occupa-
tion. Le taux de questionnaires renvoyés par la poste con-
stitue la fraction renvoyée des questionnaires du recense-
ment distribués par la poste; le taux de substitution est la 
fraction des ménages visés par le recensement qui a été 
entièrement remplacé par les ménages répondants.  

On a appliqué la technique de lissage aux ratios post-
strates selon les régions du pays. Les facteurs de correction 
devaient s’appliquer aux chiffres du recensement dans les 
poststrates appropriées pour que les estimations de popu-
lation tiennent compte du sous-dénombrement et du surdé-
nombrement. Dans Hogan (1992), on trouve un aperçu de 
l’EP. Isaki et coll. (1991) fournissent une description détail-
lée des résultats du lissage des ratios poststrates. 

Fay (1992), dans un document portant sur les facteurs de 
correction établis à partir de l’EP de 1990, a relevé certains 
résultats perturbateurs. Il souligne que certains des coeffi-
cients de régression estimatifs dans le modèle diffèrent con-
sidérablement selon la forme de la matrice des covariances 
estimatives ayant servi à établir l’estimateur des moindres 
carrés généralisés estimés. Fay conjecture que les grandes 
différences entre les coefficients peuvent être attribuables    
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à un estimateur instable de la matrice des covariances 
d’erreur. Bien qu’on ait lissé l’estimation des variances 
d’erreur, on juge que les variances estimatives des combi-
naisons linéaires peuvent toujours être importantes. Il estime 
que les variances estimatives sont grandes parce que les 
estimations directes pour de nombreux blocs sont de zéro. 

Le Secretary of Commerce a fini par décider d’utiliser les 
chiffres non corrigés dans le recensement décennal. On a 
décidé d’étudier ultérieurement la possibilité d’utiliser des 
chiffres corrigés à d’autres fins, comme pour le programme 
d’estimations postcensitaires du Bureau. 

Nous examinons d’autres estimateurs de lissage pour les 
facteurs de correction, en insistant sur l’effet de l’estimation 
de la matrice des covariances du vecteur des facteurs de 
correction estimatifs. Dans la partie empirique de notre 
étude, nous établissons des estimations à partir des données 
du recensement de 1990.  

 
2. Modèle de lissage  

Le modèle retenu pour l’établissement des variables 
explicatives est le modèle des composantes de variance 
multidimensionnelles. Un certain nombre d’auteurs ont 
étudié des modèles étroitement liés qui permettent d’estimer 
le lissage d’un ensemble de valeurs inconnues. Fay et 
Herriot (1979) ont suggéré d’utiliser le modèle dans le cadre 
d’une méthode d’estimation régionale. Battese, Harter et 
Fuller (1988) ont appliqué le modèle des composantes de 
variance à l’estimation de la zone cultivée. Ericksen et 
Kadane (1985), Cressie (1992), de même qu’Ericksen, 
Kadane et Tukey (1989) ont suggéré des méthodes de 
lissage pour corriger le recensement. Singh, Gambino et 
Mantel (1994) abordent une gamme de méthodes 
s’appliquant aux régions. On trouve dans Efron et Morris 
(1972), de même que dans Morris (1983) de bonnes 
discussions sur certains aspects théoriques de base. Kackar 
et Harville (1984), Peixoto et Harville (1986), Fay (1987), 
Fuller et Harter (1987), Hulting et Harville (1991), Ghosh 
(1992), de même que Prasad et Rao (1990) traitent de 
l’estimation et de l’estimation de la variance quant à de 
telles méthodes. Le document de Ghosh et Rao (1994) est 
un exposé de synthèse. 

Dans le modèle des composantes de variance multi-
dimensionnelles, le vecteur des valeurs vraies à prédire est 
le suivant 

,= +y X wββββ  (1) 

où y  est un vecteur-colonne dimensionnel- ,n X  est une 
matrice n k×  de caractéristiques observables, w  est un 
vecteur-colonne dimensionnel-n  des effets aléatoires et ββββ  
est un vecteur-colonne d’inconnues dimensionnel- .k  Le 
vecteur Y  est observé, si 

,= +Y y e  (2) 

Y  est un vecteur-colonne dimensionnel-n  et e  est le 
vecteur-colonne dimensionnel-n  des erreurs d’estimation. 
Dans notre application, Y  est le vecteur de l’estimation des 
facteurs de correction. On présume que 

( , ) (0,′ ′ ′w e ∼ block diag 2{ , }),eeσI ΣΣΣΣ  (3) 

où eeΣΣΣΣ  est la matrice des covariances des erreurs d’esti-
mation et 2σ  est la variance inconnue des effets aléatoires.  

On définit une catégorie de variables explicatives par 
l’équation suivante  

( ) ,′= + −y XB G Y XBɶ  (4) 

où B  est un vecteur dimensionnel-k  et G  est une matrice 
.n n×  Dans le modèle (1) avec 

2( , ) ( , block diag{ , }),eeN′ ′ ′ σw e 0 I∼ ΣΣΣΣ  (5) 

la valeur probable conditionnelle de y  compte tenu de Y  
est  

{ } ( ) ,zzE ′= β + −y Y X G Y Xββββ  (6) 

où 1 2
zz zz

−= σG ΣΣΣΣ  et 2
zz ee= σ +IΣ ΣΣ ΣΣ ΣΣ Σ  est la matrice des 

covariances n n×  de .= +z w e  Selon le modèle de 
distribution normale défini en (1), (2) et (5) et compte tenu 
des paramètres 2, ,eeσ Σ βΣ βΣ βΣ β  connus, la variable explicative 
minimale de l’erreur quadratique moyenne de y  se trouve 
du côté droit de l’équation (6). 

De façon générale, certains des paramètres sont 
inconnus. Prenons d’abord le cas où la valeur de β  est 
inconnue. Disons que β̂  est un estimateur de ,β  où 

( ) 1-1 1ˆ ,
− −′ ′=β X M X X M Y  (7) 

et M  est une matrice .n n×  Si la valeur de M  est établie 

( )

ˆ( ) ( ) ( )

,

− = − − − − +

= − +

y y I G X β β I G w Ge

K I w Ke

ɶ
 

où 1 1 1( ) ( ) .− − −′ ′ ′ ′= − +K I G X X M X X M G  Par consé-
quent, si les valeurs de M  et de G  sont établies,  

2{ } ( ) ( ) .ee
′ ′− = − − σ +V y y K I K I K Kɶ ΣΣΣΣ  (8) 

Si le modèle en (1), (2) et (3) tient, et si les valeurs de 

eeΣΣΣΣ  et de 2σ  sont connues, alors en remplaçant B  par 

1 1 1( )zz zz

− − −′ ′=β X X X Yɶ Σ ΣΣ ΣΣ ΣΣ Σ  (9) 

et G  par 

1 2
zz zz

−= σG ΣΣΣΣ  (10) 

en (4), on obtient la meilleure variable explicative linéaire 
sans biais de .y  Voir Henderson (1950), Harville (1976) et 
Robinson (1991). Si eeΣΣΣΣ  et 2σ  sont également inconnues, il 
est naturel d’utiliser les estimateurs de eeΣΣΣΣ  et de 2σ  pour 
établir une estimation de la meilleure variable explicative 
linéaire sans biais. Très souvent, l’estimateur de eeΣΣΣΣ  est 
associé à la méthode ayant servi à établir l’estimateur de .Y  



Techniques d’enquête, juin 2000 39 
 

 
Statistique Canada, No 12-001 au catalogue 

Puis, on estime 2σ  selon le modèle en (1), (2) et (5) en 
considérant l’estimateur de eeΣΣΣΣ  comme la vraie valeur 
de .eeΣΣΣΣ  

La variable explicative de substitution peut être 

2 1ˆ ˆˆˆ σ̂ ( ),zzX −= + −y β Y XβΣΣΣΣ  (11) 

où  

1ˆ ˆ ˆ( )zz zz

−′ ′= -1 -1β X X X YΣ ΣΣ ΣΣ ΣΣ Σ  (12) 

est l’estimateur des moindres carrés généralisés estimés 
de ,β  

2ˆ ˆˆ ,zzzz eeee= σ +IΣ ΣΣ ΣΣ ΣΣ Σ  (13) 

ˆ
eeΣΣΣΣ  est un estimateur de ,eeΣΣΣΣ  et 2σ̂  est un estimateur de 
2.σ  L’estimateur de 2σ  peut se fonder sur des méthodes de 

vraisemblance ou d’analyse de la variance. Ne retenant que 
les termes de l’extension de l’erreur de Taylor en (11) qui 
sont les erreurs dans les estimateurs de base, nous avons 
l’équation suivante  

2 2 -1

-1

ˆˆ ( )

ˆ( )

ˆ( ) ,

zz

ee ee zz

′ ′− = − + −

′+ σ − σ

′− −

y y e H z H X β β

H z

G z

ɺ

ΣΣΣΣ

Σ Σ ΣΣ Σ ΣΣ Σ ΣΣ Σ Σ  (14)

 

où 1
ee zz

−′ =H Σ ΣΣ ΣΣ ΣΣ Σ  et 2 1.zz

−′ ′= − = σG I H ΣΣΣΣ  Si on suppose 
que la valeur de ˆ

eeΣΣΣΣ  est distribuée comme un multiple 
d’une matrice Wishart ayant des degrés de liberté ,ed  si on 
ne tient pas compte de la covariance entre 2σ̂  et ˆ ,eeΣΣΣΣ  si on 
calcule les espérances comme si les valeurs de 2σ̂  et de z  
sont indépendantes et si on calcule les espérances comme si 
les valeurs de z  et de ˆ eeΣΣΣΣ  sont indépendantes, on obtient, à 
partir de l’équation en (14), comme approximation de la 
variance de ˆ −y y  l’équation suivante 

33 44ˆ{ } ,ee ββ
′ ′− = + + +V y y G H XV X H Γ Γɺ ΣΣΣΣ  (15) 

où 

1 1 1 1

1
33

1 4 1 1 1
44

1 1 1

ˆ{ } ( ) tr{ } ,

,

[tr{ }],

( )

zz e zz ee ee

zz

e zz ee zz zz ee

zz zz

d

V

d

− − − −
ββ

−
σσ

− − − −

− − −

′ ′= = +

′=

= σ

′ ′=

V V β X X L L

Γ H H

Γ

L X X X

Σ Σ Σ ΣΣ Σ Σ ΣΣ Σ Σ ΣΣ Σ Σ Σ

ΣΣΣΣ

Σ Σ Σ Σ ΣΣ Σ Σ Σ ΣΣ Σ Σ Σ ΣΣ Σ Σ Σ Σ

Σ ΣΣ ΣΣ ΣΣ Σ

 

et 2ˆ{ }V Vσσ = σ  est la variance de 2ˆ .σ  Le terme ee GΣΣΣΣ  est 
la matrice des covariances de prédiction si tous les para-
mètres sont connus. Les autres trois termes de (15) sont les 
apports à la variance attribuables à l’estimation de 2, ,σβ  et 

,eeΣΣΣΣ  respectivement. Le deuxième terme dans l’expression 
ˆ{ }V β  est une estimation brute de l’augmentation de la 

variance de β̂  attribuable à l’utilisation d’un estimateur de 

zzΣΣΣΣ  plutôt que de zzΣΣΣΣ  pour établir ˆ.β  

Si la dimension de zzΣΣΣΣ  est grande et que les degrés de 
liberté, ,ed  ne sont que légèrement supérieurs à la 
dimension, alors la deuxième partie de la variance de β̂  et 
le terme 44Γ  peuvent contribuer considérablement à la 
variance. Cela est particulièrement vrai si la valeur de 2σ  
est relativement faible par rapport aux éléments de la diago-
nale de .eeΣΣΣΣ  L’étude Monte Carlo à la section suivante 
montre que l’apport à la variance calculé approximative-
ment par ces termes peut être important.  

Une prédiction qui réduit l’effet de l’erreur d’estimation 
dans ˆ eeΣΣΣΣ  n’utilise que les éléments de la diagonale de eeΣΣΣΣ  
dans la composante de réduction. Posons l’équation 
suivante 

2 1ˆ ˆˆˆ σ̂ ( ),d d zz d

−= + −y Xβ D Y Xβ  (16) 

où 

1 1 1

2

ˆ ˆ ˆ( ) ,

ˆ ˆ ˆdiag ( ),

d zz zz

zz ee

Y
− − −′ ′=

= + σ

β X D X X D

D IΣΣΣΣ
 

2σ̂  est un estimateur de 2σ  et diag ( )A  est la matrice 
diagonale composée des éléments de la diagonale de .A  En 
ne retenant que les termes principaux de l’extension de 
l’erreur de Taylor en (16), on obtient l’équation suivante  

2 2 1 1

ˆˆ ( ) ( )

ˆˆ( ) ( ) ,

d d d d

d zz d ee ee zz

− −

′ ′− = − − + −

′ ′+ σ − σ − −

y y w G z H X β β

H D z G D D D z

ɺ

 (17)
 

où diag{ },zz zz=D ΣΣΣΣ 1 2,d zz

−= σG D ,d d= −H I G  et ee =D  
diag{ }.eeΣΣΣΣ  Si les valeurs de w  et de e  sont normalement 
distribuées, et si 2σ̂  et ˆ

zzD  sont des estimateurs 
quadratiques, alors les valeurs de 2σ̂  et de ˆ zzD  ne sont pas 
en corrélation avec .z  Le ièmex  élément de 2 1

zz

−− σw D z  
n’est pas en corrélation avec le ièmex  élément de ,z  sans 
nécessairement ne pas être en corrélation avec le vecteur .z  
Si on ne  tient  pas compte de cette corrélation possible, si 
on suppose que ˆ

eeΣΣΣΣ  est une matrice Wishart ayant des 
degrés de liberté ed  et si on ne tient pas compte de la 
corrélation entre 2σ̂  et ˆ eeΣΣΣΣ  on obtient une approximation de 
la variance de ˆ d −y y  à partir de l’équation en (17) par 
l’équation suivante 

{ } 2

33 44

ˆ

,
d d d d ee d

d d dd ddββ

′ ′− = σ +

′ ′+ + +

V y y H H G G

H XV X H Γ Γ

ΣΣΣΣ
 
(18)

 

où 1 2, ,d zz d d

−= σ = −G D H I G  

1 1 1 1 1 1( ) ( ) ,zz zz zz zz zz
− − − − − −

ββ
′ ′ ′=V X D X X D D X X D XΣΣΣΣ  (19) 

1 1
33 ,dd d zz zz zz d V− −

σσ
′=Γ H D D HΣΣΣΣ  (20) 

1
44dd e d dd − ′ ′=Γ G ΩG  
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et le ièmex  élément de Ω  est 

2 1 12 .ij eeij zzii zzjj zzij
− −ω = σ σ σ σ  

Le terme en 44ddΓ  est un estimateur de l’apport à la 
variance attribuable à l’utilisation de ˆ eeΣΣΣΣ  pour estimer la 
matrice des covariances. L’expression (19) présume qu’on 
peut ne pas tenir compte de l’apport de l’erreur en ˆ zzD  à la 
variance de β̂  pour les valeurs importantes de .ed  La 
différence entre les équations en (15) et en (18) est que les 
multiplicateurs en (19) et en (20) ne dépendent pas de la 
dimension de .zzΣΣΣΣ  Par conséquent, l’erreur dans l’estima-
tion de zzΣΣΣΣ  contribue plus faiblement à la variance. En 
revanche, la variance de ,d

′−w G z  le terme d’ordre un de 
l’équation en (17), sera supérieure au terme correspondant 
de l’erreur en (14), sauf si zzΣΣΣΣ  est une diagonale. Les deux 
premiers termes à droite de (18) sont la variance de 

d .′−w G z  

 
3. Étude Monte Carlo  

Pour examiner la variabilité des variables explicatives 
liée à la variabilité de l’estimation de ,eeΣΣΣΣ  nous avons mené 
une petite étude Monte Carlo. Le modèle de l’étude est le 
suivant  

µ , 1, 2, ...,j j j r= + + =Y J w e  (21) 

 
2~ ( , ),

~ ind ( , ),j ee

σw 0 I

e 0 ΣΣΣΣ
 

où J  est le vecteur-colonne dimensionnel- ,k  de uns, 
(1, 1, ..., 1) ,′=J w  est le vecteur dimensionnel- k  des 

effets aléatoires régionaux, je  est un vecteur des erreurs, et 
les valeurs de w  et de je  sont indépendantes. Le modèle 
est une version simplifiée du modèle défini en (1), (2) et (3). 
La moyenne est la fonction constante, ce qui fait que nous 
utilisons µ  plutôt que .β  Pour créer un vecteur des 
variables corrélées, nous définissons, pour 8,k =  

1 1

2 1 2

3 1 3

4 3 4

5 4 5

6 4 6

7 7

8 8

1,3

1,5 0,4

0,9 0,9

0,9 1,6
,

1,6 0,6

1,0 1,6

1,0

2,83

j j

j j j

j j j

j j j

j j j

j j j

j j

j j

e u

e u u

e u u

e u u

e u u

e u u

e u

e u

   
   

+   
   +
   
   +
   =

+   
   +   
   
   
      

 

où iju  sont des variables aléatoires indépendantes. Les ,iw  
1, 2, ..., 8,i =  sont des variables aléatoires NI(0, 0,36),  

où 2NI( , )µ σ  dénote des variables aléatoires indépendantes 
normales dont la moyenne est µ  et la variance 2.σ  Cette 

configuration donne une gamme de variances d’erreur et 
une gamme de corrélations entre les estimations. 

L’estimateur de 2σ  utilisé dans l’étude Monte Carlo est 
le suivant 

( ) 12

1
(0) (0) 0

ˆ max{ 1

ˆˆ ˆ[( ) ( ) tr{ }], 0}ee

k

r

−

−

σ = −

′× − µ − µ −y J y J AΣΣΣΣ
 
(22)

 

où tr{ }A est la trace de la matrice ,A  

1
0

1

1

ˆ ( 1) ( ) ( ) ,
r

ee j j
j

k

r

−

−

=

′= −

′= − − −∑

A I JJ

Y y Y yΣΣΣΣ  (23)
 

et 

1
0ˆ .k− ′µ = J y  (24) 

L’estimateur 2σ̂  est un estimateur quadratique étroitement 
lié à l’analyse de l’estimateur de la variance.  

Nous avons comparé deux variables explicatives dans 
l’étude Monte Carlo. Les deux vont comme suit 

( )ˆˆ ˆ ,′= − − µy y H y J  (25) 

où 

1

1

.
r

j
j

r Y
−

=

= ∑y  

Elles diffèrent pour ce qui est de l’établissement de Ĥ  et de 
ˆ.µ  La première variable explicative suit le modèle énoncé 
en  (11) et utilise la valeur de ˆ

eeΣΣΣΣ  pleinement estimative 
pour  Ĥ  et pour l’estimateur de .µ  La variable explicative 
est appelée variable explicative générale, abréviation de la 
variables explicative des moindres carrés généralisés esti-
més. La variable explicative générale est la suivante 

g
ˆˆ ˆ( ),g g
′= − − µy y H y J  (26) 

où 

1 1ˆ ˆ ˆ ,g ee zzr− −′ =H Σ ΣΣ ΣΣ ΣΣ Σ  

1 1 1ˆˆ ( ) ,g zz zz
− −′ ′µ = J J J yΣ ΣΣ ΣΣ ΣΣ Σ  (27) 

1 2ˆ ˆ ˆ ,zz eer−= + σIΣ ΣΣ ΣΣ ΣΣ Σ  (28) 

et ˆ gµ  est l’estimateur estimatif des moindres carrés 
généralisés de .µ  

La deuxième variable explicative est la suivante 

ˆˆ ˆ( ),d d d
′= − − µy y H y J  (29) 

où 
1 1ˆ ˆ ,d ee zzr− −′ =H M D  
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ee =M diag ˆˆ ,ee zz =DΣΣΣΣ diag ˆ ,zzΣΣΣΣ  et la valeur estimée de µ  
est la suivante  

1 1 1ˆ ˆˆ [ ] .d zz zz

− − −′ ′µ = J D J J D y  

Cette variable explicative peut être appelée variable explica-
tive diagonale parce que seuls les éléments de la diagonale 
de ˆ eeΣΣΣΣ  servent à son établissement. 

Les entrées au tableau 1 sont pour 14.r =  Chaque 
échantillon est composé d’une sélection aléatoire de w  et 
d’un échantillon aléatoire de 14 vecteurs e. On a des 
résultats pour les erreurs NI (0, 2)ijµ ∼  et pour les erreurs 
qui sont centrées autour des variables aléatoires khi-carré à 
un degré de liberté. Par conséquent, dans les deux cas, les 
erreurs ont des moyennes de zéro et des variances égalent à 
deux. La moyenne µ  a été fixée à zéro. La deuxième 
colonne du tableau 1 comprend la variance de la moyenne 
de l’échantillon comme un estimateur de .iw  La colonne 3 
du tableau 1 renferme le ratio de la variance Monte Carlo 
d’un élément de ˆ ,gy  où la valeur de ˆ gy  est définie selon 
l’équation en (28), par rapport à la variance Monte Carlo de 
l’élément correspondant de y  pour les erreurs normales. 
Les ratios pour les éléments 1 à 4 et pour l’élément 7 sont 
supérieurs à un. Les deux derniers éléments de jY  ne sont 
pas en corrélation avec les autres éléments. L’élément 7 a 
une petite variance et l’élément 8 a une grande variance. La 
perte est grande pour la variable explicative relativement à 
la moyenne simple pour l’élément 7, et le gain est important 
pour l’élément 8. 

La quatrième colonne du tableau 1 renferme les ratios de 
la variance de la variable explicative en (29) par rapport à la 
variance de la moyenne des erreurs normales. Dans tous les 
cas, la variable explicative de la diagonale est supérieure à la 
variable explicative générale définie en (28). La différence 
est relativement constante à environ 30 %. La variable de la 
diagonale n’est pas toujours supérieure à la moyenne 
simple, mais la perte est faible pour les éléments un, trois et 
sept. En revanche, les gains relativement à la moyenne 
simple sont importants pour les éléments six et huit. Les 
variances Monte Carlo pour les deux variables explicatives 
sont supérieures aux approximations liées aux équations 
(15) et (18), sauf pour l’élément 8.  

Il est quelque peu surprenant que la méthode de la diago-
nale ait mieux réussi pour la moyenne simple des erreurs 
khi-carré que pour celle des erreurs normales. Pour ce qui 
est de l’erreur khi-carré, les estimations de la moyenne et de 
la variance sont en corrélation. Par conséquent, en moyenne, 
les écarts moyens positifs importants sont ramenés vers la 
moyenne par un montant supérieur à l’écart négatif plus 
faible. D’après les conjectures établies par le rédacteur en 
chef adjoint, auxquelles nous souscrivons, il s’agit-là d’une 
des raisons expliquant la performance supérieur de la 
variable explicative diagonale. En revanche, la méthode de 
prédiction générale réussit moins bien pour ce qui est de la 
moyenne simple des erreurs khi-carré que pour celle des 
erreurs normales. Comme la dernière colonne du tableau l le 

montre, la méthode de la variable explicative de la 
diagonale domine uniformément à la fois la moyenne et la 
méthode de prédiction générale dans le cas de cette 
configuration paramétrique avec erreurs khi-carré.   

Tableau 1 
Ratios de variance Monte Carlo pour variables explicatives 

régionales alternatives (10 000 échantillons, 14)r =   
  Erreurs normales Erreurs khi-carré 

i  { }i iV y w−  
ˆ ˆ{ }
ˆ{ }

gi i

i i

V y w

V y w

−

−
 

ˆ ˆ{ }
ˆ{ }

di i

i i

V y w

V y w

−
−

 
ˆ ˆ{ }
ˆ{ }

gi i

i i

V y w

V y w

−

−
 

ˆ ˆ{ }
ˆ{ }

di i

i i

V y w

V y w

−
−

 

1 0,2414 1,277 1,025 1,430 0,899 
2 0,3445 1,252 0,875 1,371 0,768 
3 0,2268 1,351 1,019 1,480 0,954 
4 0,4771 1,003 0,735 1,099 0,686 
5 0,4113 0,926 0,876 1,016 0,699 
6 0,5121 0,913 0,677 0,975 0,618 
7 0,1449 1,366 1,006 2,261 0,896 
8 1,1214 0,520 0,384 0,725 0,371  
Les variances Monte Carlo de 0ˆ ˆ, ,gµ µ  et ˆ dµ  comme 

estimateurs de µ  sont 0,150, 0,273 et 0,146, respecti-
vement. Si les valeurs de eeΣΣΣΣ  et de 2σ  sont connues, les 
variances de 0ˆ ˆ, ,gµ µ  et ˆ dµ  sont 0,149, 0,122 et 0,140, 
respectivement. Si on utilise une matrice des covariances 
estimatives pour ˆ ,gµ  on obtient un estimateur ayant une 
variance supérieure à celle de la moyenne simple.  

Dans le cadre du modèle, les variables explicatives sont 
sans biais quand les erreurs sont normalement distribuées. 
Les variables explicatives sont biaisées et comprennent des 
erreurs khi-carré parce que la moyenne de l’échantillon est 
en corrélation avec la variance empirique. Le tableau 2 
donne le biais Monte Carlo divisé par l’erreur-type Monte 
Carlo de la moyenne. Le biais de la méthode générale est de 
20 % à 50 % supérieur à celui de la méthode de la 
diagonale. Dans les deux cas, le biais carré ajouté à la 
variance produit une erreur quadratique moyenne pour ce 
qui est de la méthode qui est environ 4 % à 10 % supérieure 
à la variance. 

Cette petite étude montre que l’utilisation d’une matrice 
des covariances estimatives à variabilité importante peut 
donner lieu à des variables explicatives moins efficaces que 
la moyenne simple.  

Tableau 2 
Biais relatif Monte Carlo des variables explicatives régionales 
alternatives (10 000 échantillons, 14,r=  erreurs khi-carré)  

i  1/2

ˆMoy. ( )

ˆ[ { }]

gi i

i i

y w

V y w

−

−
 1/ 2

ˆMoy.{ )
ˆ[ { }]

di i

i i

y w

V y w

−

−
 

1 -0,28 -0,19 
2 -0,27 -0,18 
3 -0,30 -0,17 
4 -0,27 -0,18 
5 -0,26 -0,21 
6 -0,29 -0,20 
7 -0,24 -0,20 
8 -0,24 -0,21 
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4. Application aux données de 
       l’estimation postcensitaire  

4.1 Estimation postcensitaire  
Le U.S. Bureau of the Census fournit des estimations 

annuelles de la population des régions en fonction des 
recensements décennaux et d’autres sources d’information. 
Afin d’envisager l’utilisation possible des chiffres corrigés 
du recensement de 1990 dans le cadre du processus d’esti-
mation postcensitaire, le Bureau a examiné les données de 
l’EP et défini un nouvel ensemble de 357 poststrates. 

Les 357 poststrates sont composées de 51 groupes 
poststrates, dont chacun est sous-divisé en sept catégories 
d’âge-sexe. Il s’agit des catégories suivantes : (1) les enfants 
de 0 à 17 ans des deux sexes, (2) les hommes de 18 à 29 
ans, (3) les hommes de 30 à 49 ans, (4) les femmes de 18 à 
29 ans, (5) les femmes de 30 à 49 ans, (6) les hommes de 50 
ans et plus, (7) les femmes de 50 ans et plus. Les facteurs 
qui définissent les 51 groupes poststrates sont les suivants : 
race/ethnie (Blancs non hispaniques, Noirs, Hispaniques 
non Noirs, Asiatiques, Amérindiens); le mode d’occupation 
(propriétaire, locataire); le type de région (zone urbanisée 
comptant plus de 250 000 habitants, autre zone urbanisée, 
zone non urbanisée) et la région (Ouest, Sud, Midwest, 
Nord-Est). Compte tenu des limites de taille des échan-
tillons, les Amérindiens ont été rassemblés en un groupe 
poststrate et les Asiatiques ont été divisés en deux groupes 
poststrates - les propriétaires et les locataires. Des 48 autres 
groupes poststrates, les 24 premiers groupes reflètent un 
classement recoupé complet des catégories de Blancs non 
hispaniques. Les 12 groupes suivants visent les Noirs et 
comportent un classement recoupé complet du mode 
d’occupation selon la région pour les zones urbanisées 
comptant plus de 250 000 habitants, mais par ailleurs ne 
fournissent pas de détails régionaux. Les mêmes 12 groupes 
poststrates ont servi autant pour les Hispaniques non Noirs 
que pour les Noirs.  

On a obtenu une matrice des covariances de 357× 357 au 
moyen de l’algorithme de jackknife dont on s’est servi pour 
les 1 392 poststrates de l’EP de 1990. Nous dénotons cette 
matrice des covariances brute par ˆ .eeΣΣΣΣ  Dans Hogan (1993), 
on trouve une description détaillée des 357 poststrates et la 
motivation pour les établir.  
4.2 Modèle de régression  

Nous avons éliminé les données sur les Asiatiques et les 
Amérindiens du processus de lissage. Par conséquent, par 
groupe minoritaire on entend la combinaison des Noirs et 
des Hispaniques non Noirs. L’ensemble des données qui 
nous intéressent renferment 336 facteurs de correction et 
leurs covariances brutes estimatives. L’interaction entre le 
groupe minoritaire et l’âge-sexe a été incluse dans le modèle 
de régression après que l’examen des données de 1990 a 
indiqué que la différence de sous-dénombrement nette entre 
les Noirs et les non Noirs variait selon le sexe et le groupe 

d’âge. Le modèle de régression (1) renferme 21 variables 
explicatives. Les voici : 
 

1. 0X = ordonnée à l’origine 
 

2. jX = variable indicatrice pour les catégories d’âge-
sexe : 1, 2, ..., 6j =  dans l’ordre; âges 0-17 ans, 
hommes 18-29 ans, hommes 30-49 ans, etc. (femmes 
50 ans + est la catégorie sans variable)  

 

3. 7X = variable indicatrice pour les locataires 
 

4. 8X = variable indicatrice pour les Noirs 
 

5. 9X = variable indicatrice pour les Hispaniques non 
Noirs 

 

6. jX = variable indicatrice pour le genre d’endroit : 
10, 11j =  pour zone urbanisée de 250 000 habi-

tants+ et autre zone urbaine, respectivement  
 

7. jX = variable indicatrice pour region : 12, 13,j =  
14  pour le Nord-Est, le Sud et l’Ouest, respecti-
vement  

 

8. jX = variable indicatrice pour groupe minoritaire 
selon l’âge-sexe : 15, ..., 20j =  pour groupe mino-
ritaire de 0-17 ans, hommes minoritaires (18-29 ans), 
etc.  

Les variables 12 13,X X  et 14X  étaient les proportions du 
recensement de 1990 des personnes dans le groupe 
poststrate dans la région particulière pour les groupes 
poststrates des Noirs et des Hispaniques non Noirs qui ont 
été combinés d’une région à l’autre. 

On a perfectionné le modèle (3) pour l’application 
empirique. En fonction de l’analyse préliminaire, la 
structure de l’erreur précisée de ,w  l’erreur de modèle, est 
passée de 2

ww = σ IΣΣΣΣ  à 

2 2
1 1 2 2,ww = σ + σK KΣΣΣΣ  (30) 

où 1K  est une matrice de diagonale n n×  comportant des 
uns pour les poststrates des groupes minoritaires et des zéros 
ailleurs, et 2K  est une matrice de diagonale n n×  
comportant des uns pour les poststrates des groupes non 
minoritaires et des zéros ailleurs. Les variances estimatives 
sont de 2

1σ̂ = 0,000506 (0,000140) et de 2
2σ̂ = 0,000112 

(0,000030), où les nombres entre parenthèses sont des 
erreurs-types. L’erreur-type de la différence est (0,000141). 
Par conséquent, tout indique que les variances diffèrent pour 
les deux groupes.  

Dans notre discussion, nous avons étudié deux variables 
explicatives, la variable de substitution en (11) et la variable 
diagonale en (16). Il est naturel d’envisager une variable de 
compromis qui aurait la forme suivante 

ˆ ˆ ˆˆ ( )

ˆˆ ( ),

ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ

′= + −

′= − −

y X G Y X

Y H Y X

β ββ ββ ββ β

ββββ  (31)
 

où 0 1,≤ ϕ ≤  
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1

1

1

ˆ ˆ ˆ ,

ˆˆ ˆˆ ˆ[ (1 ) ],

ˆˆ ˆ ˆ(1 ) ,

ˆ ˆdiag{ },

ˆ ˆ ˆ( ) ,

ww

ee ee

ww ee ee

ee ee

−
ϕ ϕϕ

−
ϕ ϕ ϕϕ

ϕϕ

−
ϕ ϕϕ ϕϕ

′ =

′ ′= − = ϕ + − ϕ

= + ϕ + − ϕ

=

′ ′= -1 -1

G

H I G D

D

D

β X X X Y

Σ ΣΣ ΣΣ ΣΣ Σ

Σ ΣΣ ΣΣ ΣΣ Σ

Σ Σ ΣΣ Σ ΣΣ Σ ΣΣ Σ Σ

ΣΣΣΣ

Σ ΣΣ ΣΣ ΣΣ Σ

 

et 

2 2
1 1 2 2

ˆ ˆ ˆ .ww = σ + σK KΣΣΣΣ  

La variable explicative de l’équation (31) avec 0ϕ =  
est la variable de substitution et la variable explicative de 
l’équation (31) avec 1=ϕ  est la variable diagonale. Il 
devrait y avoir une équation , 0 1,ϕ < ϕ <  qui fasse en 
sorte que la variable explicative ne varie d’une extrême à 
l’autre. 

L’estimation directe de l’EP du nombre total de 
personnes est la somme pondérée des facteurs de correction, 
où les poids sont les chiffres du recensement dans les 
poststrates. L’erreur-type de l’estimateur direct du total est 
relativement faible, et l’estimateur direct est considéré 
comme étant l’estimateur préféré du total. Par conséquent, 
les variables explicatives du modèle sont établies compte 
tenu de la contrainte que la somme pondérée des valeurs 
explicatives est égale à l’estimation directe du total. Par 
conséquent, la restriction est la suivante 

336 336

1 1

ˆ ,T i i i i

i i

Y a y a y
= =

= =∑ ∑ ɶ  

où T̂Y  est l’estimateur direct de l’EP du total, ia  est le 
chiffre du recensement dans la ième poststrate, et iyɶ  est la 
variables explicative finale. Dans les calculs réels, la valeur 
de ia  a été normalisée pour équivaloir à un. Battese, Harter 
et Fuller (1988) ont corrigé les prédictions de manière à ce 
que les estimateurs satisfassent à la restriction. Ghosh et Rao 
(1994) traitent de telles corrections. Nous employons une 
méthode qui permet l’estimation directe de la variance des 
prédictions restreintes.  

Nous avons imposé la restriction aux premières variables 
explicatives selon une méthode qui, approximativement,      
a établi les meilleures variables explicatives de 335 quan-
tités qui sont estimées comme n’ayant aucune corrélation 
avec ˆ .TY  Disons que ˆ

zzΣΣΣΣ  est la matrice des covariances 
estimées de 1 2 336( , , ..., )Y Y Y ′=Y  et définissons 

2 2 336 336
ˆ ˆ ˆ( , , ..., ) ,T T TY Y b Y Y b Y ′= − −CY  

où 

335

1 2 336

335 335

1
335

335

,

,

( , , ..., ),

1
,

ˆ ,zz zz

a a a

−

=

 
=  
 

=

′ 
=  − 

′′  ′ ′=  
 

C BT

a
T

0 I

a

0
B

b I

0
b a (a a )

I
Σ ΣΣ ΣΣ ΣΣ Σ

 

kI  est la matrice d’identité ,k k×  et 0 est un vecteur-
colonne ne comprenait que des zéros. Les éléments de CY  
ne sont pas en corrélation avec ˆ .TY  

Si nous disons que ŷ  est la variable explicative de 
modèle de ,y  alors la variable explicative de modèle de 
Cy  est ˆ.Cy  Si nous utilisons la variable explicative de 
modèle pour les 335 derniers éléments de Cy  et utilisons 
ˆ

TY  comme l’estimateur pour le premier élément de ,Cy  la 
variable explicative de y  est la suivante 

1 ˆˆ ( ),−
ϕ ϕ
′= − −y Y C ACH Y Xɶ ββββ  (32) 

où 

335

0
.

′ 
=  
 

0
A

0 I
 

L’estimation de la variance de yɶ  est la suivante 

1 1
ββ 33 44

ˆ { }

ˆ ˆ( ) ( )

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ[ ] ,

ee wwϕ ϕ ϕ ϕ

− −
ϕ ϕ

−

′ ′ ′ ′= − − +

′ ′ ′+ + + ′

V y y

I H I H H H

C AC H XV XH Γ Γ CAC

ɶ

ɺɺ ɺɺ ɺɺ ɺɺΣ ΣΣ ΣΣ ΣΣ Σ

 (33)

 

où les valeurs de 1 ˆ ,−
ϕ ϕ
′ ′=H C ACHɺɺ  et 33

ˆ ˆ,ββV Γ  et 44Γ̂  sont 
définies à l’annexe B. La somme des deux premiers termes 
à droite de l’équation (33) est l’estimateur de la variance 
considérant ϕHɺɺ  comme une matrice fixe. Le terme final à 
droite de l’équation (33) évalue l’augmentation de la 
variance attribuable à l’estimation de la variance.  
4.3 Éléments lissés  

Pour le vecteur des 336 observations, nous avons produit 
des éléments lissés au moyen de la variable explicative 
généralisée en (32) pour plusieurs valeurs de .ϕ  Soulignons 
que 0ϕ =  correspond à la variable explicative de 
substitution et 1ϕ =  correspond à la variable explicative 
diagonale. 
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Les estimations des erreurs-types des variables expli-
catives ont été calculées au moyen de l’approximation de la 
variance brute de l’annexe B. La moyenne des ratios de 
l’erreur-type de yϕɶ  à 0.6yɶ  pour certaines valeurs sélection-
nées de ϕ  figurent au tableau 3. L’ordonnancement des 
ratios pour les 48 groupes de strates est à peu près le même 
que pour les 336 poststrates initiales. On constitue un 
groupe de poststrates en combinant les sept cellules âge-
sexe au sein d’un classement donné race-mode d’occupa-
tion-degré d’urbanisation-région. En fonction de ces calculs, 
une valeur ϕ  de 0,5 ou de 0,6 est l’estimateur préféré, bien 
que l’estimation des différences en matière d’efficacité ne 
soit pas importante. Tout membre de la catégorie ϕ  est de 
loin supérieur à l’estimateur Y  initial. L’efficacité de la 
variance estimée moyenne est d’environ 400 % pour les 
variables explicatives ,ϕ  relativement aux estimateurs 
poststrates initiaux.   

Tableau 3 
Moyenne du ratio de l’erreur-type de yϕɶ   
et de Y  par rapport à l’erreur-type de 0,6yɶ   

 336 48 
Variable explicative Poststrates Groupes de poststrates 

ϕ = 0 1,014 1,045 
ϕ = 0,5 0,995 1,001 
ϕ = 0,6 1,000 1,000 
ϕ = 0,7 1,006 1,001 
ϕ = 0,8 1,014 1,005 
ϕ = 1,0 1,046 1,037 
Valeur de Y  initiale 2,235 2,294  
Le tableau 4 présente les estimations de l’EP brutes, ,Y  

et les estimations 0,6yɶ  du sous-dénombrement net pour cha-
cun des 48 groupes poststrates. Le sous-dénombrement net 
est la différence entre l’estimation de la population totale 
dans la poststrate et le chiffre du recensement, divisé par le 
chiffre du recensement. 

Nous avons choisi ϕ = 0,6 comme l’estimateur préféré 
en fonction des ratios de l’erreur-type brute du tableau 3. 
Les prédictions et les erreurs-types se ressemblent beaucoup 
pour ϕ = 0,5, 0,6 et 0,7. Une valeur de ϕ  supérieure à zéro 

comporte des avantages par rapport à une valeur de ϕ  de 
zéro. Les calculs numériques devraient être plus exacts si la 
valeur de  est supérieure à zéro parce que ˆ ϕϕΣΣΣΣ  comporte des 
valeurs propres supérieures avec 0ϕ >  qu’avec 0.ϕ =  On 
pourrait établir le bien-fondé de l’utilisation de 1,0ϕ =  en 
raison de la simplicité des calculs et de l’efficacité relative 
estimée. 

Les estimations des erreurs-types des variables expli-
catives sont considérablement inférieures aux estimations 
brutes. De plus, l’ensemble des variables explicatives ren-
ferme un nombre moindre d’estimations extrêmes. Par 
exemple, pour les groupes poststrates 34, 39 et 48, les 
estimations de 0,6yɶ  du pourcentage du sous-dénombrement 
net sont de 6,04, 0,17 et 7,51 tandis que les estimations 
brutes sont de 11,06, -4,14 et 18,76, respectivement. La 
plupart des estimations lissées diffèrent de l’estimation 
directe par moins d’une erreur-type directe estimée. Les 
trois plus grandes différences normalisées concernent les 
Noirs propriétaires-grande région urbaine dans l’Ouest, les 
Noirs locataires-grande région urbaine dans le Nord-Est et 
les Hispaniques non Noirs propriétaires-grande région 
urbaine dans le Midwest. Dans les trois cas, la différence 
entre l’estimation directe et l’estimation lissée divisée par 
l’erreur-type directe est d’environ 1,8.  
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Tableau 4 
Estimation du pourcentage du sous-dénombrement net par groupe poststrate  

Groupe poststrate Y        e.t. ( )Y        0,6yɶ      0,6e.t. ( )yɶ  
Blancs non hispaniques propriétaires-grande région urbaine     
 1. Nord-Est -2,08 1,04 -0,63 0,60 
 2. Sud 0,69 0,72 0,38 0,44 
 3. Midwest -0,26 0,39 -0,13 0,31 
 4. Ouest -0,34 0,64 -0,02 0,44 
Blancs non hispaniques propriétaires-autre région urbaine     
 5. Nord-Est -1,07 0,48 -0,73 0,35 
 6. Sud 0,52 0,43 0,53 0,33 
 7. Midwest -0,10 0,40 0,01 0,31 
 8. Ouest 0,63 0,58 0,30 0,40 
Blancs non hispaniques propriétaires-région non urbaine     
 9. Nord-Est -0,53 0,69 -0,28 0,47 
 10. Sud 0,18 0,69 0,58 0,45 
 11. Midwest -0,70 1,16 0,16 0,64 
 12. Ouest 0,29 0,69 0,38 0,46 
Blancs non hispaniques locataires-grande région urbaine     
 13. Nord-Est 1,17 1,43 2,07 0,61 
 14. Sud 2,62 1,56 3,53 0,64 
 15. Midwest 2,39 1,70 2,53 0,60 
 16. Ouest 3,28 1,72 3,10 0,58 
Blancs non hispaniques locataires-autre région urbaine     
 17. Nord-Est 3,53 1,62 2,29 0,61 
 18. Sud 3,30 1,86 3,67 0,67 
 19. Midwest 1,24 1,13 2,39 0,53 
 20. Ouest 4,70 1,47 3,20 0,57 
Blancs non hispaniques locataires-région non urbaine     
 21. Nord-Est 6,97 4,67 3,54 0,92 
 22. Sud 6,65 1,93 3,60 0,66 
 23. Midwest 2,93 1,60 2,36 0,66 
 24. Ouest 6,48 2,06 3,48 0,67 
Noirs propriétaires-grande région urbaine     
 25. Nord-Est 1,65 1,96 0,97 0,91 
 26. Sud 2,20 0,94 2,30 0,70 
 27. Midwest 0,82 0,88 1,13 0,67 
 28. Ouest 6,49 2,16 2,54 0,96 
Noirs propriétaires-autre région urbaine     
 29. É-U 1,36 1,01 2,05 0,72 
Noirs propriétaires région non urbaine     
 30. É-U 3,64 2,03 2,85 0,98 
Noirs locataires-grande région urbaine     
 31. Nord-Est 9,13 1,93 5,57 0,96 
 32. Sud 6,69 2,17 6,42 1,10 
 33. Midwest 6,38 1,91 5,43 1,03 
 34. Ouest 11,06 3,35 6,04 1,12 
Noirs locataires-autre région urbaine     
 35. É-U 4,33 1,28 4,99 0,82 
Noirs locataires-région non urbaine     
 36. É-U 4,84 5,95 5,90 1,24 
Hispaniques non Noirs propriétaires-grande région urbaine     
 37. Nord-Est 0,68 4,44 3,00 1,18 
 38. Sud 2,59 0,95 2,52 0,72 
 39. Midwest -4,14 2,38 0,17 0,97 
 40. Ouest 2,98 0,92 2,89 0,68 
Hispaniques non Noirs propriétaires-autre région urbaine     
 41. É-U 0,95 1,70 2,32 0,87 
Hispaniques non Noirs propriétaires-région non urbaine     
 42. É-U 2,80 2,83 2,88 1,16 
Hispaniques non Noirs locataires-grande région urbaine     
 43. Nord-Est 7,21 4,04 5,85 1,27 
 44. Sud 1,03 3,11 7,35 1,15 
 45. Midwest 7,11 3,74 5,71 1,21 
 46. Ouest 6,29 2,09 6,45 0,98 
Hispaniques non Noirs locataires-autre région urbaine     
 47. É-U 7,07 3,10 6,26 1,09 
Hispaniques non Noirs locataires-région non urbaine     
 48. É-U 18,76 7,24 7,51 13,8 
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Annexe A  
Estimation de wwΣΣΣΣ   

Les estimateurs des valeurs de 2
1σ  et de 2

2σ  de wwΣΣΣΣ  sont 
modelés sur l’analyse des estimateurs de variance. Le 
processus d’estimation comporte plusieurs étapes dans le 
cadre desquelles on utilise des estimateurs améliorés d’une 
étape à l’autre. Nous divisons le problème de la régression 
comme suit  

1 1 1 1

2 2 2 2

,
      

= +      
      

Y X 0 z

Y 0 X z

ββββ

ββββ
 

où 1 1( , )Y X  comprend les observations pour les groupes 
minoritaires et 2 2( , )Y X  renferme les autres observations. 
Disons que 1Y  représente les observations du vecteur-
colonne dimensionnel 1n  et que 2Y  représente les 
observations du vecteur-colonne dimensionnel 2.n  Un esti-
mateur initial de 1 2( , )′ ′ ′β β  est : 
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où 
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est divisée conformément à la partition de .Y  
Les estimateurs initiaux de 2

1σ  et de 2
2σ  sont les suivants 

2 1 1
1 2

ˆmax{[ ( ) ( ) ] , 0},i i i i eeii i i i i ig g− −′σ = − − −Y X β Y X βɶ ɶɶ ΣΣΣΣ  

pour 1, 2,i =  où 

( )

1
1 11

1
2

1 1 1

ˆ ˆtr{ ( ) ( ),

ˆtr{( ) ,

ˆ ˆ( ) ,

i ee ni i Mii eeii ni i Mii

i ni i Mii eeii ni i Mii

Mii i eeii i i eeii

g

g

−

−

− − −

′= − −

′= − −

′ ′=

I X A I X A

I X A I X A

A X X X

Σ ΣΣ ΣΣ ΣΣ Σ

ΣΣΣΣ

Σ ΣΣ ΣΣ ΣΣ Σ

 

et niI  est la matrice identité .i in n×  
Les estimateurs finaux sont les suivants 

2 1 1
1 2max{[( ) ( ) ] , 0},i i i i zzii i i i i ig g− −′σ = − − −Y X β Y X βɺɺ ɺɺɶɺɺ ɺɺ ɺɺΣΣΣΣ  
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Les estimateurs de la variance sont les suivants 

2

2
2

1 2

2 1
2

1 2

ˆ { }

2

tr{[ ( ) ( ) ] }

2

ˆtr{[ ( ) ( ) ] },

i

i

zzii ni i Mii zzii ni i Mii

i e

eeii ni i Mii zzii ni i Mii

V

g

g d

−

−

− −

−

σ

=

′× − −

+

′× − −

I X A I X A

I X A I X A

ɺɺ

ɺɺ

ɺɺ ɺɺɶ ɶ

ɺɺ

ɺɺ ɺɺɶ

Σ ΣΣ ΣΣ ΣΣ Σ

Σ ΣΣ ΣΣ ΣΣ Σ

 

pour 1, 2.i =  La covariance estimée est  
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Voir Searle (1971, chapitre 2 et page 435).  
Annexe B  

Approximations de la variance  
des variables explicatives  

Notre modèle est le suivant 

,= + +Y Xβ w e  (B.1) 

où Y  est un vecteur-colonne dimensionnel ,n X  est une 
matrice fixe ,n k×  

~ , ,ww

ee

N
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 (B.2) 

et la valeur de wwΣΣΣΣ  est définie à l’équation (30) du texte. 
Aux fins de l’estimation de la variance, nous présumons 

que ˆ
eeΣΣΣΣ  est un estimateur sans biais de eeΣΣΣΣ  distribué 

comme un multiple d’une matrice Wishart ayant des degrés 
de liberté ed  indépendants de ( , ).w e  Nous disons que y  
est le vecteur vrai inconnu à prédire et écrivons 

= +y Xβ w  et .= +z w e  

Selon une extension de Taylor  

1

ˆˆˆ ( )

ˆ ˆ( ) ( ) ( ),pO n

ϕ ϕ ϕ

−
ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

′− = − −

′ ′ ′ ′ ′= − + − − − +

y y e H Y X

e H z H X H H z

ββββ

β ββ ββ ββ β (B.3)
 

où 
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1 [ (1 ) ]ee ee
−

ϕ ϕϕ= ϕ + − ϕH DΣ ΣΣ ΣΣ ΣΣ Σ  

et la valeur de ˆ ˆ
ϕ=H H  est définie à l’équation (31). 

L’erreur en ˆϕββββ  est 

( ) 11 1ˆ ˆ ˆ−− −
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′ ′− = X X X zβ β Σ Σβ β Σ Σβ β Σ Σβ β Σ Σ  (B.4) 

Maintenant,  ˆ eeΣΣΣΣ  est indépendant de z  et −Y Xβɶ  est non-
corrélé avec −β βɶ  si la valeur vraie de zzΣΣΣΣ  est utilisée 
plutôt que la valeur de ˆ .ϕϕΣΣΣΣ  Par conséquent,  
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où la valeur de 0Ĥ  est établie au moyen de −Y Xβɶ  dans 
les estimateurs des éléments de ˆ wwΣΣΣΣ  définie à l’annexe A et 
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où .ϕ ϕ= −G I H  L’apport de ˆ ee ee−D D  à la variance de 
ˆ
ϕH  est faible relativement à l’apport de ˆ .ee ee−Σ ΣΣ ΣΣ ΣΣ Σ  Par 

conséquent, nous omettons ˆ
ee ee−D D  sub ee dans notre 

approximation de la variance. Puis, l’espérance mathéma-
tique est la suivante 
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où 1 1,zz
− −
ϕϕ ϕϕ=Λ Σ Σ ΣΛ Σ Σ ΣΛ Σ Σ ΣΛ Σ Σ Σ  parce que la valeur de z  est indépen-

dante de    ˆ .eeΣΣΣΣ  Nous omettons aussi le terme 
1 1 1
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la variance.  
L’espérance pour le terme renfermant ˆ( )ww ww−Σ ΣΣ ΣΣ ΣΣ Σ  est 

l’équation suivante 
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Établissant approximativement l’espérance en considérant la 
valeur de z  comme indépendante de ˆ ,wwwwΣΣΣΣ  nous obtenons 
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L’extension de Taylor de ˆ −β ββ ββ ββ β  est la suivante 
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d’une matrice Wishart ayant des degrés de liberté ,ed  
indépendants de ,z  alors 
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Selon une approximation semblable 
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En fonction de ce résultat, nous utilisons l’approximation 
suivante 
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Nous présumons que ˆ
eeΣΣΣΣ  est un multiple d’une matrice 

Wishart ayant ed  degrés de liberté et nous établissons 
approximativement ˆ

ϕϕ ϕϕ−Σ ΣΣ ΣΣ ΣΣ Σ  avec ˆ(1 ) ( ).ee ee− ϕ −Σ ΣΣ ΣΣ ΣΣ Σ  
Nous avons l’équation suivante 

2 1 1

2 1 1 1

1

ˆ ˆ(1 ) { ( ) ( ) }

(1 ) [ tr{ }

] .

ee ee zz ee ee

e ee zz ee

ee zz ee

E

d

− −
ϕϕ ϕϕ

− − −
ϕϕ ϕϕ

−
ϕϕ ϕϕ

′− ϕ − −

= − ϕ

′+

L L

L

L−1−1−1−1

Σ Σ Σ Σ Σ Σ ΣΣ Σ Σ Σ Σ Σ ΣΣ Σ Σ Σ Σ Σ ΣΣ Σ Σ Σ Σ Σ Σ

Σ Σ Σ Σ ΣΣ Σ Σ Σ ΣΣ Σ Σ Σ ΣΣ Σ Σ Σ Σ

Σ Σ Σ Σ ΣΣ Σ Σ Σ ΣΣ Σ Σ Σ ΣΣ Σ Σ Σ Σ  (B.9)

 

Le terme dominant est celui associé à la trace, le seul que 
nous retenons dans notre approximation. Par conséquent, 
voici une approximation de la variance de β̂βββ  
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En combinant les résultats en (B.6), (B.7) et (B.9), nous 
obtenons l’estimateur brut de la variance de la variable 
explicative (31) suivant 
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2ˆ ˆ{ }, 1, 2,jV jσ =  est la variance estimée de 2ˆ ,jσ  et 
2 2
1 2

ˆ ˆ{ , }C σ σ  est la covariance estimée entre 2
1σ̂  et 2

1ˆ .σ  Voir 
l’annexe A. L’estimateur de la variance de β̂βββ  est corrigé en 
fonction du fait que 1 1ˆ( )zz

− −′X XΣΣΣΣ  est un estimateur biaisé de 
1 1( ) .zz

− −′X XΣΣΣΣ  
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