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Résumé 

Dans cet article, nous utilisons un modèle général à niveaux multiples pour obtenir des estimations régionales à partir des 

données d’enquête. Ce type de modèle permet de tenir compte des variations entre les régions, en raison : (i) des différences 

dans la distribution des variables unitaires entre les régions; (ii) des différences dans la distribution des variables régionales 

entre les régions et (iii) des composantes de la variance propres à la région, qui permettent de tenir compte de la variation 

locale additionnelle qui ne peut être expliquée par les covariables unitaires ou régionales. Des estimateurs régionaux sont 

calculés pour ce modèle multiniveau et nous fournissons une approximation de l’erreur quadratique moyenne (EQM) de 

chaque estimation régionale, pour cette catégorie générale de modèles mixtes, ainsi qu’un estimateur de cette EQM. 

L’approximation de la EQM et l’estimateur de la EQM tiennent compte de trois sources de variation : (i) la prévision de 

l’erreur quadratique moyenne en présumant que les termes fixes et les composantes de la variance dans le modèle à niveaux 

multiples sont connus; (ii) la composante additionnelle du fait qu’il faille estimer les coefficients fixes et (iii) la composante 

additionnelle du fait que les composantes de la variance dans le modèle doivent être estimées. Les estimations par les 

méthodes proposées sont obtenues à partir d’un grand ensemble de données qui sert de base aux études numériques. Les 

résultats obtenus confirment que les composantes additionnelles de la variance incluses dans les modèles à niveaux 

multiples, de même que les covariables régionales, peuvent améliorer les estimations régionales et que l’approximation de la 

EQM et l’estimateur de la EQM sont satisfaisants. 
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1. Introduction 
 

Le besoin d’établir des estimations régionales (et des 

estimations par petit domaine) à partir des données 

d’enquête n’est pas nouveau. La production de telles esti-

mations est toutefois difficile du fait que, pour la plupart 

voire la totalité des petites régions, l’échantillon obtenu dans 

le cadre d’une enquête nationale est de trop petite taille pour 

permettre l’établissement d’estimations directes qui soient 

d’un degré de précision acceptable. Les premières tentatives 

visant à résoudre ce problème au moyen de méthodes telles 

que l’estimation synthétique (Gonzalez 1973) étaient basées 

sur l’utilisation d’informations auxiliaires et la mise en 

commun de l’information recueillie dans diverses régions. 

Ghosh et Rao (1994) présentent une excellente rétrospective 

et bibliographie sur cette question. 

Les études empiriques ont révélé que de telles méthodes 

ne tenaient pas suffisamment compte de la variation locale 

et donc que les estimations régionales ainsi obtenues étaient 

trop réduites vers une moyenne prévue. Des méthodes plus 

récentes (par exemple Battese et Fuller 1981 et Battese, 

Harter et Fuller 1988) reposent sur l’utilisation de certaines 

composantes du modèle de la variance, ou l’équivalent, pour 

tenir compte de la variation locale; des études empiriques 

ont démontré la supériorité de cette dernière approche (par 

exemple Prasad et Rao 1990). 

Nous proposons ici un modèle général à niveaux 

multiples pour la production des estimations régionales, 

lequel offre la possibilité d’utiliser des données auxiliaires, à 

la fois au niveau unitaire et régional. Il permet également de 

considérer que tout paramètre de régression, plutôt que 

seulement l’ordonnée à l’origine comme le proposent 

Battese et Fuller (1981), varie de façon aléatoire entre les 

régions. On tient compte de la variation locale en utilisant 

les différences entre les moyennes des variables auxiliaires 

unitaires, des variables régionales et diverses composantes 

de la variance qui permettent de tenir compte des variations 

entre les régions. 

À partir de ce modèle général, nous obtenons le 

prédicteur régional. De plus, une approximation de l’erreur 

quadratique moyenne de chaque prévision régionale dis-

tincte ainsi qu’un estimateur de cette erreur sont élaborés.  

L’étude numérique, basée sur un grand fichier obtenu du 

Brésil, montre que de tels modèles peuvent être utiles pour 

prévoir les estimations régionales. Nous examinons égale-

ment la robustesse de l’approche proposée en regard de 

l’erreur de spécification de la matrice variance-covariance 

des effets aléatoires régionaux et de l’erreur de spécification 

des covariables régionales. D’autres résultats numériques 

viennent confirmer l’efficacité de l’approximation de 

l’erreur quadratique moyenne et de son estimateur.  

 
2. Modèle à niveaux multiples   

2.1 Introduction  
Nous examinons ici le modèle à niveaux multiples 

suivant pour la prévision des moyennes régionales : 
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1, ...,

i i i i

i i i

Y X

Z i m

   

       (2.1)

  

où iY  est le vecteur de longueur in  pour la caractéristique à 

l’étude pour les unités d’échantillonnage dans la ièmei  

région, 1, ..., ;i = m iX  est la matrice des variables expli-

catives au niveau de l’unité d’échantillonnage; iZ  est la 

matrice de plan des variables régionales;   est le vecteur de 

longueur q des coefficients fixes et 0( , ..., )T

i i ipv = v v  est le 

vecteur de longueur ( 1)p   des effets aléatoires pour la 
ièmei  région. Nous formulons les hypothèses suivantes au 

sujet de la distribution des vecteurs aléatoires : (a) les iv  

sont indépendants entre les régions et ont une distribution 

dépendant de plusieurs variables à l’intérieur de chaque 

région avec ( ) 0iE v =  et ( ) ,iV v =  (b) les i s  et iv s  

sont indépendants et 2( ) .iV = Ι   

Pour l’ensemble de la population, l’équation (2.1) 

s’applique en remplaçant in  par ,iN  la taille de la 

population de la région.  

La série de m équations en (2.1) peut être représentée de 

façon concise, comme suit : 

.Y XZ X       (2.2) 

Il convient de souligner que le modèle avec ordonnée à 

l’origine aléatoire (voir section 2.3) peut être considéré 

comme un cas spécial du modèle (2.1) où iZ  est égal à la 

matrice unité pour chaque région et où   contient des 

termes qui sont tous contraints à zéro, sauf celui qui 

correspond à la variance du terme de l’ordonnée à l’origine. 

Il existe d’autres modèles intermédiaires, par exemple celui 

où   est diagonal de sorte que les coefficients de 

régression régionaux sont aléatoires mais non corrélés entre 

les covariables. 

Holt (dans Ghosh 1994, page 82) fait remarquer que 

l’avantage du modèle (2.1) par rapport à ses concurrents 

vient de ce que le premier permet d’intégrer efficacement 

l’utilisation de covariables de niveaux unitaire et régional 

dans un même modèle. De plus, l’utilisation d’effets aléa-

toires additionnels pour les coefficients de régression permet 

une plus grande latitude dans les cas où il ne convient pas de 

présumer que les mêmes pentes s’appliquent à toutes les 

régions.  
 
2.2 Estimation des paramètres fixes et des 

paramètres des composantes de la variance  
Dans le modèle (2.1), les paramètres fixes et les para-

mètres des composantes de la variance sont représentés 

respectivement par   et 2([Vech( )] , ) .T T=    Il existe 

plusieurs méthodes pour estimer ces paramètres avec un 

modèle linéaire mixte général; la plupart d’entre elles, 
qui sont basées sur des algorithmes itératifs, produisent 

l’estimateur du maximum de vraisemblance (EMV) ou 

l’estimateur restreint du maximum de vraisemblance 

dans certaines conditions de régularité. 

Goldstein (1986) montre comment obtenir des estima-

teurs cohérents par l’application de méthodes itératives par 

les moindres carrés généralisés (MCG). Il démontre égale-

ment l’équivalence de cette méthode à l’estimateur du maxi-

mum de vraisemblance, dans des conditions de normalité. 

Goldstein (1989) a par la suite proposé une légère modi-

fication de son algorithme (à savoir la méthode itérative 

restreinte par les moindres carrés généralisés), laquelle 

équivaut à l’estimateur restreint du maximum de vraisem-

blance dans des conditions de normalité. Contrairement à la 

méthode itérative par les moindres carrés généralisés, la 

méthode d’estimation itérative restreinte par les moindres 

carrés généralisés fournit des estimations sans biais des 

paramètres des composantes de la variance, en tenant 

compte de la diminution des degrés de liberté due à 

l’estimation des paramètres fixes.  

Les présents travaux se limitent à la méthode itérative 

restreinte des MCG, comme dans Goldstein (1989), laquelle 

méthode est décrite en détail à l’annexe A.  
 
2.3 Estimateur de la moyenne régionale   

En partant du modèle (2.1) et en présumant que la taille 

de la population, ,iN  dans la ièmei  région est grande, nous 

pouvons représenter la moyenne pour la ièmei  région par 

l’équation suivante : 

T T

i i i i iX Z X      (2.3) 

où iX  est le vecteur ( 1)p   de la moyenne de la population 

pour la ièmei  région. 

On peut obtenir un estimateur de 
i  en incorporant les 

estimateurs de   et ,  obtenus par la méthode itérative 

restreinte des MCG, dans les termes respectifs de l’équation 

(2.3), où le prédicteur de l’effet aléatoire iv  pour la ièmei  

région  est  représenté  par 1ˆ ˆ ˆˆ ( ),T

i i i i i iv X V Y X Z     où 
1 2 4 1ˆˆ ˆˆ ˆ T

i i i iV I X G X        et 1 2 1ˆ ˆˆ( ) .T

i i iG I X X      

Cet estimateur de 
i  est connu sous le nom du meilleur 

estimateur linéaire empirique sans biais  

ˆˆ ˆ .T T

i i i i iX Z X v     (2.4) 

Battese et coll. (1981, 1988) proposent et utilisent un 

modèle avec ordonnée à l’origine aléatoire pour calculer les 

estimations régionales. Dans ce dernier cas, le meilleur 

estimateur empirique linéaire sans biais est représenté par 

(RI) 0
ˆˆ ˆ .T

i i i= X  +v   

Dans le modèle avec ordonnée à l’origine aléatoire, seule 

l’ordonnée à l’origine de chaque région est aléatoire et les 

autres composantes de   demeurent fixes.  
 
2.4 Approximation de l’erreur quadratique 

moyenne (EQM)  
Kackar et Harville (1984) montrent que, si ̂  est un 

estimateur invariant sous la translation de   et que les 

termes aléatoires sont distribués normalement, alors l’erreur 
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quadratique moyenne d’un prédicteur d’une combinaison 

linéaire des effets fixes et aléatoires peut être décomposée 

en deux termes. Le premier est dû à la variabilité dans 

l’estimation des paramètres fixes lorsque les composantes 

de la variance sont connues et le deuxième vient de 

l’estimation des composantes de la variance. 

Comme dans les conditions de normalité l’estimateur par 

la méthode itérative restreinte des MCG équivaut à l’esti-

mateur du maximum de vraisemblance restreint (EMVR) et 

que l’EMVR est invariant sous la translation, les résultats de 

Kackar et Harville (1984) peuvent être appliqués aux esti-

mateurs des moyennes régionales ˆ , 1, ..., :i i m   

2 2 2ˆEQM( ) [ ] [ ] [ ]ˆ ˆi i i i i i i
E = E  + E          (2.5) 

où i  est le meilleur estimateur linéaire sans biais de .i  

Le premier terme de (2.5), c’est-à-dire EQM[ ],
i  peut 

être calculé directement, comme suit  

1

1

2 1 1 1

1

EQM( ) ( )

( )

T T

i i i i

m
T T T T

i i i i i i i i i i i
i

X G X

X G Z Z G X X Z Z G X





  



  

 
   

 
  (2.6)

  

où 2 .T

i i iG I X X    Kackar et Harville (1984) font 

remarquer que le deuxième terme de (2.6) est impossible à 

résoudre, sauf dans des cas spéciaux, et ils en proposent 

donc une approximation. Prasad et Rao (1990) proposent 

eux aussi une approximation du deuxième terme et four-

nissent des précisions sur cette approximation, pour trois cas 

particuliers : le modèle avec ordonnée à l’origine aléatoire, 

le modèle des coefficients de régression aléatoires et le 

modèle de Fay-Herriot. Ils définissent également certaines 

conditions de régularité pour que leur approximation soit de 

deuxième ordre et prouvent que leur approximation de 

l’erreur quadratique moyenne pour le modèle de Fay-

Herriot est de second ordre. Il semble toutefois plus difficile 

d’énoncer des conditions générales pour des modèles plus 

complexes comme celui proposé en (2.1).  

Une approximation du deuxième terme de (2.5) est 

présentée à l’annexe B, à partir de l’approche de Prasad et 

Rao.  

Il convient de souligner que l’approximation de l’erreur 

quadratique moyenne ˆ(EQM )i  peut être décomposée en 

trois termes, comme suit : 

1 2 3ˆEQM( )i T T T     (2.7) 

où 1T  et 2T  représentent respectivement les premier et 

deuxième termes de l’équation (2.6) et 3T  est décrit à 

l’annexe B. 

Le terme 1T  est la variabilité de ˆ i  lorsque tous les 

paramètres sont connus; le deuxième terme, 2,T  est dû à 
l’estimation des effets fixes et le troisième terme, 3,T  vient 

de l’estimation des composantes de la variance.  

Lorsque les taux d’échantillonnage ne sont pas négli-

geables, les estimateurs des moyennes régionales peuvent 

être définis en s’inspirant du modèle de la population finie, 

en faisant des prévisions spécifiquement pour les unités non 

échantillonnées :  

ˆˆ ˆ( ) ( )F T

i i i i i i i if y X f x Z v       (2.8) 

où l’exposant F indique qu’une correction pour le taux 

d’échantillonnage de la population finie if  a été utilisée; ix  

est  le  vecteur  ( 1)p   des moyennes de l’échantillon.  

La ˆEQM( )F

i  peut être calculée à partir de :  

ˆ ˆˆ (1 )[( ) ( ( ) )]F C T C

i i i i i i i iY f X Z              

où 1(1 ) ( )C

i i i i iX f X f x    et C

i  est la moyenne de ij  

pour les unités non échantillonnées dans la ièmei  région. Par 

conséquent,  

2 * 1 1 2ˆ ˆEQM( ) (1 ) [EQM ( ) (1 ) ]F

i i i i if N f        (2.9) 

où ( )ˆEQM
*

i  est l’équation (2.7) dans laquelle iX  est 

remplacé par .C

iX  
 
2.5 Estimation de l’erreur quadratique moyenne   

Il est courant d’estimer l’erreur quadratique moyenne 

d’une combinaison linéaire des effets fixes et aléatoires d’un 

modèle mixte comme celui présenté en (2.1), en remplaçant 

les estimations des composantes de la variance dans 

l’expression respective de la EQM. Cet estimateur ne tient 

pas compte de l’effet de l’estimation des paramètres des 

composantes de la variance sur l’erreur quadratique 

moyenne. Selon plusieurs études (voir par exemple Singh, 

Stukel et Pfeffermann 1998 ou Harville et Jeske 1992), une 

telle procédure tend à sous-estimer l’erreur quadratique 

moyenne. Prasad et Rao (1990) font état d’une étude de 

simulation qui indique que l’utilisation de cet estimateur 

« naïf » introduit un biais par défaut important. Ils montrent 

également que, pour le modèle de Fay-Herriot (cas spécial 

du modèle (2.1)), en utilisant les estimations « tronquées de 

Henderson » pour les composantes de la variance, l’on 

obtient  
1

1 1 3

1

2 2

1

3 3

ˆ( ) ( );

ˆ( ) ( );

ˆ( ) ( ).

E T T T o m

E T T o m

E T T o m







  

 

 

 

Harville et Jeske (1992) définissent certaines conditions 

pour l’élimination du biais dans l’estimateur de l’erreur 

quadratique moyenne de Prasad et Rao. Cependant, avec le 

modèle plus général (2.1), il semble là encore plus difficile 

de définir les conditions générales pour lesquelles l’ordre du 

biais de l’estimateur de Prasad et Rao est de 1( ),o m  en 

particulier si les estimations des paramètres sont calculées à 

partir de méthodes itératives comme la méthode itérative 

restreinte des MCG.  
Malgré tout, nous appuyant sur les résultats de l’étude de 

simulation résumés à la section 3.4 et sur la vaste étude de 

simulation décrite par Moura (1994), nous proposons 

d’utiliser un estimateur similaire à celui de Prasad et Rao 

pour calculer EQM( ) :ˆ i  
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1 2 3
ˆ ˆ ˆ ˆEQM 2T T T    (2.10) 

où ˆ
iT  sont calculés à partir de (2.5), en remplaçant 2  et   

par leurs estimateurs respectifs obtenus par la méthode 

itérative restreinte des MCG.  

À partir de l’équation (2.9), nous pouvons également 

calculer un estimateur pour EQM( )ˆ
F

i  comme suit : 

2 * 1 1 2ˆ ˆˆ ˆ ˆEQM( ) (1 ) [EQM ( ) (1 ) ]F

i i i i if N f         (2.11) 

où *ˆEQM ( )ˆ i  est l’équation (2.10) dans laquelle iX  a été 

remplacé par .C

iX  

 
3. Étude numérique basée sur modèle  

 
3.1 Comparaison des estimateurs   

Afin d’examiner les propriétés de divers estimateurs, 

nous avons utilisé les données de 38 740 ménages des 

districts de recensement d’un comté, au Brésil. Le revenu du 

chef du ménage a été utilisé comme variable dépendante. 

Deux variables indépendantes de niveau unitaire ont été 

définies, soit le niveau de scolarité du chef du ménage 

(échelle ordinale de 0 à 5) et le nombre de pièces dans le 

domicile (1 11 ).   

Le modèle provisoire se lit comme suit : 

0 1 1 2 2

0 00 0 1 10 1 2 20 2

1, ..., ; 1, ....,

; ;

ij i i ij i ij ij i

i i i i i i

Y x x i m j N      

              
 
(3.1)

 

où 1x  et 2x  représentent respectivement le nombre de 

pièces et le niveau de scolarité du chef du ménage (centrés 

autour de leur moyenne de population respective).  

Les valeurs du paramètre pour le modèle d’ajustement et 

leurs erreurs-types respectives sont : 

00 10 20

00 01 02

12 11 22

2

8,456(0,108) 1,223(0,46) 2,596(0,086)

1,385(0,194) 0,354(0,66) 0,492(0,117)

0,333(0,054) 0,234(0,35) 0,926(0,124)

47,74(0,345).

= =

= = =

= = =

=

   

  

  



 

Pour procéder aux études numériques à l’intérieur du 

cadre basé sur modèle, une simulation a été faite en main-

tenant constants les identificateurs du district de recen-

sement et les valeurs des deux variables explicatives ( ).X  

Au départ, les moyennes de la population régionale 1iX  et 

2iX  ont été calculées pour l’ensemble du fichier de données 

et un sous-échantillon choisi au hasard et correspondant à 
10 % des enregistrements de chaque région a été défini. Le 

même sous-ensemble a été conservé pour toutes les simu-

lations (sous-ensemble de simulation). 

La production de données pour les simulations a été faite 

en deux étapes, à partir d’un des modèles de génération de 

données suivants – modèle général (G), modèle diagonal 

(D) ou modèle avec ordonnée à l’origine aléatoire (A) – 

selon les besoins. Dans le premier cas, les valeurs des 

paramètres ont été obtenues à partir des estimations 

précitées. Dans le deuxième cas, les termes hors-diagonal 

ont été fixés à zéro et, dans le troisième cas, seul 

00 1,385=  était différent de zéro. 

La première étape du processus de simulation des 

données consistait à générer les termes aléatoires de 

niveau 2 (c’est-à-dire les éléments différents de zéro de 

0,i 1i  et 2 )i  selon le modèle de génération de données 

choisi. Ces termes aléatoires étaient distribués normalement 

(distribution normale multi-dimensionnelle dans le cas du 

modèle général de génération de données et du modèle 

diagonal). À ce stade-ci, la valeur prévue de la moyenne 

pour la ièmei  région, sur la base des effets aléatoires 

régionaux obtenus à partir du modèle 1m  G, D, A dans la 
ièmer  simulation, pourrait être représentée par  

1

( ) ( ) ( ) ( )

0 1 1 2 2 .r r r r

i i i i iim X X        

À la deuxième étape du processus de simulation des 

données, des valeurs unitaires ( )ijY  ont été créées pour 

chacun des modèles de génération de données. Après avoir 

généré les données pour le sous-ensemble de simulation à 

partir d’un des trois modèles de génération, les trois modèles 

d’estimation (G, D et A) pourraient être ajustés en fonction 

des données simulées, pour obtenir les estimations des 

paramètres et les prédicteurs pour les moyennes régionales.  

Pour chaque modèle de génération de données 1m  G, 

D, A, l’ensemble du processus de simulation a été répété 

R  5 000 fois pour obtenir une série de moyennes 

régionales 
1

( )r

im  et de moyennes prévues 
1 2

( )

,
,ˆ

r

im m r =  

1, …, R  pour chaque région, , 1, ...,i i m  et pour les 

trois modèles d’estimation : 2m G, D, A. Pour chaque 

région et pour les données générées en vertu du modèle 

1m G, D, A, l’erreur quadratique moyenne (EQM) du 

processus de prévision pour chaque modèle d’estimation 

2m  peut être définie par  

11 21 2

2( )1
,,

1

( )ˆEQM[ ]ˆ
R

(r) r

imim mim m
r =

 R     

et l’erreur relative absolue (ERA) par : 

1 2 1 2 1 1

1 ( ) ( ) ( )

, ,

1

ˆERA[ ] .
R

r r r

im m im m im im

r=

R | | /      

Pour fins de comparaison, nous comparons les propriétés 

de chaque estimateur à celles de l’estimateur qui est le 

même que le modèle de génération de données. Nous 
définissons ainsi le ratio de l’erreur quadratique moyenne 

(REQM) : 
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2 1

1 2 1 1

,

, ,

1 1

REQM

ˆ ˆEQM[ ] EQM[ ] 100

m m

m m

im m im m

i= i=

 = 

   
     

   
 

 

et le ratio de l’erreur relative absolue (RERA) : 

2 1

1 2 1 1

,

, ,

1 1

RERA

ˆ ˆERA[ ] ERA[ ] 100.

m m

m m

im m im m

i= i=

 =

   
     

   
 

 

On remarquera par ailleurs que, lorsque les données sont 

générées à partir d’un modèle plus simple (par exemple le 

modèle avec ordonnée à l’origine aléatoire), on ne constate 

pas de dégradation appréciable, au plan de l’efficacité ou du 

biais, dans les procédures d’estimation plus complexes. Par 

contre, lorsque les données sont obtenues à partir d’un 

modèle plus complexe, les estimateurs sont de qualité 

inférieure. On observe cependant une différence beaucoup 

moindre entre les estimateurs obtenus par les modèles 

général et diagonal qu’entre ces estimateurs et celui obtenu 

par le modèle avec ordonnée à l’origine aléatoire. À partir 

des données du tableau 1, on peut en conclure qu’il est 

avantageux d’introduire des coefficients aléatoires addition-

nels, qui vont au-delà du simple modèle avec ordonnée à 

l’origine aléatoire sans devoir nécessairement aller jusqu’au 

modèle général intégral.  

 
Tableau 1 

Ratios des erreurs quadratiques moyennes et ratios 
des erreurs relatives absolues (entre parenthèses) 

pour les trois estimateurs et les trois modèles 
de génération de données 

 

Estimateur Modèle de generation de données 

 G D A 

Général (G) 100,0 

(100,0) 

101,8 

(100,9) 

101,2 

(100,6) 

Diagonal (D) 108,8 

(82,6) 

100,0 

(100,0) 

100,2 

(100,1) 

Ordonnée à l’origine 

aléatoire (A) 

131,9 

(176,9) 

109,1 

(105,6) 

100,0 

(100,0) 

 
Les mesures sommaires présentées au tableau 1 sont les 

propriétés moyennes pour l’ensemble des régions. Une ana-

lyse approfondie de l’erreur quadratique moyenne (EQM) 

des estimateurs pour chaque région indique que la EQM 

pour l’estimateur diagonal est légèrement plus élevée que 

celle de l’estimateur général, et ce pour toutes les régions, 

alors que pour l’estimateur obtenu par le modèle avec 

ordonnée à l’origine aléatoire, un nombre relativement 
faible de régions présentent une hausse substantielle de la 

EQM. Une différence similaire ressort entre l’estimateur par 

le modèle diagonal et celui par le modèle avec ordonnée à 

l’origine aléatoire, lorsque c’est le modèle de génération de 

données diagonal qui est utilisé.  

3.2 Introduction d’une covariable régionale  
Nous tentons ici d’examiner l’incidence de l’introduction 

d’une covariable régionale Z sur les estimations régionales. 

Il a malheureusement été impossible, avec le fichier de 

données utilisé, de définir une seule covariable contextuelle 

ayant un effet substantiel sur les modèles multiniveau. 

Malgré tout, le nombre de véhicules automobiles par 

ménage dans chaque région s’est avéré une covariable utile 

pour les coefficients aléatoires des pentes aléatoires 

individuelles pour « Room » et « Edu », mais non pour le 

terme avec ordonnée à l’origine aléatoire. Nous en sommes 

arrivés à cette conclusion après une analyse préliminaire de 

l’ajustement du modèle sur des données réelles. Bien que le 

« nombre de voitures » ait été la meilleure covariable au 

niveau régional pour expliquer les variations entre les 

régions, cette covariable n’était pas aussi puissante, au 

niveau individuel, que « Room » et « Edu » – les co-

variables individuelles qui avaient été choisies.  

Le modèle qui précède avec la covariable régionale Z 

peut être représenté par  

0 1 1 2 2

0 00 0 1 10 11 1 2 20 21 2

1, ..., ; 1, ...,

; ;

ij i i ij i ij ij i

i i i i i i i i

Y x x i m j N

z z

       

                   (3.2)
 

Nous avons présumé que les effets aléatoires régionaux 

n’étaient pas corrélés, pour éviter un défaut de convergence 

dans l’étude de simulation.  

Le tableau 2 présente les estimations des paramètres et 

leurs erreurs-types respectives, obtenus en ajustant le 

modèle diagonal, avec (3.2) et sans (2.1) la covariable Z. Il 

convient de souligner la réduction significative de toutes les 

composantes des estimations de la variance, à l’exception de 

00̂  et 2ˆ ,  après l’introduction de la covariable explicative 

régionale Z.  
 

Tableau 2  
Estimations des paramètres et erreurs-types selon le modèle 

général avec la covariable régionale : Données démographiques  
 

Parameter Diagonal Model 

with Z 

Diagonal Model  

00  8,442(0,112) 8,688(0.136) 

10  0,451(0,179) 1,321(0,085) 

20  0,744(0,272) 2,636(0,134) 

11  3,779(0,507) - 

22  1,659(0,323) - 

00  0,745(0,308) 0,637(0,303) 

11  0,237(0,083) 0,471(0,116) 

22  0,700(0,197) 1,472(0,295) 

2  44,00(1,05) 44,01(1,05) 

 
Afin d’étudier l’effet de l’erreur de spécification de la 

variable Z, la simulation basée sur modèle décrite à la 

section 3.1 a été appliquée aux deux modèles précités, la 

génération des données étant faite selon les paramètres 
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présentés au tableau 2. Le tableau 3 résume les résultats de 

la simulation.  

 
Tableau 3 

Ratios des erreurs quadratiques moyennes et ratios des erreurs 

relatives absolues (entre parenthèses) pour les estimateurs par le 

modèle diagonal et le modèle diagonal avec Z, selon les deux 

modèles respectifs de génération de données 
 

Estimateur Modèle de génération de données 
 Diagonal  Diagonal avec Z 

Diagonal 100,0 

(100,0) 

110,3 

(125,4) 

Diagonal avec Z 126,2 

(107,5) 

100,0 

(100,0) 

 
Il convient de souligner que, dans les deux cas, l’utili-

sation d’un estimateur non approprié entraîne une perte 

significative d’efficacité. On constate également, à partir 

d’une analyse individuelle de l’erreur quadratique moyenne 

pour chaque région, que l’on réalise un gain significatif 

d’efficacité par l’introduction de la covariable régionale Z 

dans le modèle diagonal. Pour bon nombre de régions, 

l’erreur quadratique moyenne dans le modèle diagonal avec 

Z  est nettement inférieure à l’erreur quadratique moyenne 

de l’estimateur correspondant sans Z. Même pour les 

quelques régions dans lesquelles l’erreur quadratique 

moyenne par le modèle diagonal avec Z demeure inchangée 

ou augmente légèrement avec l’introduction de Z, la 

différence n’est pas appréciable. 
 
3.3 Comparaisons avec l’estimateur de régression   

Un des principaux avantages du modèle multiniveau sur 

le modèle de régression vient de ce qu’il reconnaît que les 

groupes (en l’occurrence ici, les régions) ont des caracté-

ristiques en commun; ces groupes ne sont pas complètement 

indépendants, comme on pourrait s’y attendre, par exemple 

en utilisant un modèle de régression linéaire distinct pour 

chaque région. Cependant, compte tenu de la corrélation 

intraclasse relativement faible observée pour l’ensemble de 

données utilisé et du fait que chaque région compte en 

moyenne 28 unités, on pourrait croire que l’utilisation du 

modèle multiniveau dans le cas présent ne permettrait pas 

d’améliorer sensiblement les estimateurs régionaux. Il est 

toutefois intéressant de constater que, même dans ces 

circonstances, l’estimateur régional par le modèle multi-

niveau donne dans l’ensemble de meilleurs résultats que 

l’estimateur de régression synthétique distincte, que ce soit 

avec le modèle multiniveau ou même avec le modèle de 

régression. Les résultats présentés au tableau 4 viennent 

corroborer cette allégation.  

Le modèle multiniveau de génération de données est le 
modèle général avec les paramètres définis à la section 3.1. 

Les paramètres utilisés dans le modèle de génération par 

régression ont été obtenus en ajustant une régression 

distincte pour chaque région.  

À la lecture des résultats présentés au tableau 4, on 

constate une perte d’efficacité substantielle avec l’esti-

mateur par régression distincte par comparaison à l’esti-

mateur par le modèle général, car le premier ne tient pas 

compte de la différence entre les régions résultant des effets 

aléatoires régionaux.  

 
Tableau 4 

Ratios des erreurs quadratiques moyennes et ratios des erreurs 
relatives absolues (entre parenthèses) pour les estimateurs par le 

modèle général et par régression distincte, selon les deux modèles 
respectifs de génération de données  

 

Estimateur Modèle de génération de données 

 Général  Régression distincte 

Général 100,0 

(100,0) 

88,1 

(83,1) 

Régression distincte 247,6 

(154,7) 

100,0 

(100,0) 

 
La figure 1 illustre ces résultats, en représentant graphi-

quement le ratio entre l’erreur quadratique moyenne de 

l’estimateur par modèle général et de l’estimateur par 

régression distincte, pour chaque région. Pour illustrer 

l’effet de la taille de l’échantillon de la région sur 

l’efficacité, nous représentons graphiquement l’erreur 

quadratique moyenne en fonction de la taille de l’échan-

tillon, pour chaque région. Il ressort clairement de la figure 

1 que le gain d’efficacité tend à diminuer à mesure que la 

taille de l’échantillon augmente. 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

 

 

 

Figure 1 Comparaison entre l’efficacité basée sur modèle de 
l’estimateur par modèle général et de l’estimateur par 
régression distincte, pour chaque petite région. 

 
3.4 Évaluation de l’approximation de la EQM et de 

l’estimateur de la EQM   
À partir des résultats de la simulation, nous pouvons 

étudier les propriétés de l’approximation de l’erreur quadra-

tique moyenne (2.7). Dans le cas de l’estimateur par modèle 

général avec utilisation du modèle général de génération de 

données, l’approximation de l’erreur quadratique moyenne 
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semble très bonne. La sous-estimation moyenne de 

l’approximation a été de 0,31 % de la valeur de EQM, la 

fourchette variant d’une sous-estimation maximale de 5,4 % 

de la valeur de EQM à une surestimation maximale de 

4,8 % de cette valeur. Dans le cas examiné ici, 1T  explique 

en moyenne 94,6 % de la variation totale et 3,T  un autre 

4,3 %. Compte tenu de la forte composante de la variance 

due à 2,  ces résultats sont prévisibles. Dans chaque 

région, la composante 1T  varie entre 87,4 % et 99,1 % du 

total et 3,T  entre 0,7 % et 10,5 % du total. Dans les régions 

spécifiques, la composante 2T  n’a-t-elle contribué à plus de 

2,2 % de l’erreur quadratique moyenne.  

Nous avons également évalué la performance de l’esti-

mateur de l’erreur quadratique moyenne, représenté par 

l’équation (2.10), à celle de l’estimateur « naïf » de l’erreur 

quadratique moyenne qui ne tient pas compte du dernier 

terme de l’équation (2.10). La racine carrés de l’EQM de 

l’estimateur de l’erreur quadratique moyenne proposé varie 

entre 4,7 % et 32,3 %, pour une moyenne de 17,5 %, tandis 

qu’elle est en moyenne de 20,9 % (5,2 % à 47,5 %) pour 

l’estimateur naïf. L’estimateur de l’erreur quadratique 

moyenne est généralement sans biais, tandis que 

l’estimateur naïf sous-estime la EQM en moyenne de 9,1 %, 

son biais relatif variant entre -23,5 % et -0,9 %. Nos 

résultats viennent corroborer ceux d’autres chercheurs; voir 

Singh, Stukel et Pfeffermann (1998) ainsi que Prasad et Rao 

(1990), qui montrent que l’estimateur naïf peut présenter un 

biais important.  

 
4. Discussion 

 
Prasad et Rao (1990) et Battese et coll. (1981, 1988) ont 

démontré que les modèles qui incluent des composantes de 

la variance spécifiques des régions peuvent produire des 

estimateurs régionaux nettement améliorés. Certains des 

résultats numériques présentés dans ce document montrent 

que, à l’intérieur du cadre de simulation basé sur modèle, il 

est possible d’obtenir des estimateurs encore meilleurs en 

rendant aléatoires les pentes et l’ordonnée à l’origine.  

Les conclusions générales qui se dégagent de notre étude 

basée sur cette série de paramètres s’énoncent comme suit : 

il est bénéfique d’utiliser une composante du modèle de la 

variance qui soit plus complexe que l’estimateur par le 

modèle avec ordonnée à l’origine aléatoire; la surspéci-

fication du modèle (par exemple en utilisant l’estimateur 

général avec les données obtenues par le modèle avec 

ordonnée à l’origine aléatoire) ne réduit pas de façon 

significative l’efficacité; l’utilisation de covariables 

régionales peut améliorer les estimations régionales; et il 

faudrait privilégier les modèles multiniveau au modèle de 

régression distincte. L’étude de simulation vient confirmer 
que l’approximation de l’erreur quadratique moyenne 

semble précise et que l’estimation de cette erreur est à peu 

près sans biais, celle-ci reflétant la variation dans l’erreur 

quadratique moyenne entre les régions; il y aurait lieu 

toutefois de pousser plus loin les études théoriques afin de 

déterminer l’ordre exact d’approximation. 

Il ne fait aucun doute que l’ajustement du modèle et les 

diagnostics sont essentiels. Si nous appliquons un modèle 

mixte général alors qu’il y a mauvais ajustement avec les 

données, les résultats pourraient être décevants. Des études 

beaucoup plus poussées devront être menées pour en arriver 

à comprendre quelles caractéristiques de régions spécifiques 

sont susceptibles de procurer des gains d’efficacité lorsque 

des modèles mixtes généraux sont utilisés plutôt que des 

modèles plus simples.  
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Annexe A 

 
Méthode généralisée itérative restreinte 

 
L’estimateur par les moindres carrés généralisés de   

dans le modèle (2.1) est représenté par  

1 1 1

-1

1 1

1 1

( ) ( )T T T T

m m
T T T T

i i i i i i i i i

i= i=

= Z X V XZ Z X V Y

Z X V X Z Z X V Y

  

 



   
    
   
   (A.1)

 

où 1Diag( , ..., )mV V V  et 2 T

iV I X X     est la 

matrice des covariances de , 1, ..., .iY i m  

On présume toutefois que V est fonction de paramètres 

inconnus, de sorte qu’on ne peut estimer   à partir de (A.1). 

Par contre, si la valeur de   est connue, alors  

* vech[( )( ) ]TY  = Y XZ Y XZ     (A.2) 

est un estimateur sans biais de vech ( ).V  Qui plus est, 

vech ( )V  est une fonction linéaire de .  Nous pouvons 

donc considérer le modèle linéaire suivant : 

* .Y  = F  +    (A.3) 

Où vech( )/F = V   et   est une variable aléatoire 

dont la moyenne est représentée par (0, ..., 0)O =  et la 

covariance de   est représentée par 2 ( ) .
T

n n
V  = V V     

La matrice 
n  représente toute transformation linéaire de 

vec( )A  en vech( ),A  et A est toute matrice n n  de sorte 

que vech( ) vec( )
n

A  = A  (voir Fuller, 1987 pour plus de 
détails à ce sujet). Si l’on présume maintenant que F  est de 

rang complet et que V  est connu et non singulier, il peut 

être démontré que l’estimateur par les moindres carrés 

généralisés de   est représenté par  
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1 1vec( ) 1
cov( ) vec( )

2

T

T

a a

V
 = V V YY    

     
   

 (A.4) 

où  

-1

1 1vec( ) 1 vec( )
cov( )

2

T

a

V V
 = V V 
      

      
       

 

et  

.Y = Y  XZ   

À noter que a  dépend de   et ,  de sorte que tous 

deux peuvent être estimés de façon itérative. Avec la 

méthode itérative par les moindres carrés généralisés, on 

commence avec une estimation initiale de V  (c’est-à-dire 

en fixant les valeurs initiales de ),  ce qui donne une 

estimation de .  Donc, en remplaçant l’estimation initiale 

de V  avec l’estimation de   dans (A.1), on obtient une 

estimation améliorée de .  Dans la plupart des cas, il y a 

convergence après quelques itérations entre les équations 

(A.1) et (A.4), bien que ceci ne soit pas toujours garanti. 

La méthode itérative restreinte par les moindres carrés 

généralisés s’appuie sur le fait que, si   est estimé par les 

moindres carrés généralisés et que V  est connu, alors  

1 1ˆ ˆ[( )( ) ] ( ) .T T T T TE Y XZ Y XZ V XZ Z X V XZ Z X        

L’équation qui précède suggère que nous utilisions  

1( )( ) ( )T T T T TY XZ Y XZ +XZ Z X V XZ Z X     (A.5) 

à la place de ( )( )TY XZ Y XZ     à chaque cycle 

d’itération décrit précédemment, de manière à obtenir un 

estimateur approximativement sans biais de V et, 

conséquemment, de .  

Comme le souligne Goldstein (1986, 1989), si l’on utilise 

au départ une estimation cohérente de ,  disons l’estimateur 

par les moindres carrés ordinaires, alors les estimations 

finales seront elles aussi cohérentes, à la condition qu’il 

existe des moments finis du quatrième ordre. 

Il convient de souligner qu’il est possible d’obtenir des 

estimations négatives de la variance à partir de la méthode 

décrite précédemment. On peut toutefois éviter ce problème 

en imposant des contraintes à chaque itération. Pour plus 

d’information à ce sujet, voir Goldstein (1986). 

 
Annexe B 

 
Approximation de 

2ˆ ˆ[ ]
i i

E    
 

S’inspirant de Kachar et Harville (1984), Prasad et Rao 

(1990) ont élaboré une approximation du second ordre pour 
le deuxième terme de (2.5), dans certaines conditions de 

régularité.  

2

3ˆ[ ]

ˆ ˆ[( ) ( ) ]

i i

T

Ti i

E T

d d
tr V E

   

     
         

      

 (B.1)

 

où, pour le modèle (2.1), 1( ) ,T T

i i id X K I X V    

[0, ..., , ...0],iK I  est la matrice ( 1) ( 1) ,p p m    avec 

la matrice unité I  d’ordre 1p   dans la ièmei  position, 0 est 

la matrice nulle d’ordre 1p   et ̂  désigne tout estimateur 

invariant sous la translation de 1( , ..., )s     où 2

s    

et ; 1, ..., 1k k s    sont les éléments distincts de .  

Goldstein (1989) prouve que, dans les conditions de 

normalité des termes aléatoires du modèle (2.1), l’estimateur 

de   par la méthode itérative restreinte des MCG équivaut à 

l’estimateur par le maximum de vraisemblance restreint, 

lequel est invariant sous la translation.  

Supposons que ˆ ˆ[( ) ( ) ]TE        s’approche de la 

matrice des covariances asymptotiques de l’estimateur par le 

maximum de vraisemblance restreint ( ).B  Le ièmejk
 

élément de 1B  est représenté par (voir Harville 1977) 

*

1

m

jk i i
i j K

V V
b Tr P P



  
     

   

pour j  et 1, ...,k s  où 1 1

i i i i iP V V X Z    
1 1

1( ) .T T T Tm
i i i i i i i i iZ X V X Z Z X V 
  Supposons que ,j kb  est 

le ièmejk  élément de .B  Après quelques opérations 

d’algèbre matricielle, il peut être démontré que  

1 1
1 1

3
1 1

1
1

,
1
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 

 






 
   

 

 
      

 


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(B.2)

 

où -2 -1 -4 -2; ;T T

i i i i i i i iC G X X R G X X    -6 -3

i iS G   

;T

i iX X  et  

1, ..., 1k

k

k s


   


 

est la matrice 1s   de la dérivée carrée par rapport à 

; 1, ..., 1.k k s    
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