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Estimation dans des enquétes par sondage avec des
probabilités d’inclusion conditionnelles :
enquétes a plan d’échantillonnage complexe

Yves Tillé?!

Résumé

L’auteur étudie une méthode basée sur le plan de sondage permettant d’utiliser une information auxiliaire en vue
d’améliorer la précision des estimateurs. L’objectif est de construire un estimateur dont le biais conditionnel est faible grace
a la pondération des valeurs observées par I’inverse des probabilités d’inclusion conditionnelles. L’auteur propose une
approximation générale dans les cas ou la statistique auxiliaire est un vecteur d’estimateurs de Horvitz-Thompson. Cette
approximation est assez proche de I’estimateur optimal décrit par Fuller et Isaki (1981), Montanari (1987, 1997), Deville
(1992) et Rao (1994, 1997). Puis, il applique I’estimateur optimal & un plan d’échantillonnage stratifi¢ et montre qu’on peut
considérer cet estimateur optimal comme un estimateur de régression généralisé pour lequel les variables indicatrices de la
stratification sont également utilisées au stade de I’estimation. Enfin, il discute du domaine d’application de cet estimateur

dans le contexte général de I’utilisation de données auxiliaires.

Mots clés :

1. Introduction

Au stade de [D’estimation, les praticiens de I’échan-
tionnage d’enquéte disposent souvent de données auxi-
liaires. 1l peut s’agir d’'un ensemble de moyennes ou de
totaux de population. Parfois, les données sont détaillées,
par exemple, quand on connait les valeurs prises par une
variable pour les diverses unités d’une population. On peut
se servir de ces renseignements pour améliorer la précision
des estimateurs.

Notre but est d’examiner le cas des données auxiliaires
dans le contexte de conditionnalité. De nombreux articles
ont été publiés au sujet de I’inférence conditionnelle. En
effet, la question de I’estimateur optimal a été abordée par
Fuller et Isaki (1981), Montanari (1987, 1997), Deville
(1992) et Rao (1994, 1997). Casady et Valliant (1993),
quant a eux, ont étudié les propriétés conditionnelles des
estimateurs dans le cas de la stratification a posteriori. Dans
un article antérieur (Tillé 1998), nous avons proposé une
méthode générale qui permet de construire un estimateur de
la moyenne ou du total dont le biais conditionnel est faible
dans le cas de I’échantionnage aléatoire simple. Cette
méthode se fonde sur ’utilisation des probabilités d’inclus-
sion conditionnelles et permet de tenir compte de données
auxiliaires sans devoir s’appuyer sur un modeéle de super-
population.

Dans le présent article, nous généralisons 1’utilisation des
probabilités d’inclusion conditionnelles a tout plan d’échan-
tillonnage. Nous montrons que cette méthode permet de
construire un estimateur fort semblable a 1’estimateur
optimal décrit par Montanari (1987), Deville (1992) et Rao
(1994). Cette famille d’estimateurs fournit une inférence

Estimation conditionnelle; observation pondérée; estimateur de régression généralisé; enquéte complexe.

conditionnelle valide et peut aussi étre considérée comme
I’estimateur linéaire optimal. Puis, nous appliquons ces
estimateurs au cas de la stratification et nous les comparons
a D’estimateur de régression généralis¢ (GREG en anglais).
L’estimateur GREG est généralement entaché d’un biais
conditionnel. Néanmoins, nous montrons que, pour ce qui
est de la régression, I’estimateur optimal est un cas
particulier de I’estimateur GREG. En effet, quand on utilise
de nouveau les variables de stratification comme variables
auxiliaires dans I’estimateur GREG, ce dernier est égal a
I’estimateur optimal. Ensuite, nous présentons un ensemble
de simulations pour illustrer les avantages de 1’estimateur
optimal dans le cas de la stratification. Le gain de précision
peut étre trés important quand les variables de stratification
sont fortement corrélées & la variable étudiée. Enfin, nous
discutons du probléme général de I’estimation dans le cas
d’enquéte par sondage et le considérons comme un
probléme de troisieme ordre, ou trois ensembles de variables
interagissent : les variables de planification, les variables
d’étalonnage et les variables étudiées.

L’article est structuré comme suit. A la section 2, nous
définissons la notation. A la section 3, nous présentons le
probléme de I’inférence conditionnelle. A la section 4,
nous donnons une approximation de 1’estimateur simple
pondéré conditionnellement (estimateur SPC) pour les
plans d’échantionnage complexes compte tenu d’hypo-
théses techniques. Nous discutons de ces hypotheses a la
section 5. A la section 6, nous comparons I’estimateur
optimal et I’estimateur SPC a ’estimateur de régression
généralisé GREG dans le contexte de la stratification. Nous
montrons que |’estimateur optimal peut étre considéré
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comme un estimateur GREG pour lequel les variables
indicatrices de la stratification sont également utilisées
a posteriori. Puis, a la section 7, nous présentons un
ensemble de simulations réalisées pour comparer les
estimateurs susmentionnés. Enfin, & la section 8, nous
examinons le probléme de I’interaction entre le plan de
sondage et les variables auxiliaires.

2. Probleme et notation

Considérons une population finie U ={L ..., k, ..., N} et
supposons qu’on sélectionne sans remise & partir de cette
population un échantillon aléatoire S conformément a un
plan de sondage p(). La probabilitt de sélectionner
I’échantillon s est Pr(S=s) =p(s), pour tout scU. Les
variables indicatrices 1, prennent la valeur 1 si I'unit¢ k
est dans I’échantillon et 0 sinon, pour tout keU. La
probabilité d’inclusion de I'unité k est m, =E(l,), ou le
symbole E() représente 1’espérance mathématique par
rapport avec le plan de sondage. La probabilité d’inclusion
d’ordre deux des unités k et | est m, =E(l1,). Notons
par y, la valeur de la variable y pour la k™™ unité de la
population. Le but est d’estimer la moyenne de population
de y:

1
y= N '; Yk
Si m >0, pour tout keU, [lestimateur d’Horvitz-

Thompson (1952) donné par

1
:NZ

es T

<>

fournit un estimateur sans biais de V.

Supposons que T est une statistique. L’objectif est
d’estimer y avec un biais conditionnel aussi faible que
possible par rapport T. Définissons la probabilité¢ d’inclu-
sion conditionnelle de premier ordre comme étant m,; =
E(l,|T) pour tout keU et les probabilités d’inclusion
conditionnelles d’ordre deux comme étant m,;=E(I, 1, [T)
pour tout k eU, | eU, k 1. Nous définissons 1’estimateur
simple pondéré conditionnellement (SPC) comme étant

5 oLl Ve 2.1
Yr=y kZ; - 2.1)
Cet estimateur n’est pas parfaitement dépourvu de biais
conditionnel. En effet, un estimateur sans biais conditionnel
existe si, et uniquement si, m,; >0 pour tout k eU. Pour
cette raison, il est utile d’élargir la définition de I’absence de
biais conditionnel : nous disons qu’un estimateur est virtuel-
lement sans biais conditionnel (VSBC) si le biais condition-
nel dépend uniquement des unités dont la probabilité d’in-
clussion conditionnelle est nulle. L’estimateur SPC est
effectivement VSBC puisque :
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B(Y,IT)=E(y,IT)- y——ﬁ 2 Ve

K|myr =0

Cet estimateur généralise certains résultats classiques
(voir Tillé 1998) comme la stratification a posteriori. Qui
plus est, il nous permet de construire un estimateur original
pour un tableau de contingence quand on connait les totaux
de population marginaux. Malheureusement, le calcul des
Ty devient difficile dans le cas des plans d’échantillon-
nage complexes. Nous donnerons néanmoins une approxi-
mation générale de I’estimateur SPC quand on se sert d'un
vecteur d’estimateurs d’Horvitz-Thompson comme statis-
tique auxiliaire.

3. Utilisation d’une statistique auxiliaire complexe

Supposons que les données auxiliaires sont représen-
tées par le vecteur X, = (X, .- Xy - Xg)" d€S valeurs
prises par les J variables auxiliaires pour la k™™ unité
de U. Pour commencer, nous supposons que 1’on connait
les x, pour chaque unité de la population. Plus tard, nous
considérerons le cas plus restreint ou 1’on ne connait
qu’une fonction des X,, comme

Considérons aussi 1’estimateur d’Horvitz-Thompson de X
représenté par

2 1 X
X = 2k

T

N keS Tck

Si m, >0, pourtout k €U, X, est un estimateur non biaisé
de X, tel que

E(X.)=X (3.2)
La variance de X_ prend la forme
= Var(k.) = Zx, X 1-m)
leU U
N2 Z Z “n (Tclm T Ty)- 33)

leU meU T | m
m=l

N

Supposons maintenant que le vecteur (y, X.)" suit une
loi de distribution multinormale. Dans ces condltlons nous
pouvons construire un estimateur conditionnel non biaisé
(voir, par exemple, Deville 1992). Nous calculons d’abord
le biais conditionnel, soit :

B(Y,IX.) = E(VIX.) - ¥
= (X, — X)Var(x,) "Cov(X,, V).
Si nous disposons d’un estimateur de B(?n&n), nous

pouvons corriger 1’estimateur d’Horvitz-Thompson de la
fagon suivante :
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A

yC é(?ﬂ |)_A(n:)

=<

=y, +(X-X,) Var(x,) " Cov(X,, V,).

Cet estimateur est apparent¢ a [’estimateur linéaire
optimal décrit par Fuller et Isaki (1981), Montanari (1987)
et Rao (1994). En effet, Montanari a montré que le meilleur
estimateur, au sens de la plus petite erreur quadratique
moyenne (EQM), ayant la forme

Yp = Vo + (R=X.)'P (34)
s’observe quand f prend la valeur :
Bopr =Z'Cov(X,, V).

L’estimateur linéaire optimal présenté par Montanari
mene donc & un résultat fort semblable a celui de la méthode
conditionnelle, méme si, au départ, Montanari n’examine
pas le probléme sous I’angle conditionnel. Selon la méthode
de Montanari, on trouve I’estimateur optimal dans une
classe d’estimateurs linéaires définie par (3.4) sans aucune
référence aux propriétés conditionnelles. Néanmoins, Rao
(1994) a fait remarquer que cet estimateur aboutit a une
inférence conditionnelle valide. Le probleme général de
I’estimateur optimal tient au fait qu’on ne connait pas Bgpr
et qu’on doit donc I’estimer. Or, les propriétés optimales de
Iestimateur se perdent si on estime Bpr.

Afin d’estimer Boo; (0U B(V,[X.)), on peut distinguer
deux situations. Dans la premiére, on connait les valeurs que
prennent les variables auxiliaires pour toute les unités de la
population. Dans ce cas, on connait X et on peut estimer

A A 1 X
Cov (X, yn):mz Y l-m)

keU nk

2 ZZ X (”kl - )

keU |EU

= —Z (X = X) Y

kEU

sans biais en se servant de

z (X = %) Yk (35)

keS T

Cov, (X, =
CHAE N

ou

1 > X | K (3.6)
N 58] ﬂkﬂ| TCkN
1k

X, =E(X |keS) =

Si I'on se sert de (3.5), on peut construire un premier
estimateur asymptotiquement optimal de la forme

63

X, —X

S S 2wl
Yaorrs = Ve + (X=X.)' 2 1_2 3.7

N keS nk
Dans la deuxieme situation, on ne connait que la
moyenne de population X, on doit estimer X et on ne
peut estimer Cov(x yﬂ) au moyen de (3.5). Montanari
propose qu’on estime X et Cov(X_,y ) a laide de
’estimateur classique d’Horvitz-Thompson :

5o = Zxxk(l )

2
N keS Tck

!
4 1 X X| g — T T
2
N° s is M, Ty

1=k

et

z Xkyk 1-x,)

keS Tck

+ 1 X Ty T
— .S AN (L S
N (cs ies T T, Ty
12k

On estime donc B,y (en supposant que £ n’est pas
singuliére) par :

Bopr :ﬁ:ilcovz X Va)-

En estimant oy, NOus pouvons construire un autre
estimateur asymptotiquement optimal (AOPT) de la forme :

?AOPTZ = ?n + ()L(n - )_(),E)OPT' (3.8)

Les estimateurs AOPT1 et AOPT2 se distinguent par la
facon selon laquelle nous estimons Cov(X_,Yy,) et X.
Cependant, I’estimateur AOPT1 exige des données auxi-
liaires plus complétes.

L’estimateur de régression généralisé (GREG) défini par
Cassel, Sarndal et Wretman (1976), Wright (1983) et
Sérndal, Swensson et Wretman (1992, page 225) est égale-
ment un estimateur de la classe linéaire représentée par
I’expression (3.4). Dans le cas de ’estimateur GREG, 3 est
en effet défini par

BGREG = [Z MTZ M

ke Gy ke Gy

et peut étre estimé par

, -1
A X, X X
Bores :|:Z ‘ k} z—kyk 5

kes T Cy | kes TGy
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ou les quantités ¢, >0, k €U, sont les poids définis pour
toutes les unités de la population. L’estimateur GREG n’a
pas de bonnes propriétés conditionnelles et est généralement
entaché d’un biais conditionnel (Rao 1994).

4. Approximation de I’estimateur SPC

Un autre moyen de construire un estimateur sans biais
conditionnel consiste a trouver une approximation de
’estimateur SPC représenté par I’expression (2.1). En effet,
cet estimateur a de bonnes propriétés puisqu’il est
virtuellement sans biais conditionnel (VSPC). Si nous nous
servons de X_ comme statistique auxiliaire, nous recher-

cherons une approximation de
T = E (1 [X,)-

Si le vecteur aléatoire ﬁn prend, par exemple, la valeur z,
nous obtenons, en appliquant le théoréme de Bayes,

E(11X.=2)=Pr(k eS|X, = 2) = m, " Xa=2IKES)
Pr(x,=2)

Afin de calculer les probabilités d’inclusion condition-
nelles, il est donc nécessaire de connaitre la loi de distri-
bution de X_ conditionnellement et non conditionnellement
a la présence des unités dans I’échantillon. Sauf dans
quelques cas particuliers, cette loi de distribution est tres
complexe; aussi construirons-nous une approximation.

Nous pouvons dériver la moyenne et la variance de X_
conditionnellement et non conditionnellement a la présence
des unités dans Iéchantillon. En effet E (X ), Var(X,), et
E(X, |k €S) proviennent respectivement de (3.2), (3.3) et
(3.6) et

3, =Var(x_|k €S)

1 X\ X| Ty T
S N KLU (T
N? gu: T, T (N
Ik

!
N 1 X Xry
N2
leU meU TO, T4 TC,
1=k m=l
m=k

[nklm - nk;tﬂj (4.9)

k

ou m, est la probabilit¢ d’inclusion de troisieme ordre.
Nous supposons que les matrices X et X, ne sont pas
singuliéres.

Comme on ne connaft généralement pas la loi de
distribution de ﬁn nous émettrons les trois hypotheses qui
suivent pour construire une approximation des probabilités

d’inclusion conditionnelles.
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(i) Si la taille n de I’échantillon est grande, in suit
une loi de distribution multivariée normale condi-
tionnellement et non conditionnellement a la pré-
sence des unités dans I’échantillon.

(i) R — R™ =0,,(n™) pourtous les k €U, ou
R=VY 2V R =VYY VYV représente
une matrice diagonale JxJ ayant pour diagonale
les éléments de la diagonale de X et ou
O,,, (™) représente une matrice de quantités
qui, quand on la multiplie par n“, reste bornée
quand n — oo.

(i) yk,:V’“()‘(‘k -X)=0, (n’”_z), ou Oy(n®) re-
présente un vecteur de quantités qui, quand on le
multiplie par n*, reste borné quand n — o,

Ces trois hypothéses s’appliquent a la taille de 1’échan-
tillon. Nous supposons donc que, quand n croit, N crofit au
moins aussi rapidement que n. Néanmoins, aucune
hypothése n’est faite en ce qui concerne f =n/N. Si nous
supposons que les hypothéses énoncées a la section 3 sont
vérifiées, le résultat qui suit représente une approximation
de I’estimateur SPC :

Résultat 1 :
Si les conditions (i), (ii) et (iii) sont remplies et que nous
utilisons la statistique auxiliaire X_, alors

X, — X

2 2 2yl
y\T:yn+(X_Xn)leZ

keS Tck

Yy

+O,(N N~ , o (4.10)

ou nxOp(n’l) est une quantité bornée en probabilité. La
preuve du résultat 1 est donnée en annexe.

5. Discussion des hypotheses

Les trois hypothéses susmentionnées sont vérifiées dans
le cas de I’échantillonnage aléatoire simple sans remise
quand on ne dispose que d’une seule variable auxiliaire. En
effet, nous avons alors J =1, x, =X, X=X, X, =X,
X, = X.. Nous obtenons

n nn-1 nn-1n-2
T =— Ty =— et Ty, =— .
N N N-1 NN-1IN-2
D’apreés (3.6), (3.3), (4.9),
_ _ N-n x —X
X, = X , 5.11
Ik Nol T (5.11)
Var(X.) = N-n o (5.12)
T N-1 n’ '

Var(%Jk € S)= w{ci— M} (5.13)
(N-2)(N-Dn N-1
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ou
= z (% — X)
keU

Maintenant, considérons les trois hypothéses dans ce cas
particulier.
— Madow (1948) a prouvé I’hypotheése (i) dans
certaines conditions.
— L’hypothése (ii) devient

Var(x |keS)

Var (X_) =007

D’apres (5.12) et (5.13), nous obtenons

Var (X_|k € S)
Var (X_)

_NO-D o e =X)
(N-2)n (N -1)c?
. E{N—Zn L, N9 (xk—f)z}
n [(N-2)

(N-2) (N-)o?
=1+ O(EJ
n

— L’hypothése (iii) devient

~X
J Var(x)

D’aprés (5.11) (5.12), nous obtenons
_ X=X
J Var (iE

Dans le cas de I’échantillonnage aléatoire simple, il est
plus facile d’interpréter ces hypothéses. L hypothése (i) est
I’hypothése classique de normalité qui était également
nécessaire pour la construction de [’estimateur optimal.
Dans le cas de I’échantillonnage aléatoire simple, il est
facile de vérifier que I’hypothése (iii) sous-entend 1’hypo-
thése (ii). Ces deux hypothéses techniques impliquent
simplement que |x, —X| ne peut pas prendre une valeur
beaucoup plus importante pour une unité particuliére que
pour les autres.

Les trois hypothéses sont donc valides dans le cas de
I’échantillonnage aléatoire simple quand on ne dispose que
d’une variable. Nous pouvons aussi étendre ce résultat a
I’échantillonnage stratifié quand le nombre de strates est
fixe et que la taille de I’échantillon dans chaque strate est
grande. Dans le cas de 1’échantillonnage par grappes, si le
nombre de grappes est grand et que les grappes sont

- o(n™*?).

V1o o)
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sélectionnées selon un plan d’échantillonnage aléatoire
simple, ces hypothéses sont encore applicables. L’hypothése
(i) a également été prouvée partiellement par Rosén (1972)
pour I’échantillonnage avec probabilités inégales. En réalité,
la preuve de Rosén est limitée a un plan d’échantillonnage
avec rejet.

Les hypothéses proposées sont généralement moins
restrictives qu’un modele de superpopulation. En effet, ce
genre de modéle consiste en un ensemble d’hypothéses
concernant les variables étudiées, alors que les trois
hypotheses présentées ici visent uniquement les variables
auxiliaires. Dans le cas d’un modéle de superpopulation, les
relations entre la variable étudiée et les variables auxiliaires
représentent les contributions les plus importantes du
modele. Dans le cas de la méthode conditionnelle, aucune
hypothése n’est faite en ce qui concerne la variable étudiée.
Si on peut débattre des hypothéses présentées, il est
évident qu’un modéle de superpopulation est un ensemble
d’hypothéses beaucoup plus restrictives que celles utilisées
dans le cas de la méthode conditionnelle.

6. Application a I’échantillonnage stratifié

6.1 Le probleme

Lors de la stratification, on se sert de données auxiliaires
apriori pour améliorer ’estimation. Dans ce cas, trois
ensemble de variables interagissent : les variables de stratifi-
cation, les variables auxiliaires utilisées a posteriori et la
variable étudiée. Supposons que 1’on partitionne la popu-
lation en H strates Uh, h=1..,H, de taiIIe N,
h=1 ..., H. Soient y, =N, Zkeu yk et X, =N, Zkeuhxk
les moyennes des strates dans la populatlon Nous
sélectionnons sans remise un échantillon aléatoire simple
S, de taille fixe n, (ZH.yn, =n) indépendamment dans
chaque strate. Conformément & la théorie générale de la
stratification (voir, par exemple, Sé&rndal, Swensson et
Wretman 1992, page 100), nous obtenons

13 % 18, 2
n_ﬁz ﬂ_ﬁz X

<>
~<|>

ou

:_Z y, et xh——Zxk.

h keS, h keS,
En outre, nous obtenons
Cov(X,y,)=
-X) (Y — V)’
Z n, N 1keuh nok

et
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T=>Np

= Xp) (X = %)’

nh N, 1k€Uh

ou f,=n/N,h=1.,H

6.2 Estimateur AOPT1

Si keU,_, en étendant I’expression (3.6) a 1’échantil-
lonnage stratifié, nous obtenons
. N2 1-f
X, =E(X |keS)=X+ & & (X, — X
|k ( 71:| ) N(Nq _1) na ( k u)
et
= (X\k_ X) Yk _
N keS T[k
HOoONS 1-f, 1
(X=X Yy -
hZ;Nlnh nhkgshk n 7k

D’aprés 1’expression (3.7), nous pouvons dériver 1’estima-
teur AOPT1 sous la forme

?AOPTI = ?n‘" (X _ﬁn),
HOoo1of 1 N
ZN2 — %) (X —Xp)'
h=1 Nh keU,1
HoONy 1-f 1
x h X, — X
hZ:;Nh 1 n n k;sh( k= Xn) Y-

Pour utiliser cet estimateur, nous devons disposer d’une
guantité importante de données auxiliaires. Nous devons
connaitre la moyenne de population X, des variables auxi-
liaires pour chaque strate, ainsi que la taille N,. des strates.
De surcroit, nous devons connaitre les valeurs que prennent
les variables auxiliaires pour chaque unité de U. A

Cependant, dans le cas de la stratification, Ynqpr;
présente un inconvénient important : il n’est pas calé sur la
taille des strates N, autrement dit, quand 1’objectif consiste
a estimer la taille des strates N,, genéralement N,qor, #
N,. Nous pouvons facilement remedier a cet inconvénient
en centrant la variable étudiée. Nous obtenons alors :

YaopTic =

?n—i_ (X- )_’\(n),{i N2 =X,) (X, —X,)' }

h=1 nh

N -1 keU,

N§1f1

Z 1 Z(Xk X)) (Y — Yh)
h=1

Ny Ny kes,
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6.3 Estimateur AOPT2

Nous pouvons également utiliser 1’estimateur AOPT2
pour la stratification. Dans ce cas, d’apres I’expression (3.8),
nous obtenons

Yaort2 =

= %) (4%, ) }

h=1 nh -1y,
H 1-f, 1
z Ny Xh ) (Ve yh )-
ho 1S

Pour utiliser I’estimateur AOPT2, nous devons unique-
ment connaitre le vecteur des moyennes de population X et
la taille des strates N,. L’inconvénient tient ici au fait que,
comme les X, sont estimés, on perd JxH degrés de
liberté. Or, si le nombre de strates est élevé, cette perte de
degrés de liberté pourrait augmenter I’instabilité de
I’estimateur quand la valeur de J x H est grande.

6.4 Estimateur GREG

L’estimateur GREG ne tient pas compte des probabilités
d’inclusion d’ordre deux. Il s’exprime sous la forme

Yerec=

g, + (i—ﬁn)'{i Lt

h=1 Ny kes, Cx

3 xxk}_i N, 5 X

h=1 My kes, Cx

Bien qu’il soit plus stable, cet estimateur est entaché d’un
biais conditionnel. En outre, si nous voulons estimer la taille
des strates N, au moyen de I’estimateur GREG, nous
n’obtenons pas exactement N,. En effet, si y, =1 quand
keU, etque y, =0 quand k £U,, alors

-1
BN, « X Xp
IEs

z Xkyk'

h=1 My kes, C

Neres =N Yores

=N, +N(X-X,)

_Puisque, dans le cas de Déchantillonnage stratifie,
N;. = N,, nous obtenons

1
- _ 2~ oSN X, X1
NGREG:Nh"‘N(X_Xn){Z_hZM}

h=1 Ny kes, Ck

(6.14)



Techniques d’enquéte, juin 1999

L’expression (6.14) montre que, en général, NGREG #
N;. Donc, ’estimateur GREG détruit D’effet de stratifi-
cation, parce qu’il ne tient pas compte de cette derniére. En
effet, la stratification est représentée par les probabilités
d’inclusion d’ordre deux. Or, ’estimateur GREG ne dépend
que des probabilités d’inclusion de premier ordre. En
revanche, il est facile de vérifier que les estimateurs AOPT1
et AOPT2 de N, sont exactement egaux a N,. Par
conséquent, les estimateurs AOPT sont calés sur N,.

Nous proposons d’utiliser I’estimateur GREG dans les
cas suivants : quand la taille de 1’échantillon est petite ou
que le nombre de strates est grand et quand la stratification
est en information auxiliaire médiocre pour la variable
d’intérét. En effet, dans ce cas, la perte de précision due a la
perte de degrés de liberté sera plus importante que le gain de
précision qui résulte de I’optimalité de I’estimateur.
Montanari (1998) présente aussi une analyse intéressante
des avantages de |’estimateur optimal.

6.5 Utilisation de ’estimateur GREG avec les
variables de stratification

Une variante de [D’utilisation de D’estimateur GREG
consiste a utiliser de nouveau les variables de stratification
au stade de ’estimation.

Considérons le vecteur-colonne

IAY
Wy = (Zgs -+ Zis +r Zery Xk)

ou z,, =1 si keU, et 0 autrement. Ce vecteur est donc
composé des valeurs prises par les variables indicatrices de
la présence de I'unité k dans la strate H et des valeurs
prises par les variables auxiliaires de x.

Si W est la moyenne de population des vecteurs w, et
W, son estimateur d’Horvitz-Thompson, I’estimateur
GREG contenant I’information auxiliaire W_ prend la
forme

A

Voreow = Yo + (W-W, )’

-1
Ny WWg | Ny WY
R

h=1 Ny kes, Cy 1 My okes, G

(6.15)

Nous pouvons simplifier la présentation de I’expression
(6.15). En effet, le résultat qui suit a été prouvé par Tillé
(1994) et généralisé par Sarndal (1996) :

Résultat 2 :

Quand on utilise de nouveau les variables de strati-
fication au stade de I’estimation et que les ¢, sont égaux
dans la strate (c, =c,, k€U, ) on peut écrire 1’estimateur
GREG sous la forme
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Yoreew =

?n *‘(i_in),{z‘,h Z (X _Tzh)(xk _)_A(h)'}

h=1 MK Cp kes,

X z& Z (X _ih)(yk _?h)'

h=1 MKCy Kkes,

(6.16)

Une preuve du résultat 2 figure a I’annexe. Il convient de
souligner que 1’expression (6.16) est égale a I’estimateur
AOPT2 quand
_C n, 1-1/n,

N, 1-f,

pour h=1 ..., H, ou C>0 estune constante. Quand les
f,, sont petits et que les n, sont grands et proportionnels
aux N, les deux estimateurs sont équivalents. Ce resultat
montre que, dans le cas de I’approche conditionnelle, la
méthode d’estimation tient automatiquement compte du fait
que le plan d’échantillonnage est stratifié. Par contre,
I’estimateur GREG ne tient pas compte de I’effet de
stratification et il faut donc introduire de nouveau les
variables de stratification au stade de I’estimation, afin de ne
pas perdre cet effet.

h

7. Simulations

Nous avons réalisé un ensemble de simulations afin de
comparer les quatre estimateurs suivants: V., Yaoprc:
Vaorrar Yoreo: La population comprend 4 strates de 250
unités (N =1000). Nous appliquons un plan d’échan-
tillonnage stratifié avec répartition proportionnelle. Pour
chaque simulation, nous sélectionnons 10 000 échantillons
de taille n=100 et nous estimons les ratios suivants :

M, = EQM (¥,)/EQM (Y,) =1,
Mz = EQM (?GREG)/EQM (?n),
M = EQM (Vagpric) /EQM(V,,),

M, = EQM (Yaopr2)/EQM (V,,).

Nous générons les populations au moyen des modeles
suivants: A : x, =a,, Y, =€, k €U, (indépendance com-
pléte), 7, : x, =a,, Y, =3X, +€, kU, (dépendance de x
et y), B: X =a., Y, =% +2h(k)+e,, keU, (dépendance
de x, y etde lastrate), 7, : X, = a,, Y, =exp10+ 2x, +
10h(k) +e,), k €U, (non-linéarité et dépendance de x, y
et de la strate), R :x =a, Y, =exp(e, + 3x.)+3h(k),
k eU, (non-linéarité et dépendance de x, y et de la strate),
R % =8, Y, =3h(k)+e, keU, (forte dépendance de
y etde lastrate), P : x, = a,, y,=50h(k)+e,, keU, (trés
forte dépendance de y et de la strate) ou a, et e, sont des
variables normales indépendantes dont la moyenne est égale
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a 0 et la variance, a 1, et h(k) est le numéro de la strate de
I'unité k. Les résultats de la simulation sont présentés au
tableau 1.

Tableau 1
Résultats de 10 000 simulations

P, P, Py Py Ps  Pg Py

M; 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
M, 1,0070 0,0906 0,5180 0,9261 0,9263 1,1047 38,5104
M3z 1,0069 0,0906 0,4835 0,9277 0,9269 1,005 1,0123
M, 11,0060 0,0936 04850 0,9257 0,9239 1,0006 1,0111

Le tableau 1 montre que I’estimateur GREG produit une
bonne estimation quand les variables de stratification ne
sont pas corrélées a la variable étudiee. Néanmoins, le gain
de precision de Yopric €t 0 Yagpr, est d’autant plus
prononcé que la dépendance entre la variable de stratifi-
cation et la variable etudiée est forte. Pour cette taille
d’échantillon, la perte de degrés de liberté de I’estimateur
optimal ne semble pas avoir d’effet sur la précision. En
outre, toujours pour cette taille d’échantillon, le gain di au
fait de connaitre la taille des strates dans la population n’est
pas significatif. Dans tous les cas étudiés, ’estimateur
optimal est donc nettement préférable a I’estimateur GREG.

8. Un probléme de troisieme ordre

La complexité du calcul des poids conditionnels n’est pas
un probléme particulier a ’estimateur SPC. Elle tient au
probléme général que pose 1’estimation avec utilisation
a posteriori de données auxiliaires quand on a déja utilisé
une variable auxiliaire apriori dans le plan d’échantil-
lonnage. Nous pouvons le résumer a un probléme
d’interaction de troisiéme ordre entre

— les variables étudiées;

— le plan d’échantillonnage et, donc, les variables
auxiliaires utilisées a priori;

— les variables auxiliaires utilisées a posteriori.

En effet, I'utilisation de variables auxiliaires au stade de
I’estimation pose le probleéme de savoir comment ces
variables utilisées a posteriori interagissent avec la variable
étudiée au moyen d’un plan d’échantillonnage donné. Le
probléme étant complexe, nous devons tenir compte des
relations entre chaque ensemble de variables susmention-
nées, ainsi que des interactions de troisieme ordre entre les
trois ensembles de variables.

Il est trés difficile de trouver un estimateur vraiment
opérationnel tenant compte des trois interactions de
deuxiéme ordre et de I’interaction de troisiéme ordre. Aussi
essayons-nous de simplifier le probleme. La neutralisation
de I'un des aspects du probléme facilite considérablement la
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recherche de D’estimateur. La plupart des simplifications
possibles ont déja été étudiées. Nous en mentionnerons
quelques-unes ici.

— Si nous ne nous servons d’aucune donnée auxiliaire
a posteriori (sauf la taille de la population N) nous
ne pouvons construire que I’estimateur d’Horvitz-
Thompson ou le ratio de Hajek (1971).

— La recherche de solutions générales au moyen de
données auxiliaires ne pose pas de probléme
important dans le cas de 1’échantillonnage aléatoire
simple, puisqu’on n’utilise aucune donnée auxiliaire
apriori.

— L’utilisation d’un modéle de superpopulation permet
de fixer la relation qui existe entre la variable étudiée
et les variables auxiliaires utilisées a posteriori. Dans
ce cas, il est possible de déterminer I’estimateur
optimal, par rapport au modéle.

— Pour I’estimateur GREG ainsi que pour les méthodes
de calage (voir Deville et Sarndal 1992), dans le
cadre de I'inférence fondée sur le plan de sondage, on
ne retient du plan de sondage que les probabilité de
premier ordre. Donc, on traite un plan d’échantillon-
nage aléatoire simple de la méme fagon qu’un plan
stratifié pour lequel les probabilités d’inclusion de
premier ordre sont toutes égales. C’est pour cette
raison qu’un estimateur de régression appliqué a un
plan de sondage stratifié détruit généralement le
calage des fréquences dans les states fixé au moment
de la stratification a priori. Dans ce cas, la simplify-
cation tient au fait qu’on ne peut décrire que par la
probabilité de premier ordre la contribution de
chaque variable auxiliaire utilisée a priori dans le
plan de sondage.

— Enfin, pour I’estimateur linéaire optimal, on suppose
implicitement que la relation de dépendance des
estimateurs d’Horvitz-Thompson calculés pour les
variables x et y est linéaire. Manifestement, cet
estimateur ne tient pas compte de la dépendance non
linéaire entre les estimateurs. Néanmoins, il tient
compte des probabilités d’inclusion d’ordre deux. Si
le plan d’échantillonnage est stratifié¢, I’estimateur
reste calé sur les fréquences dans les strates.

L’estimateur SPC tient compte de cette interaction de
troisieme ordre. Qui plus est, ici, les variables auxiliaires
n’interviennent pas nécessairement de facon linéaire. Les
poids dépendent a la fois du plan d’échantillonnage et de la
variable auxiliaire. Les poids appliqués aux valeurs prises
par la variable étudiée tiennent compte de toutes les
interactions entre les trois groupes de variables.

Les méthodes fondées sur les probabilités d’inclusion
conditionnelles sont intéressantes pour diverses raisons :
elles fournissent un cadre général permettant de rechercher
et de concevoir des estimateurs qui s’appuient sur des
variables auxiliaires sans devoir se reporter & un modéle de
superpopulation et aboutissent a une inférence condition-
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nelle valide. Elles font ressortir toute la complexité de
I’estimation quand on dispose de données auxiliaires. Selon
les données auxiliaires dont nous disposons, nous pouvons
obtenir soit des résultats connus (comme, par exemple, la
stratification a posteriori) ou des estimateurs trés complexes
qui ne sont pas vraiment opérationnels. Cependant, une
premiére approximation méne a un résultat connu, ¢’est-a-
dire I’estimateur linéaire optimal.
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Annexe

Preuve des résultats 1 et 2

Nous nous servirons du Lemme 1 pour prouver le
résultat 1.

Lemme 1: Si R'~R™"=0,,(n™), alors |R, | Y|R]| =
1+0(n™), o0 on définit R et R, comme dans
I’hypothése (ii).

Preuve
[R'-R7IR=0,,(nR
et donc
IR{R| = [1+0,,, (™) R[ = [L+O(n Y]’
+0(n M) =1+0(n™)
ou | est une matrice unité J x J. Donc,

Rl 1

R| Tromy oM

Notons que le
I’hypothese (ii).

lemme 1 est une conséquence de

Preuve du résultat 1
Si nous définissons

d, :L, pour tous keU.
N,
par I’hypothése (i), nous obtenons :

n _ nPr(x)  f(X)
N NmPr(x,[keS)  f(X,)

a‘k (in) =

ou f (resp. f,) estla fonction de densité d’une variable
multivariée normale dont la moyenne est X (resp. X, ) et la
matrice de variance-covariance X (resp. %, ). Donc,
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1 1~ e, -
Sk exp—E(xn— X)'Z7(X_—X)
a (X,) =dy 1 (8.17)
WEXP—E(E_ i\k)'zil()_(n_i\k)-
Si nous écrivons aussi
R — V—l/sz—l/Z
Rk — V—l/ZZkv—l/Z,
X¢ =V (X —X),
Yk = v (X\k - X),
et
R, V2 1o, oo S
¢ =d, %expgxﬁ (R -R™MXS, (8.18)
nous obtenons
A |R[™? exp—lﬁf[’ RXC
a (x;)=d, P 1. 2 o
IRy eXp—E(th -7 R (XE = v,)
1 1 ~c
=Gy EXpEYk Ry (v, —2X7). (8.19)

En utilisant un développement en série pour le vecteur vy,
de (8.19), nous obtenons

3,(X.) =6 1L-7R'X) +R (v). (820

ou
1 - S
RGO)=0, e 1OR 0 -250)|
VIR (= XD RY (0= X0 - Ri'} v
et y{ est un vecteur dont les éléments sont compris entre

les éléments correspondants de y, et 0. D’apres I’hypothese
(iii), nous obtenons directement

R() =0, (n™).

Par ailleurs, nous savons d’aprés I’hypothese (ii), le
lemme 1 et I’expression (8.18) que

1 2¢ “1\2c
C =dk[1+0(n-1)]”2exp{§xn 0y, (n 1)xn}

=d,[1+0,(n™)]. (8.21)
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D’apres (8.20) et (8.21), nous obtenons
a(x,) =d [1+0," ("L 7, (R+0,,, () X;+O, ()}

=d {L-v, R™X; +0,(n™")}
=d {1+ (X-X,) T (X, —X)+ 0, (n")}

Enfin, nous obtenons

Eal 1 Eal
Yir :_Z a (X,) Y
nkeS
~ — 2 el 1 (X\k_i)yk 1
=y +(X-X))'Z —Z—+Op(n ).
N keS nk

Preuve du résultat 2

D’apreés Sarndal (1980), nous pouvons aussi écrire
Iestimateur GREG représenté par (6.15) de la fagon
suivante :

?GREGW = ?ﬁ +N 71(1’N WN - 1IS Hglws )I

(WECSTIs ™ We ) "W C TSy

ou 1, (resp. 1) estun vecteur-colonne comptant N (resp.
n) unités, IT, (resp. IL) est une matrice diagonale dont
les éléments diagonalisant les probabilités d’inclusion des
unités de la population (resp. de I’échantillon), C4 est une
matrice diagonale dont les éléments diagonalisant les ¢, des
unités de I’échantillon, y4 est un vecteur-colonne composé
des valeurs prises par la variable étudiée y dans 1’échan-
tillon,

et W est une matrice nx (H +J) composée des n lignes
de W, correspondant aux unités sélectionnées dans
I’échantillon.

La matrice qu’il faut inverser peut étre partitionnée en
quatre blocs :

(W C5' IS W) = AD
D' B

ou A est une matrice H xH dont la diagonale correspond
aN,/c,h=1.., H
H Nh

h=1 My Gy, kes,

’
B= Xy Xy

et
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G Cy

Par la méthode d’inversion matricielle parties, nous
obtenons

_QDIAfl Q
ol Q=(B-D'A'D)™. Puisque

11 w1 | (A-DBTD)? —-A-D
(W(CH T We) :{( ) Q}

0
(Iy Wy =15 Hslws){i H_:I
X —X

T

ou 0,, estun vecteur-colonne composé de H zeros, nous
obtenons

(1y Wy — LTI 'Wg ) (W CS TI W ) ™
= (%, ~X)QI-D'A™ 1,,,)](822)
ol I, estune matrice unité J x J. Puisque

Q:{i Mo Z (X _ih)(xk _)_A(h)l} )

h=1 MhCh kes,

[-DA™ o] = [_)_A(l "'_)_A(H Loyl

et

WS' C;lns_lys = N H ?H b (823)

s N

X y
k Yk
1 zesh

nous obtenons le résultat 2 en multipliant (8.22) par (8.23).
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