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Résumé 

L’auteur étudie une méthode basée sur le plan de sondage permettant d’utiliser une information auxiliaire en vue 

d’améliorer la précision des estimateurs. L’objectif est de construire un estimateur dont le biais conditionnel est faible grâce 

à la pondération des valeurs observées par l’inverse des probabilités d’inclusion conditionnelles. L’auteur propose une 

approximation générale dans les cas où la statistique auxiliaire est un vecteur d’estimateurs de Horvitz-Thompson. Cette 

approximation est assez proche de l’estimateur optimal décrit par Fuller et Isaki (1981), Montanari (1987, 1997), Deville 

(1992) et Rao (1994, 1997). Puis, il applique l’estimateur optimal à un plan d’échantillonnage stratifié et montre qu’on peut 

considérer cet estimateur optimal comme un estimateur de régression généralisé pour lequel les variables indicatrices de la 

stratification sont également utilisées au stade de l’estimation. Enfin, il discute du domaine d’application de cet estimateur 

dans le contexte général de l’utilisation de données auxiliaires. 
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1. Introduction  
Au stade de l’estimation, les praticiens de l’échan-

tionnage d’enquête disposent souvent de données auxi-

liaires. Il peut s’agir d’un ensemble de moyennes ou de 

totaux de population. Parfois, les données sont détaillées, 

par exemple, quand on connaît les valeurs prises par une 

variable pour les diverses unités d’une population. On peut 

se servir de ces renseignements pour améliorer la précision 

des estimateurs. 

Notre but est d’examiner le cas des données auxiliaires 

dans le contexte de conditionnalité. De nombreux articles 

ont été publiés au sujet de l’inférence conditionnelle. En 

effet, la question de l’estimateur optimal a été abordée par 

Fuller et Isaki (1981), Montanari (1987, 1997), Deville 

(1992) et Rao (1994, 1997). Casady et Valliant (1993), 

quant à eux, ont étudié les propriétés conditionnelles des 

estimateurs dans le cas de la stratification a posteriori. Dans 

un article antérieur (Tillé 1998), nous avons proposé une 

méthode générale qui permet de construire un estimateur de 

la moyenne ou du total dont le biais conditionnel est faible 

dans le cas de l’échantionnage aléatoire simple. Cette 

méthode se fonde sur l’utilisation des probabilités d’inclus-

sion conditionnelles et permet de tenir compte de données 

auxiliaires sans devoir s’appuyer sur un modèle de super-

population. 

Dans le présent article, nous généralisons l’utilisation des 

probabilités d’inclusion conditionnelles à tout plan d’échan-

tillonnage. Nous montrons que cette méthode permet de 

construire un estimateur fort semblable à l’estimateur 

optimal décrit par Montanari (1987), Deville (1992) et Rao 

(1994). Cette famille d’estimateurs fournit une inférence 

conditionnelle valide et peut aussi être considérée comme 

l’estimateur linéaire optimal. Puis, nous appliquons ces 

estimateurs au cas de la stratification et nous les comparons 

à l’estimateur de régression généralisé (GREG en anglais). 

L’estimateur GREG est généralement entaché d’un biais 

conditionnel. Néanmoins, nous montrons que, pour ce qui 

est de la régression, l’estimateur optimal est un cas 

particulier de l’estimateur GREG. En effet, quand on utilise 

de nouveau les variables de stratification comme variables 

auxiliaires dans l’estimateur GREG, ce dernier est égal à 

l’estimateur optimal. Ensuite, nous présentons un ensemble 

de simulations pour illustrer les avantages de l’estimateur 

optimal dans le cas de la stratification. Le gain de précision 

peut être très important quand les variables de stratification 

sont fortement corrélées à la variable étudiée. Enfin, nous 

discutons du problème général de l’estimation dans le cas 

d’enquête par sondage et le considérons comme un 

problème de troisième ordre, où trois ensembles de variables 

interagissent : les variables de planification, les variables 

d’étalonnage et les variables étudiées.  

L’article est structuré comme suit. À la section 2, nous 

définissons la notation. À la section 3, nous présentons le 

problème de l’inférence conditionnelle. À la section 4, 

nous donnons une approximation de l’estimateur simple 

pondéré conditionnellement (estimateur SPC) pour les 

plans d’échantionnage complexes compte tenu d’hypo-

thèses techniques. Nous discutons de ces hypothèses à la 

section 5. À la section 6, nous comparons l’estimateur 

optimal et l’estimateur SPC à l’estimateur de régression 

généralisé GREG dans le contexte de la stratification. Nous 

montrons que l’estimateur optimal peut être considéré 
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comme un estimateur GREG pour lequel les variables 

indicatrices de la stratification sont également utilisées 

a posteriori. Puis, à la section 7, nous présentons un 

ensemble de simulations réalisées pour comparer les 

estimateurs susmentionnés. Enfin, à la section 8, nous 

examinons le problème de l’interaction entre le plan de 

sondage et les variables auxiliaires. 

 
2. Problème et notation  

 
Considérons une population finie {1 }U k N      et 

supposons qu’on sélectionne sans remise à partir de cette 

population un échantillon aléatoire S  conformément à un 

plan de sondage ( ).p   La probabilité de sélectionner 

l’échantillon s  est Pr( ) ( ),S s p s   pour tout .s U  Les 

variables indicatrices kI  prennent la valeur 1 si l’unité k  

est dans l’échantillon et 0 sinon, pour tout .k U  La 

probabilité d’inclusion de l’unité k  est ( )k kE I    où le 

symbole ( )E   représente l’espérance mathématique par 

rapport avec le plan de sondage. La probabilité d’inclusion 

d’ordre deux des unités k  et l  est ( ).kl k lE I I   Notons 

par ky  la valeur de la variable y  pour la ièmek  unité de la 

population. Le but est d’estimer la moyenne de population 

de :y  

1
k

k U

y y
N 

   

Si 0k    pour tout ,k U  l’estimateur d’Horvitz- 

Thompson (1952) donné par 

1ˆ k

k S k

y
y

N 




  

fournit un estimateur sans biais de .y  

Supposons que T  est une statistique. L’objectif est 

d’estimer y  avec un biais conditionnel aussi faible que 

possible par rapport .T  Définissons la probabilité d’inclu-

sion conditionnelle de premier ordre comme étant k T   

( )kE I T  pour tout k U  et les probabilités d’inclusion 

conditionnelles d’ordre deux comme étant ( )kl T k lE I I T    

pour tout .k U l U k l      Nous définissons l’estimateur 

simple pondéré conditionnellement (SPC) comme étant  

1
ˆ k

T
k S k T

y
y

N
 

 


  (2.1) 

Cet estimateur n’est pas parfaitement dépourvu de biais 

conditionnel. En effet, un estimateur sans biais conditionnel 

existe si, et uniquement si, 0k T   pour tout k U   Pour 

cette raison, il est utile d’élargir la définition de l’absence de 

biais conditionnel : nous disons qu’un estimateur est virtuel-
lement sans biais conditionnel (VSBC) si le biais condition-

nel dépend uniquement des unités dont la probabilité d’in-

clussion conditionnelle est nulle. L’estimateur SPC est 

effectivement VSBC puisque : 

0

1
ˆ ˆ( ) ( )

k T

kT T
k

B T E T y yy y
N 

 


        

Cet estimateur généralise certains résultats classiques 

(voir Tillé 1998) comme la stratification a posteriori. Qui 

plus est, il nous permet de construire un estimateur original 

pour un tableau de contingence quand on connaît les totaux 

de population marginaux. Malheureusement, le calcul des 

k T  devient difficile dans le cas des plans d’échantillon-

nage complexes. Nous donnerons néanmoins une approxi-

mation générale de l’estimateur SPC quand on se sert d'un 

vecteur d’estimateurs d’Horvitz-Thompson comme statis-

tique auxiliaire. 

 
3. Utilisation d’une statistique auxiliaire complexe 
 

Supposons que les données auxiliaires sont représen-

tées par le vecteur 1( , , , , )k k kj kJx x x   x  des valeurs 

prises par les J  variables auxiliaires pour la ièmek  unité 

de .U  Pour commencer, nous supposons que l’on connaît 

les kx  pour chaque unité de la population. Plus tard, nous 

considérerons le cas plus restreint où l’on ne connaît 

qu’une fonction des ,kx  comme 

1
.k

k UN 

 x x  

Considérons aussi l’estimateur d’Horvitz-Thompson de x  

représenté par 

1ˆ k

k S kN




 



x

x  

Si 0k    pour tout ,k U ˆ
x  est un estimateur non biaisé 

de ,x  tel que 

ˆ( ) .E  x x  (3.2) 

La variance de ˆ
x  prend la forme  

2

2

1ˆVar( ) (1 )

1
( )

l
l l

l U l

l m
lm l m

m Ul U l m
m l

N

N









   



     

 



 

x
x x

x x



 (3.3)

 

Supposons maintenant que le vecteur ˆ ˆ( )y 
 x  suit une 

loi de distribution multinormale. Dans ces conditions, nous 

pouvons construire un estimateur conditionnel non biaisé 

(voir, par exemple, Deville 1992). Nous calculons d’abord 

le biais conditionnel, soit : 

1

ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( )

ˆ ˆ ˆ ˆ( )Var ( ) Cov( ).

B y E y y

y

   



   

   

  

x x

x x x x
 

Si nous disposons d’un estimateur de ˆ ˆ( ),B y x  nous 

pouvons corriger l’estimateur d’Horvitz-Thompson de la 

façon suivante : 
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1

ˆˆ ˆ ˆ ˆ( )

ˆ ˆ ˆ ˆˆ( ) Var Cov( , )( )

cy y B y

y y

  



   

  

   

x

x x xx

 

Cet estimateur est apparenté à l’estimateur linéaire 

optimal décrit par Fuller et Isaki (1981), Montanari (1987) 

et Rao (1994). En effet, Montanari a montré que le meilleur 

estimateur, au sens de la plus petite erreur quadratique 

moyenne (EQM), ayant la forme 

ˆ ˆ ˆ( )y y  
   x x  (3.4) 

s’observe quand   prend la valeur : 

1

OPT
ˆ ˆCov( , ).y

   x  

L’estimateur linéaire optimal présenté par Montanari 

mène donc à un résultat fort semblable à celui de la méthode 

conditionnelle, même si, au départ, Montanari n’examine 

pas le problème sous l’angle conditionnel. Selon la méthode 

de Montanari, on trouve l’estimateur optimal dans une 

classe d’estimateurs linéaires définie par (3.4) sans aucune 

référence aux propriétés conditionnelles. Néanmoins, Rao 

(1994) a fait remarquer que cet estimateur aboutit à une 

inférence conditionnelle valide. Le problème général de 

l’estimateur optimal tient au fait qu’on ne connaît pas OPT  

et qu’on doit donc l’estimer. Or, les propriétés optimales de 

l’estimateur  se  perdent  si  on  estime  OPT.  

Afin d’estimer OPT  (ou ˆ ˆ( )),B y x  on peut distinguer 

deux situations. Dans la première, on connaît les valeurs que 

prennent les variables auxiliaires pour toute les unités de la 

population. Dans ce cas, on connaît   et on peut estimer 

2

2

1ˆ ˆCov( , ) (1 )

1
( )

1
( )

k k
k

k U k

k l
kl k l

l Uk U k l
l k

k k
k U

y
y

N

y

N

y
N

 








  


    
 

 







x
x

x

x x

 

sans biais en se servant de  

1

( )1ˆ ˆCov ( , )
k k

k S k

y
y

N



 








x x
x  (3.5) 

où 

1ˆ( ) l kl k
k

l U k l k
l k

E k S
N N

 




     

  


x x
x x  (3.6) 

Si l’on se sert de (3.5), on peut construire un premier 

estimateur asymptotiquement optimal de la forme  
 

 

1

AOPT1

1ˆ ˆ ˆ( )
k

k
k S k

y y y
N



 



   




x x
x x   (3.7) 

Dans la deuxième situation, on ne connaît que la 

moyenne  de  population  ,x   on  doit  estimer     et  on  ne 

peut  estimer  ˆ ˆCov( , )y x   au  moyen  de (3.5). Montanari 

propose qu’on estime   et ˆ ˆCov( , )y x  à l’aide de 

l’estimateur classique d’Horvitz-Thompson : 

2 2

2

1ˆ (1 )

1

k k
k

k S k

k l kl k l

l Sk S k l kl
l k

N

N







  



    


  





x x

x x



 

et 

2 2 2

2

1ˆ ˆCov ( , ) (1 )

1

k k
k

k S k

k l kl k l

l Sk S k l kl
l k

y
y

N

y

N

 





  


   
 

  





x
x

x
 

On estime donc OPT  (en supposant que ̂  n’est pas 

singulière) par : 

1

OPT 2
ˆ ˆ ˆ ˆCov ( , )y

   x  

En estimant OPT,  nous pouvons construire un autre 

estimateur asymptotiquement optimal (AOPT) de la forme : 

AOPT2 OPT
ˆˆ ˆ ˆ( ) .y y 
   x x  (3.8) 

Les estimateurs AOPT1 et AOPT2 se distinguent par la 

façon selon laquelle nous estimons ˆ ˆCov( , )y x  et .  

Cependant, l’estimateur AOPT1 exige des données auxi-

liaires plus complètes.  

L’estimateur de régression généralisé (GREG) défini par 

Cassel, Särndal et Wretman (1976), Wright (1983) et 

Särndal, Swensson et Wretman (1992, page 225) est égale-

ment un estimateur de la classe linéaire représentée par 

l’expression (3.4). Dans le cas de l’estimateur GREG,   est 

en effet défini par 

1

GREG

k k k k

k U k Uk k

y

c c



 

 
   

 
 

x x x
 

et peut être estimé par 

1

GREG
ˆ k k k k

k S k Sk k k k

y

c c



 

 
     

 
x x x
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où les quantités 0kc k U     sont les poids définis pour 

toutes les unités de la population. L’estimateur GREG n’a 

pas de bonnes propriétés conditionnelles et est généralement 

entaché d’un biais conditionnel (Rao 1994).  

 
4. Approximation de l’estimateur SPC 

 
Un autre moyen de construire un estimateur sans biais 

conditionnel consiste à trouver une approximation de 

l’estimateur SPC représenté par l’expression (2.1). En effet, 

cet estimateur a de bonnes propriétés puisqu’il est 

virtuellement sans biais conditionnel (VSPC). Si nous nous 

servons de ˆ
x  comme statistique auxiliaire, nous recher-

cherons une approximation de 

ˆ( )k T kE I    x  

Si le vecteur aléatoire ˆ
x  prend, par exemple, la valeur ,z  

nous obtenons, en appliquant le théorème de Bayes,  

ˆPr ( )ˆ ˆ( ) Pr ( )
ˆPr ( )

k k

k S
E I k S 

 



  
        



x z
x z x z

x z
 

Afin de calculer les probabilités d’inclusion condition-

nelles, il est donc nécessaire de connaître la loi de distri-

bution de ˆ
x  conditionnellement et non conditionnellement 

à la présence des unités dans l’échantillon. Sauf dans 

quelques cas particuliers, cette loi de distribution est très 

complexe; aussi construirons-nous une approximation. 

Nous pouvons dériver la moyenne et la variance de ˆ
x  

conditionnellement et non conditionnellement à la présence 

des unités dans l’échantillon. En effet ˆ( ),E x ˆVar ( ),x  et 
ˆ( )E k S  x  proviennent respectivement de (3.2), (3.3) et 

(3.6) et  

2 2

2

ˆVar ( )

1
1

1

k

l l kl kl

l U kk l
l k

l m kl km
klm

l U m U k l m k
l k m l

m k

k S

N

N






 
 



  

   
  

   

   
   

    



 

x

x x

x x



 (4.9)

 

où klm  est la probabilité d’inclusion de troisième ordre. 

Nous supposons que les matrices   et k  ne sont pas 

singulières. 

Comme on ne connaît généralement pas la loi de 

distribution de ˆ
x  nous émettrons les trois hypothèses qui 

suivent pour construire une approximation des probabilités 
d’inclusion conditionnelles.  

 

 

 

(i) Si la taille n  de l’échantillon est grande, ˆ
x  suit 

une loi de distribution multivariée normale condi-

tionnellement et non conditionnellement à la pré-

sence des unités dans l’échantillon.  
(ii) 1 1 1( )k J JO n  

 R R   pour tous les ,k U  où 

R
1 2 1 2 1 2 1 2, ,k k

       V V R V V V   représente 

une matrice diagonale J J  ayant pour diagonale 

les éléments de la diagonale de   et où 

( )J JO n

  représente une matrice de quantités 

qui, quand on la multiplie par ,n  reste bornée 

quand n   
(iii) 1 2 1 2( ) ( )k k JO n   

   V x x  où ( )JO n  re-

présente un vecteur de quantités qui, quand on le 

multiplie par ,n  reste borné quand n   
Ces trois hypothèses s’appliquent à la taille de l’échan-

tillon. Nous supposons donc que, quand n  croît, N  croît au 

moins aussi rapidement que .n  Néanmoins, aucune 

hypothèse n’est faite en ce qui concerne f n N    Si nous 

supposons que les hypothèses énoncées à la section 3 sont 

vérifiées, le résultat qui suit représente une approximation 

de l’estimateur SPC : 
 
Résultat 1 :  
 

Si les conditions (i), (ii) et (iii) sont remplies et que nous 

utilisons  la  statistique  auxiliaire  ˆ ,x   alors  

1

1

AOPT1

1ˆ ˆ ˆ( )

ˆ( )

k

T k
k S k

p

y y y
N

O n y



  





  



  


x x

x x 

 

(4.10)

 

où 1( )pn O n  est une quantité bornée en probabilité. La 

preuve du résultat 1 est donnée en annexe.  

 
5. Discussion des hypothèses 

 
Les trois hypothèses susmentionnées sont vérifiées dans 

le cas de l’échantillonnage aléatoire simple sans remise 

quand on ne dispose que d’une seule variable auxiliaire. En 

effet, nous avons alors 1,J  ,k kxx ,xx k kx x  
ˆ ˆ .x x  Nous obtenons  

1 1 2
et

1 1 2
k kl klm

n n n n n n

N N N N N N

  
       

  
 

D’après (3.6), (3.3), (4.9), 

1

k
k

x xN n
x x

N n



  


 (5.11) 

2

ˆVar ( )
1

xN n
x

N n



 


 (5.12) 

2
2

2

( )( )( 1)ˆVar ( )
1( 2)( 1)

k
x

x xN N n n
x k S

NN N n


    
     

    
 (5.13) 
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où 

22 1
( )x k

k U

x x
N 

     

Maintenant, considérons les trois hypothèses dans ce cas 

particulier. 

– Madow (1948) a prouvé l’hypothèse (i) dans 

certaines conditions. 

– L’hypothèse (ii) devient 

              1
ˆVar ( )

1 ( )
ˆVar ( )

x k S
O n

x





 
    

D’après (5.12) et (5.13), nous obtenons  

          

2

2

2

2
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( )( 1)
1

( 2) ( 1)

( )1 2 ( 1)
1

( 2) ( 2) ( 1)

1
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k

x

x k S

x

x xN n

N n N

x xN n N n

n N N N

O
n





 

   
  

    

   
   

     

 
   

 

 

– L’hypothèse (iii) devient 

1 2( )
ˆVar ( )

kx x
O n

x

  




   

D’après (5.11) (5.12), nous obtenons 

1

1ˆVar ( )

k k
k

x

x x x xN n
O

N n nx





   
     

   
 

 
Dans le cas de l’échantillonnage aléatoire simple, il est 

plus facile d’interpréter ces hypothèses. L’hypothèse (i) est 

l’hypothèse classique de normalité qui était également 

nécessaire pour la construction de l’estimateur optimal. 

Dans le cas de l’échantillonnage aléatoire simple, il est 

facile de vérifier que l’hypothèse (iii) sous-entend l’hypo-

thèse (ii). Ces deux hypothèses techniques impliquent 

simplement que kx x    ne peut pas prendre une valeur 

beaucoup plus importante pour une unité particulière que 

pour les autres.  

Les trois hypothèses sont donc valides dans le cas de 

l’échantillonnage aléatoire simple quand on ne dispose que 

d’une variable. Nous pouvons aussi étendre ce résultat à 
l’échantillonnage stratifié quand le nombre de strates est 

fixe et que la taille de l’échantillon dans chaque strate est 

grande. Dans le cas de l’échantillonnage par grappes, si le 

nombre de grappes est grand et que les grappes sont 

sélectionnées selon un plan d’échantillonnage aléatoire 

simple, ces hypothèses sont encore applicables. L’hypothèse 

(i) a également été prouvée partiellement par Rosén (1972) 

pour l’échantillonnage avec probabilités inégales. En réalité, 

la preuve de Rosén est limitée à un plan d’échantillonnage 

avec rejet. 

Les hypothèses proposées sont généralement moins 

restrictives qu’un modèle de superpopulation. En effet, ce 

genre de modèle consiste en un ensemble d’hypothèses 

concernant les variables étudiées, alors que les trois 

hypothèses présentées ici visent uniquement les variables 

auxiliaires. Dans le cas d’un modèle de superpopulation, les 

relations entre la variable étudiée et les variables auxiliaires 

représentent les contributions les plus importantes du 

modèle. Dans le cas de la méthode conditionnelle, aucune 

hypothèse n’est faite en ce qui concerne la variable étudiée. 

Si l’on peut débattre des hypothèses présentées, il est 

évident qu’un modèle de superpopulation est un ensemble 

d’hypothèses beaucoup plus restrictives que celles utilisées 

dans le cas de la méthode conditionnelle.  

 
6. Application à l’échantillonnage stratifié 

 
6.1 Le problème 
 

Lors de la stratification, on se sert de données auxiliaires 

a priori pour améliorer l’estimation. Dans ce cas, trois 

ensemble de variables interagissent : les variables de stratifi-

cation, les variables auxiliaires utilisées a posteriori et la 

variable étudiée. Supposons que l’on partitionne la popu-

lation en H  strates 1 ,hU h H     de taille hN   

1 .h H    Soient 1

hk Uh kh
N yy


  et 1

hk Uh h kN 
x x  

les moyennes des strates dans la population. Nous 

sélectionnons sans remise un échantillon aléatoire simple 

hS  de taille fixe hn 1( )H
h hn n   indépendamment dans 

chaque strate. Conformément à la théorie générale de la 

stratification (voir, par exemple, Särndal, Swensson et 

Wretman 1992, page 100), nous obtenons 

1 1

1 1ˆ ˆˆ ˆ et
H H

h h hh
h h

N Ny y
N N


 

  x x  

où 

1 1ˆ ˆet
h h

h k h k
k S k Sh h

y y
n n 

   x x  

En outre, nous obtenons 

2

2
1

ˆ ˆCov( )

11 1
( )( )

1
h

H
h

h k h k h
h k Uh h

y

f
N y y

n NN

 

 

 


 


 

x

x x
 

et 
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2

2
1

1

1 1
( )( )

1
h

H

h
h

h
k h k h

k Uh h

N
N

f

n N








 





 x x x x



 

où 1h h hf n N h H        
 
6.2 Estimateur AOPT1 
 

Si ,k U  en étendant l’expression (3.6) à l’échantil-

lonnage stratifié, nous obtenons  

2 1ˆ( ) ( )
( 1)

k k

N f
E k S

N N n

 
  

 


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h h
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h k Sh h h
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
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

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
 
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 
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D’après l’expression (3.7), nous pouvons dériver l’estima-

teur AOPT1 sous la forme 

AOPT1

1

2

1

3

1

ˆ ˆˆ ( )

1 1
( ) ( )

1

1 1
( )

1

h

h

H
h

h k h k h
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h h
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 

  

  
  

  


  



 

 

x x

x x x x

x x

 

Pour utiliser cet estimateur, nous devons disposer d’une 

quantité importante de données auxiliaires. Nous devons 

connaître la moyenne de population hx  des variables auxi-

liaires pour chaque strate, ainsi que la taille .hN  des strates. 

De surcroît, nous devons connaître les valeurs que prennent 

les variables auxiliaires pour chaque unité de .U  

Cependant, dans le cas de la stratification, AOPT1ŷ  

présente un inconvénient important : il n’est pas calé sur la 

taille des strates hN  autrement dit, quand l’objectif consiste 

à estimer la taille des strates hN   généralement AOPT1N̂   

hN   Nous pouvons facilement remédier à cet inconvénient 

en centrant la variable étudiée. Nous obtenons alors :  

AOPT1
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6.3 Estimateur AOPT2  
Nous pouvons également utiliser l’estimateur AOPT2 

pour la stratification. Dans ce cas, d’après l’expression (3.8), 

nous obtenons 

AOPT2
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Pour utiliser l’estimateur AOPT2, nous devons unique-

ment connaître le vecteur des moyennes de population x  et 

la taille des strates .hN  L’inconvénient tient ici au fait que, 

comme les hx  sont estimés, on perd J H  degrés de 

liberté. Or, si le nombre de strates est élevé, cette perte de 

degrés de liberté pourrait augmenter l’instabilité de 

l’estimateur quand la valeur de J H  est grande. 
 
6.4 Estimateur GREG  

L’estimateur GREG ne tient pas compte des probabilités 

d’inclusion d’ordre deux. Il s’exprime sous la forme  

GREG

1

1 1
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   

x x x
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Bien qu’il soit plus stable, cet estimateur est entaché d’un 

biais conditionnel. En outre, si nous voulons estimer la taille 

des strates hN  au moyen de l’estimateur GREG, nous 

n’obtenons pas exactement .hN  En effet, si 1ky   quand 

hk U  et que 0ky   quand ,hk U  alors 

GREG GREG
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Puisque, dans le cas de l’échantillonnage stratifié, 
ˆ ,h hN N   nous obtenons 

1

GREG
1

1
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h
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h k Sh k
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 (6.14)
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L’expression (6.14) montre que, en général, GREGN̂   

.hN  Donc, l’estimateur GREG détruit l’effet de stratifi-

cation, parce qu’il ne tient pas compte de cette dernière. En 

effet, la stratification est représentée par les probabilités 

d’inclusion d’ordre deux. Or, l’estimateur GREG ne dépend 

que des probabilités d’inclusion de premier ordre. En 

revanche, il est facile de vérifier que les estimateurs AOPT1 

et AOPT2 de hN  sont exactement égaux à .hN  Par 

conséquent, les estimateurs AOPT sont calés sur .hN  

Nous proposons d’utiliser l’estimateur GREG dans les 

cas suivants : quand la taille de l’échantillon est petite ou 

que le nombre de strates est grand et quand la stratification 

est en information auxiliaire médiocre pour la variable 

d’intérêt. En effet, dans ce cas, la perte de précision due à la 

perte de degrés de liberté sera plus importante que le gain de 

précision qui résulte de l’optimalité de l’estimateur. 

Montanari (1998) présente aussi une analyse intéressante 

des avantages de l’estimateur optimal. 

 
6.5 Utilisation de l’estimateur GREG avec les 

variables de stratification 
 

Une variante de l’utilisation de l’estimateur GREG 

consiste à utiliser de nouveau les variables de stratification 

au stade de l’estimation. 

Considérons le vecteur-colonne  

1 ( )( , ..., , ..., )k k kh k H kz z z  w x  

où 1khz   si hk U  et 0 autrement. Ce vecteur est donc 

composé des valeurs prises par les variables indicatrices de 

la présence de l’unité k  dans la strate H  et des valeurs 

prises par les variables auxiliaires de .x  

Si w  est la moyenne de population des vecteurs kw  et 
ˆ
w  son estimateur d’Horvitz-Thompson, l’estimateur 

GREG contenant l’information auxiliaire w  prend la 

forme 

GREG
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1 1
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Nous pouvons simplifier la présentation de l’expression 

(6.15). En effet, le résultat qui suit a été prouvé par Tillé 

(1994) et généralisé par Särndal (1996) : 

 
Résultat 2 : 
 

Quand on utilise de nouveau les variables de strati-

fication au stade de l’estimation et que les kc  sont égaux 

dans la strate ( )k h hc c k U    on peut écrire l’estimateur 

GREG sous la forme  
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Une preuve du résultat 2 figure à l’annexe. Il convient de 

souligner que l’expression (6.16) est égale à l’estimateur 

AOPT2 quand  

1 1

1

h h
h

h h

n n
c C

N f

 
 


 

pour 1 ..., ,h H   où 0C   est une constante. Quand les 

hf  sont petits et que les hn  sont grands et proportionnels 

aux hN  les deux estimateurs sont équivalents. Ce résultat 

montre que, dans le cas de l’approche conditionnelle, la 

méthode d’estimation tient automatiquement compte du fait 

que le plan d’échantillonnage est stratifié. Par contre, 

l’estimateur GREG ne tient pas compte de l’effet de 

stratification et il faut donc introduire de nouveau les 

variables de stratification au stade de l’estimation, afin de ne 

pas perdre cet effet. 

 
7. Simulations   

Nous avons réalisé un ensemble de simulations afin de 

comparer les quatre estimateurs suivants : ˆ ,y AOPT1
ˆ ,Cy  

AOPT2
ˆ ,y GREG

ˆ .y  La population comprend 4 strates de 250 

unités (N = 1 000). Nous appliquons un plan d’échan-

tillonnage stratifié avec répartition proportionnelle. Pour 

chaque simulation, nous sélectionnons 10 000 échantillons 

de taille 100n   et nous estimons les ratios suivants :  

1

2 GREG

3 AOPT1

4 AOPT2

ˆ ˆEQM ( ) EQM ( ) 1,

ˆ ˆEQM ( ) EQM ( ),

ˆ ˆEQM ( ) EQM ( ),

ˆ ˆEQM ( ) EQM ( ).

C

M y y

M y y

M y y

M y y

 







  

 

 

 

 

Nous générons les populations au moyen des modèles 

suivants : 1 , , ,k k k kx a y e k U     (indépendance com-

plète), 2 , 3 , ,k k k k kx a y x e k U      (dépendance de x  

et 3), , 2 ( ) , ,k k k k ky x a y x h k e k U       (dépendance 

de ,x y  et de la strate), 4 , exp(10k k kx a y    2 kx   

10 ( ) ), ,kh k e k U   (non-linéarité et dépendance de ,x y  

et de la strate), 5 , exp(k k k kx a y e    3 ) 3 ( ),kx h k  

,k U  (non-linéarité et dépendance de ,x y  et de la strate), 

6 , 3 ( ) , ,k k k kx a y h k e k U      (forte dépendance de 

y  et de la strate), 7 kx  , 50 ( ) , ,k k ka y h k e k U    (très 

forte dépendance de y  et de la strate) où ka  et ke  sont des 

variables normales indépendantes dont la moyenne est égale 
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à 0 et la variance, à 1, et ( )h k  est le numéro de la strate de 

l’unité .k  Les résultats de la simulation sont présentés au 

tableau 1. 

 
Tableau 1 

Résultats de 10 000 simulations 
 

 
1  2  3  4  5  6  7  

1M  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 

2M  1,0070 0,0906 0,5180 0,9261 0,9263 1,1047 38,5104 

3M  1,0069 0,0906 0,4835 0,9277 0,9269 1,0015 1,0123 

4M  1,0060 0,0936 0,4850 0,9257 0,9239 1,0006 1,0111 

 
Le tableau 1 montre que l’estimateur GREG produit une 

bonne estimation quand les variables de stratification ne 

sont pas corrélées à la variable étudiée. Néanmoins, le gain 

de précision de AOPT1
ˆ

Cy  et de AOPT2
ˆ .y  est d’autant plus 

prononcé que la dépendance entre la variable de stratifi-

cation et la variable étudiée est forte. Pour cette taille 

d’échantillon, la perte de degrés de liberté de l’estimateur 

optimal ne semble pas avoir d’effet sur la précision. En 

outre, toujours pour cette taille d’échantillon, le gain dû au 

fait de connaître la taille des strates dans la population n’est 

pas significatif. Dans tous les cas étudiés, l’estimateur 

optimal est donc nettement préférable à l’estimateur GREG.  

 
8. Un problème de troisième ordre  

 
La complexité du calcul des poids conditionnels n’est pas 

un problème particulier à l’estimateur SPC. Elle tient au 

problème général que pose l’estimation avec utilisation 

a posteriori de données auxiliaires quand on a déjà utilisé 

une variable auxiliaire a priori dans le plan d’échantil-

lonnage. Nous pouvons le résumer à un problème 

d’interaction de troisième ordre entre 
 

– les variables étudiées; 

– le plan d’échantillonnage et, donc, les variables 

auxiliaires utilisées a priori; 
– les variables auxiliaires utilisées a posteriori. 

 
En effet, l’utilisation de variables auxiliaires au stade de 

l’estimation pose le problème de savoir comment ces 

variables utilisées a posteriori interagissent avec la variable 

étudiée au moyen d’un plan d’échantillonnage donné. Le 

problème étant complexe, nous devons tenir compte des 

relations entre chaque ensemble de variables susmention-

nées, ainsi que des interactions de troisième ordre entre les 

trois ensembles de variables. 

Il est très difficile de trouver un estimateur vraiment 
opérationnel tenant compte des trois interactions de 

deuxième ordre et de l’interaction de troisième ordre. Aussi 

essayons-nous de simplifier le problème. La neutralisation 

de l’un des aspects du problème facilite considérablement la 

recherche de l’estimateur. La plupart des simplifications 

possibles ont déjà été étudiées. Nous en mentionnerons 

quelques-unes ici. 
 

– Si nous ne nous servons d’aucune donnée auxiliaire 

a posteriori (sauf la taille de la population )N  nous 

ne pouvons construire que l’estimateur d’Horvitz-

Thompson ou le ratio de Hájek (1971). 
 

– La recherche de solutions générales au moyen de 

données auxiliaires ne pose pas de problème 

important dans le cas de l’échantillonnage aléatoire 

simple, puisqu’on n’utilise aucune donnée auxiliaire 

a priori.  
 

– L’utilisation d’un modèle de superpopulation permet 

de fixer la relation qui existe entre la variable étudiée 

et les variables auxiliaires utilisées a posteriori. Dans 

ce cas, il est possible de déterminer l’estimateur 

optimal, par rapport au modèle. 
 

– Pour l’estimateur GREG ainsi que pour les méthodes 

de calage (voir Deville et Särndal 1992), dans le 

cadre de l’inférence fondée sur le plan de sondage, on 

ne retient du plan de sondage que les probabilité de 

premier ordre. Donc, on traite un plan d’échantillon-

nage aléatoire simple de la même façon qu’un plan 

stratifié pour lequel les probabilités d’inclusion de 

premier ordre sont toutes égales. C’est pour cette 

raison qu’un estimateur de régression appliqué à un 

plan de sondage stratifié détruit généralement le 

calage des fréquences dans les states fixé au moment 

de la stratification a priori. Dans ce cas, la simplify-

cation tient au fait qu’on ne peut décrire que par la 

probabilité de premier ordre la contribution de 

chaque variable auxiliaire utilisée a priori dans le 

plan de sondage. 
 

– Enfin, pour l’estimateur linéaire optimal, on suppose 

implicitement que la relation de dépendance des 

estimateurs d’Horvitz-Thompson calculés pour les 

variables x  et y  est linéaire. Manifestement, cet 

estimateur ne tient pas compte de la dépendance non 

linéaire entre les estimateurs. Néanmoins, il tient 

compte des probabilités d’inclusion d’ordre deux. Si 

le plan d’échantillonnage est stratifié, l’estimateur 

reste calé sur les fréquences dans les strates.  
L’estimateur SPC tient compte de cette interaction de 

troisième ordre. Qui plus est, ici, les variables auxiliaires 

n’interviennent pas nécessairement de façon linéaire. Les 

poids dépendent à la fois du plan d’échantillonnage et de la 

variable auxiliaire. Les poids appliqués aux valeurs prises 

par la variable étudiée tiennent compte de toutes les 

interactions entre les trois groupes de variables. 

Les méthodes fondées sur les probabilités d’inclusion 

conditionnelles sont intéressantes pour diverses raisons : 
elles fournissent un cadre général permettant de rechercher 

et de concevoir des estimateurs qui s’appuient sur des 

variables auxiliaires sans devoir se reporter à un modèle de 

superpopulation et aboutissent à une inférence condition-



Techniques d’enquête, juin 1999 69 
 

 

Statistique Canada, No 12-001 au catalogue 

nelle valide. Elles font ressortir toute la complexité de 

l’estimation quand on dispose de données auxiliaires. Selon 

les données auxiliaires dont nous disposons, nous pouvons 

obtenir soit des résultats connus (comme, par exemple, la 

stratification a posteriori) ou des estimateurs très complexes 

qui ne sont pas vraiment opérationnels. Cependant, une 

première approximation mène à un résultat connu, c’est-à-

dire l’estimateur linéaire optimal. 
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Annexe 
 

Preuve des résultats 1 et 2  
Nous nous servirons du Lemme 1 pour prouver le 

résultat 1.  
Lemme 1 : Si 1 1 1( ),k J JO n  

 R R  alors 1

k

    R R  
11 ( )O n   où on définit R  et kR  comme dans 

l’hypothèse (ii).  
Preuve 

1 1 1[ ] ( )k J JO n  

 R R R R  

et donc 

1 1 1

1 1

( ) [1 ( )]

( ) 1 ( )

J

k J JO n O n

O n O n

  


 

       

  

R R I R
 

où I  est une matrice unité .J J  Donc, 

1

1

1
1 ( )

1 ( )

k O n
O n





 
   

  

R

R
 

Notons que le lemme 1 est une conséquence de 

l’hypothèse (ii).  
Preuve du résultat 1 
 
Si nous définissons  

, pour tousk

k

n
d k U

N
  


 

par l’hypothèse (i), nous obtenons : 

ˆ ˆPr( ) ( )ˆ( )
ˆ ˆPr( ) ( )

k k

k T k k

n fn
a d

N N k S f

 


  

  
   

x x
x

x x
 

où f  (resp. )kf  est la fonction de densité d’une variable 

multivariée normale dont la moyenne est x  (resp. )kx  et la 

matrice de variance-covariance   (resp. ).k  Donc,  

1

1 1 ˆ ˆexp ( ) ( )
2ˆ( )

1 1 ˆ ˆexp ( ) ( )
2

k k

k k k

k

a d

  




    
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 



   
 

x x x x

x

x x x x







 (8.17) 

Si nous écrivons aussi 

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2

1 2

,

,

ˆ ˆ( )

( ),

k k

c

k k
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



  
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R V V

R V V

x V x x

V x x





 

et 

1 2
1 1

1 2

1 ˆ ˆexp ( ) ,
2

c ck
k k kc d


  

 

 
 

 

R
x R R x

R
 (8.18) 

nous obtenons 

1 2 1

1 2 1

1

1 ˆ ˆexp
2ˆ( )

1 ˆ ˆexp ( ) ( )
2

1 ˆexp ( 2 )
2

c c

k k
c c

k k k k

c

k k k k

a d

c

  

 


  

 





  



      

    

R x R x

x

R x R x

R x  (8.19)

 

En utilisant un développement en série pour le vecteur k  

de (8.19), nous obtenons 

1 (0)ˆ ˆ( ) (1 ) ( )c

k k k k ka c R

      x R x  (8.20) 

où 

(0) (0) 1 (0)

1 (0) 1 (0) 1

1 ˆ( ) exp ( 2 )
2

ˆ ˆ{[ ( )] [ ( )] } ,

c

k k k k k

c c

k k k k k k k

R c 



  

 

 
     

 

       

R x

R x R x R

 

et (0)

k  est un vecteur dont les éléments sont compris entre 

les éléments correspondants de k  et 0. D’après l’hypothèse 

(iii), nous obtenons directement 

(0) 1( ) ( ).k pR O n   

Par ailleurs, nous savons d’après l’hypothèse (ii), le 

lemme 1 et l’expression (8.18) que 

1 2 11

1

1 ˆ ˆexp ( )[1 ( )]
2

[1 ( )].

c c

k k J J

k p

c d O nO n

d O n

  
  



 
   

 

 

x x

 (8.21)
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D’après (8.20) et (8.21), nous obtenons 

1 1 1 1 1

1 1

1

ˆ ˆ( ) [1 ( )]{1 ( ( )) ( )}

ˆ{1 ( )}

ˆ{1 ( ( ) ( )}

c

k p k J J p
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Enfin, nous obtenons 

1

1ˆ ˆ( )

( )1ˆ ˆ( ) ( ).

T k k
k S

k k

p
k S k

y a y
n

y
y O n

N
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 
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


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





x

x x
x x



 

 
Preuve du résultat 2  

D’après Särndal (1980), nous pouvons aussi écrire 

l’estimateur GREG représenté par (6.15) de la façon 

suivante :  

1 1

GREG

1 1 1 1 1

ˆ ˆ ( )

( )

N N S S Sw

S S S S S S S S

Ny y
 



    

    

 

1 W 1 W

W C W W C y



 

 

où N1  (resp. )S1  est un vecteur-colonne comptant N  (resp. 

)n  unités,   (resp. )S  est une matrice diagonale dont 

les éléments diagonalisant les probabilités d’inclusion des 

unités de la population (resp. de l’échantillon), SC  est une 

matrice diagonale dont les éléments diagonalisant les kc  des 

unités de l’échantillon, Sy  est un vecteur-colonne composé 

des valeurs prises par la variable étudiée y  dans l’échan-

tillon,  

11 1 1

1

H

N

N NH N

z z

z z

 
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 
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 
 
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



x

W

x

 

et SW  est une matrice ( )n H J   composée des n  lignes 

de NW  correspondant aux unités sélectionnées dans 

l’échantillon.  

La matrice qu’il faut inverser peut être partitionnée en 

quatre blocs : 

1 1( )S S S S

   
    

A D
W C W

D B
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à , 1, ..., ,h hN c h H   

1 h
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h
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Par la méthode d’inversion matricielle parties, nous 

obtenons 
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où H0  est un vecteur-colonne composé de H  zéros, nous 

obtenons 
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où ( )J JI  est une matrice unité .J J  Puisque 
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nous obtenons le résultat 2 en multipliant (8.22) par (8.23). 
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