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Estimation de la moyenne d’une population finie par régression

GIORGIO E. MONTANART'

RESUME

Dans cet article, I’auteur se penche sur les grandes propriétés de 1’ estimateur de régression généralisé de la moyenne d’une
population finie et de I’ estimateur de régression dérivé de I’estimateur de la différence optimale. Comme le second s’avere
plus efficace que le premier, on cerne les conditions a 1’origine de la situation et présente un critére qui facilitera le choix
entre les deux estimateurs. Une étude de simulation illustre la performance des estimateurs avec un échantillon fini.

MOTS CLES: Estimateur de régression généralisé; estimateur de différence; données auxiliaires.

1. INTRODUCTION

L’estimation par régression est une technique efficace
pour estimer les moyennes ou les totaux d’une population
finie 2 1'égard des variables d’une enquéte, quand on
connait les moyennes ou les totaux de la population pour un
jeu de variables auxiliaires. Le probléme peut s’énoncer
comme suit. Soit une population finie © = {a,, a,, ... ay }
composée de N unités étiquetées 1,2,...,N. Soit ¥}, la
valeur de I'unité a, d’une variable d’enquéte y dont la
moyenne Y = lev Y/N doit étre estimée a partir d’un
échantillon de ®. Supposons pour cela qu’on connaisse la
moyenne X = ZIIV x;/N du vecteur d’une variable auxiliaire
de dimension g, ayant la valeur X, = (x;, X, .-, X, )" pour
Iunité a;, par exemple grice a un registre administratif ou
3 un recensement. Les entrées x; peuvent correspondre a
une quantité ou 2 une variable indicatrice signalant que
I’unité appartient 2 une sous-population précise. Soit s, le
jeu d’étiquettes des unités de 1’échantillon issu d’un plan
d’échantillonnage caractérisé par des probabilités d’inclu-
sion au premier degré 7, i = 1, 2, ..., N, strictement posi-
tives, Dans ce cas, l'estimateur de régression peut
s’exprimer comme suit:

=+ (X-X) B, )

od Y=Y, Y/Nm et X=Y,  x/Nn correspondent aux
estimateurs non biaisés de Horvitz-Thompson pour Y et X,
respectivement, et ﬁ désigne le vecteur des coefficients de
régression obtenu par une fonction quelconque des données
de ’échantillon {(Y,x,"),i€s}. En bref, on calcule ¥ , €n
ajoutant 2 I’estimateur non biais€ Y des termes propor-
tionnels a I’écart entre la moyenne véritable des variables
auxiliaires X, = Y1 x,,/N, k= 1, 2, ..., q et les estimations
correspondantes X, =) .. x,/Nm,.

L’article examine les deux principales méthodes servant
a construire le vecteur B et les propriétés des estimateurs de
régression qui en résultent. On propose ensuite un critere

s’articulant sur une approximation du premier degré
permettant de choisir I'une ou I’autre méthode. Enfin,
I’auteur donne les résultats de deux études empiriques
entreprises en vue d’analyser la performance des deux
estimateurs a I’égard des échantillons finis. Les probabilités
et les variances sans indice viennent d’un plan d’échantil-
lonnage. L’indice m signale que les calculs se rapportent a
un modele spécifique.

2. PROPRIETES PRINCIPALES DE
L’ESTIMATEUR DE REGRESSION

En imposant de légeres restrictions aux probabilités
d’inclusion du deuxiéme degré et aux moments qui limitent
la population de Y, et de x;, on fait en sorte que 1’esti-
mateur Y, puisse étre calculé approximativement par
I’estimateur de différence

¥ -F+X-X)8, 2)

ol f§ représente la probabilité limite du vecteur |§, quand
la taille de 1’échantillon et de la population tend vers
I’infini, les limites correspondant a celles établies par Isaki
et Fuller (1992), Wright (1983) et Montanari (1987). On
peut étudier la performance de 1’estimateur de régression
avec les gros échantillons grice & son approximation
linéaire (2). L’estimateur de régression Y’r n’est a peu pres
pas biaisé parce que ¥, ne I’est pas. On peut donc dire que
la variance de f’r correspond approximativement a celle de
Y, donnée par

V) -V B V@ B2 Ccx. ), O

ot V(¥) représente la variance de Y, V(X) désigne la
matrice de la variance a gxg dimensions de X, et
C(X,Y) est le vecteur 2 ¢ dimensions de la covariance
entre X et Y. Puisqu'on peut récrire ¥ de la fagon
suivante
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Y=Xp+Yy —,

N - - I~ 3 3 M
ou U, = Y,-x/B, il s’ensuit que
U

EZUU

i=1 j#l

N1t1t
J

La formule de Horvitz-Thompson donne un estimateur a
peu pres non biaisé de V(Yr)

PF)=Y 0

ies N2 nl_

- ,. TE—TC’II',

25 5 3¢ :

’
ies  j#i NZTI 7[ n

ot U, =¥, -x, B. Quand la taille de I'échantillon est fixe,
on peut aussi se servir de 1’estimateur de variance Yates-
Grundy, a savoir

A A2
N o= (7t1t )| U U
AR b R R
ies  j>i TCU LW

Nous appellerons donc ¥( Yr) la variance asymptotique de
Y.

3. L’ESTIMATEUR DE REGRESSION
GENERALISE

Deux méthodes peuvent généralement étre utilisées pour
batir le vecteur f. La premicre a été élaborée dans le cadre
de l'approche assistée par modele servant a tirer des
inférences de 1’échantillonnage, telle que décrite par
Sérndal, Swensson et Wretman (1992; sec. 6.4), et Estevao,
Hidiroglou et Sdrndal (1995). Soit Y, une variable aléatoire
ou son observation, on peut établir le modele de régression
linéaire pour la superpopulation que voici

E (Y)y=x'B, i=12,.,N,
vV (Y)=c"v,
Cm (Yz’ ‘Y;) = 05 i*j’ (4)

ou E ¥V et C indiquent|’espérance mathématique, la
variance et la covariance prévues, par rapport au modele; et
et o2 sont des parametres inconnus du modele; v, est une
fonction connue de x,. Le vecteur

- N xx'| X xY,
ﬂl — z]: lvr E it
= i Vi

est ’estimateur des moindres carrés de B issu du recense-
ment. Si on généralise, comme dans les articles cités en
référence,

R xx.'l xY
B, =Y | Y L )

I€s Tc,'vi ies Tt’. vi

donne un estimateur convergent de ﬁl et I'estimateur de
régression généralisé (GREG)

Y, =Y+&X-X)B, ©)

quand on le remplace dans (1). Outre celles mentionnées 2
la partie 2, cet estimateur présente les propriétés suivantes:
i) la moyenne des variables auxiliaires estimées grice a
I'estimateur GREG est égale a la moyenne correspondante
de la population, connue, donc X,, = X; ii) la valeur de la
variance asymptotique de 1’échantillonnage que prévoit le
modele, soit E_V(Y,,), donne la valeur la plus faible
parmi les estimateurs asymptotiques non biaisés de Y, selon
le plan d’échantillonnage (Wright 1983). En conséquence,
si le modele est bien spécifié, aucun autre estimateur
asymptotique non biaisé n’est plus efficace que Y., en
moyenne (par rapport au modele).

Les estimateurs bien connus, dont on se sert cou-
ramment, comme 1’estimateur de ratio et 1’estimateur de
stratification a posteriori, appartiennent a la catégorie des
estimateurs GREG. Par ailleurs, on a récemment élargi cette
catégorie grace a la technique de calage (Deville et Sirndal
1992), afin de mieux contrdler la variabilité des poids finals
des observations.

rl?

4. L’ESTIMATEUR OPTIMAL

Pour trouver un autre estimateur de régression reposant
sur la méme variable auxiliaire x, on recourt a une deux-
ieme approche en vertu de laquelle le vecteur f§ minimise
la variance asymptotique (3) de I’estimateur de différence
(2). En supposant que ¥(X) ne présente pas de valeur
singuliére, c’est-3-dire qu’aucune des composantes de X ne
se combine linéairement de maniére & produire une variance
d’échantillonnage nulle, le vecteur de la variance minimale
est

B, =V ] CX. ).
Examinons maintenant les estimateurs non biaisés V(X ) et
C(X Y) de V(X) et C(X,7T), respectivement, dont
I’existence dépend de probabilités d’inclusion positives au
deuxiéme degré pour le plan d’échantillonnage. Ces estima-
teurs dérivent de la formule de Horvitz-Thompson ou de

Yates-Grundy, selon le cas. En prenant le premier, par
exemple, on obtient le vecteur de la covariance estimée

A=Y xr +ZZxY ST
i€s N2 ni ies  j#i N27'C7'C T[

J
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En prenant ¥ (X) et C(X, ¥), on parvient 2 I'autre estima-

teur de régression
f]rz = ?+(X_)—2),ﬁ2,

ou |32 = [V(X ! ¢ (X Y ). Montanari (1987) I’a étudié et
Rao (1994) I’a baptisé I’estimateur optimal. Quand V(X )
est singulier et a pour rang ¢’ < ¢, on doit abandonner une
ou plusieurs observations de x,, donc de X de fagon a
obtenir une matrice de variance ¢’ x ¢’ non singuliére qui
servira & définir 1’estimateur optimal.

Avec Bz, la variance asymptotique de Y’ ., se simplifie en

V) -mI) -cX, Hrdrcx, . O

Les propriétés de I’ estimateur optimal sont les suivantes: 1) Y,
est aussi efficace que Y|, par rapport a I’asymptote, soit
VY, )<V rl); ii) la moyenne des variables auxiliaires
obtenue grace a ’estimateur optimal est égale a la moyenne
connue pour la population correspondante, a savoir
X, = X. Avec I’estimateur GREG, il est possible d’expri-
mer I’estimateur optimal Y comme un simple estimateur
pondéré quand il y a plus d une variable d’enquéte, en
appliquant les mémes poids a toutes les variables auxquelles
on s’intéresse. En prenant la formule de Horvitz-Thompson
pour les estimateurs de la variance et de la covariance, on
peutécrire ¥, =Y, Y, w, ol

w - Le@®@-%) 1!
ni
1-m T, - W
N2g®  jei Nznnn
i Jes if

La formule de Yates-Grundy parvient a un résultat
analogue.

Soulignons que I’optimalité asymptotique de Y est une
propriété qui repose strictement sur le plan d’ echantlllon—
nage et qui se réalise 2 la condition que la population soit
finie (bref, dans le contexte de I’approche d’une population
fixe pour I'inférence d’une population finie). En revanche,
I’ optimalité asymptotique de Y, ., exige que le modele se
vérifie, et elle se rapporte a la variance asymptotique
moyenne des populations finies qu’engendre le modele.

En raison des résultats qui précedent, Y, parait
préférable a Y Cependant, |31 est une fonction des
estimateurs du total de la population, tandis que ﬁz est une
fonction des estimateurs de la variance et de la covariance.
Le premier est donc plus vulnérable 4 une mauvaise
spécification du modele et le second, aux variations de
I’échantillonnage. Avec un échantillon de taille finie, Y 2
se montre généralement moins stable et plus complexe a
calculer, alors que sa variance peut dépasser cellede ¥ "
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(lire Casady et Valliant 1993). Quoi qu’il en soit, si on
dispose d’un nombre de degrés de liberté g suffisant pour
estimer B,, il est possible de surmonter la difficulté que
pose l'instabilité¢ de Y _,. Par exemple, avec les plans
d’échantillonnage complexes habituels, ot on procéde par
tirage avec remise au premier degré, on peut approxima-
tivement considérer g comme le nombre de grappes de
I’échantillon moins le nombre de strates (Lehtonen et
Pahkinen 1995; p. 181; lire Eltinge et Jang 1996, pour une
analyse plus détaillée). On peut s’attendre a ce que ﬁz soit
stable si g est assez important par rapport 4 la dimension g
de la variable auxiliaire X,. Puisque les ordinateurs
modernes facilitent de beaucoup le calcul de Y, ,, établir un
critére qui nous aidera a déterminer quand I’emploi d’un tel
estimateur devient avantageux présente beaucoup d’intérét.

5. UN CRITERE DE SELECTION ENTRE
I—Irl ET I_,r2

Examinons le théoréme suivant:
Théoréme: Soit V(Yr) et V(er), les variances asympto-
tiques de I'estimateur de régression général Y et de
I’estimateur optimal ¥ ,,, respectivement. Dans ce cas,

vE)-v(F,) =CR Y ITECX. 7). ®

Preuve: En prenant (3) et (7), I’écart entre les variances est
VY, -V(¥,) =B VXB- 2§ CX T)+
CX, ¥y VX1 C(X, ).

Puisque B, = [V C(X, ) et B'C(X, 1) = ' CXOB,
on obtient

VF)- V(T =B-B) VEO®-By.

Mais C(X,Y) =C(X, ¥)- VAZX)B =VX)B,- P et ®
s’ensuit.

Précisons que le coté droit de (8) a une forme quadra-
tique positive définie et est égal a zéro si et seulement si
C(X,Y)=0. Par conséquent, plus la valeur absolue des
observatlons de CX, Y ) est faible, plus petlt sera I’écart
V(Y Y- V(Y 2) La prmc1pale conclusion qu’on peut tirer
du théoréme qui précede est que pour utiliser efficacement
la moyenne de la population connue pour toute variable
auxiliaire, on doit retenir des estimateurs sans corrélation
avec 'estimateur de la moyenne de la variable auxiliaire.

Appliquons le théoréme a I’estimateur GREG et exa-
minons la k-i#me entrée de C(X, Y .1)» qui peut s’écrire

comume suit:
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a2 ~ N l-=n
CXp Y, :Zl: U, x N2

i

TC —TCTC

ZZkaj S

i=1 j#j NTC

onU =Y -X' fil. Si le modele de la superpopulation (4)
est bien spécifié, il s’ensuit que E_(U;) = 0, pour toutes les
valeursi,et E_ [C(X,,Y,)] =0. Donc, C(X,,7,,)doit étre
approximativement €gal & zéro pour toutes les valeurs
k=1,2,..,q, puisque le terme est proportionnel a la
moyenne pondérée de N variables aléatoires non corrélées,
dont la valeur prévue est zéro. L’écart V(I_’rl) 14074 ) doit
étre négligeable. Le résultat donne & penser qu’il serait plus
pratique d’utiliser ¥,,. On en conclut que I’estimateur ¥,
peut s’avérer sensiblement plus efficace que 1’estimateur
f’rl si le modele de superpopulation sur lequel repose ce
dernier laisse a désirer, si la spécification du modele se
borne aux régresseurs dont la moyenne de la population est
connue, par exemple.

Puisque la quantité qui suit

AT, 2) CX.7, ) VI CX, ¥ 1)/V(Y N,
donne le gain d’efficacité asymptotique relatif de ¥, par
rapport a Y,;, nous suggérons qu’on s’en serve pour
indiquer si le modele se préte ou non a I'extraction de toute
I'information de I’échantillon. Quand A(Y,,, Y,,) dépasse
10 % ou 15 %, par exemple, on devrait retenir I’estimateur
optimal. Pourvu que les probabilités d’inclusion du deux-
itme degré soient toutes positives, dans des conditions
générales, on peut toujours estimer A (Y .1» ¥,,) & partir des
données de I’échantillon. Ensuite, on peut se servir de
P’information foyrnie par I’estimation A(Y,,,Y,,) pour
passerde ¥, a Y a la reprise d’une enquéte périodique
ou, ainsj qu’ on le suggére a la partie 6, pour choisir entre
Y, et Y, lors de I'estimation, quand il s’agit de la méme
enquéte.

Nous terminerons cette partie par quelques exemples.
Exemple 1. Envisageons un simple échantillon aléatoire de
n unités et le modele de régression linéaire passant par
Torigine £, (Y,) =x,B, V, (Y, = cx C,. (1, Y)=0,i=].
On suppose que X est connu. Dans ce cas, ’estimateur
GREG correspond a I’estimateur du ratio de la moyenne,
soit )_’ —)—()7/37 ol y et x représentent les moyennes de
l’echantlllon de y et de x, respectivement. L’ approximation
linéaire est ¥, =XR+ Z,ES U/n, ot U =Y, - Rx, et
R =Y/X. Lacovariance de x etde ¥, estdonc

~ _ S
CE T, =52 - g|, ©)
Nn S2

X

ou S, représente la covariance de la population entre y et
x, et ou S, > représente la variance de la population pour x.
Sile modele est bien spécifié, S /S = R et I’expression
(9) doit étre approximativement egale a zéro. Sinon, plus
élevée est la valeur absolue des coordonnées a |’origine
dans la régression linéaire de y sur x du recensement, plus
Iefficacité de ¥, dépassera celle de ¥,, de fagon asymp-
totique. Le résultat n’est pas nouveau (lire, par exemple,
Cochran 1977; sec. 7.5), mais on y parvient dans le cadre
d’une theorle generale Remarquons que A(Y v ¥ =
[S /S - RI?S? /S ou S est la variance de la population
de U, est constante par rapport 2 la taille de 1’échantillon.
Quand %04 1 er) n’est pas négligeable, on devrait prendre
Y , comme estimateur de régression ou ajouter une
coordonnée a I’origine au modele afin d’utiliser |’ estimateur
Y., GREG correspondant. Pour un échantillon aléatoire
31mple cependant, les deux solutions parviennent au méme
estimateur, soit Y Yr En général, ceux-ci different
néanmoins, meme avec des plans d’échantillonnage
autopondérés.

Exemple 2. Envisageons un échantillon aléatoire stratifié
et le modele de régression linéaire homoscédastique
E (X)=0+x B,V (I) =05 C, (¥, Y) =0,i#]
Supposons que X soit connu et que les valeurs x,
individuelles ne le soient que pour les unités de
I’échantillon, pas les autres. Les données auxiliaires
viennent de x,=(l,x,)’ et [Destimateur GREG
correspondant peut prendre laforme ¥, =Y + (X - X) Bl,
ol

A

. (O, Yx/Nm)- XY
X, xXNm)- X2

et ol les2 valeurs estimées o s’annulent. Parce que
B, = Syx/Sx et U =Y,-Y- B, (x,- X), nous avons

i H N, (N,-n,)

2
h=1 N*°n,

"<1l1

Sth(Bhl - B1)’ (10)

ou I 1nd1ce h indique la quantit¢ de la strate et
Bm y! th Le coté droit de (10) dépend de 1’écart entre
le coefflcxent de régression de la strate et le coefficient de
régression de I’ensemble de la population. Si le modele est
blen spemfle I’écart Bm Bl sera négligeable. Sinon,

C (X g ,1) peut avoir une valeur absolue non négligeable et
puisque seul X est connu, I’estimateur er semble mieux
extraire toute I'information de la valeur de X venant de
1’échantillon.

Il est intéressant de noter que si I’échantillon est
proportionnellement réparti, soit si n, «< N,,en oubliant les
termes de grandeur 1/N, par rapport a I’unité, Y, corres-
pond a I’estimateur GREG qui s’articule sur la variable
auxiliaire x; = (d,,, d,;, ..., dy;, x;) et v, =1, ol d,, estune

hi

variable mdlquant que l'unité i appartient a la strate
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h=1,2, ..., H Cemodele s’ajuste a différentes courbes de
régression présentant la méme pente, a l'intérieur des
strates.

Exemple 3. Voyons un plan d’échantillonnage complexe,
et supposons que la population puisse étre divisée en H
strates a posteriori de taille connue. Soit le modele de super-
population E, (Y;) =B, V,,(¥)) = o’, et C,(¥,Y)=
0,i+j, ou l’mdlce h(i) 31gna1e la strate a posterlon a
laquelle appartient I’unité i. En nommant d,; la variable
signalant que I'unité 7 appartient a la strate a posterlorl h,et D
correspondant 2 la moyenne de la population, qu’ on
connait, sion établit x, = (d,,, d,,, ....dy;) etv, = 1, en(5)
on ¢ obtient l’estlmateur de stratlflcatlon a poster10r1 Y,

Zl D Z /D,, ot Z, et D, sont les estimateurs Horv1tz-
Thompson de la moyenne des variables z,, = Y. dp et dp,
respectlvement L’appr0x1mat10n linéaire est Y =Y+
X-X B,, ob ﬂl =(R,,R,,... R, R, Z /D (501t la
valeur _ moyenne de y dans la strate a posterlorl h), et
X- (Dl, .Dy)', Puisque U, =Y, - Zl d,, la
covariance de D et Y est

- A H ~
C{¥,,D,)=C,D,) E C(D;,D,). (1D

En vertu dy modele de superpopulation sur lequel repose
Y,l, E,[C( rl,D )] =0 et on peut s’attendre a ce que

C( rl,D ) ait une valeur négligeable pour toutes les
valeurs 4. On constate aisément que pour un échantillon-
nage aléatoire simple, la formule (11) donne zéro. Avec les
plans d’échantillonnage complexes cependant, la cova-
riance pourrait prendre une valeur non négligeable, par
exemple quand une régression linéaire des totaux des unités
primaires de z,; sur les totaux de d,, débouche sur des
coordonnées 2 P’origine non négligeable pour certaines
valeurs de A, dans un plan d’échantillonnage a degrés
multiples. On trouvera une étude de cas sur la question dans
Casady et Valliant (1993).

6. ETUDES EMPIRIQUES

L’analyse qui préceéde s’appuie sur des approximations
du premier degré. Les études empiriques qui suivent
examinent le fonctionnement des échantillons finis de Y,
etde Y,, dans le cadre de I’exemple 2.

6.1 La premiére étude empirique

Dans cette premieére étude, nous envisageons une
population infinie divisée en deux strates de poids égaux et
un plan d’échantillonnage aléatoire a stratification pro-
portionnelle, en vue d’estimer la moyenne de la variable
d’enquéte y. A cette fin, supposons qu’il existe une variable
scalaire x dont on ne pouvait se servir pour la stratification,
mais dont la moyenne X est connue pour la population et
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dont la moyenne est inconnue pour la strate (bref, on ignore
la valeur de x pour les unités non échantillonnées).

Puisque seule la moyenne de x pour la population est
connue, une régression linéaire avec erreurs homoscé-
dastiques, cC'est-a-dire E _(Y¥,)=a+xB,V, (¥) =07
C,, Y }=0,7i#j peut constltuer un modele de super-
populatlon raisonnable pour identifier un estimateur GREG.
La variable auxiliaire greffée a (5) est x, = (1,x,)", si bien
qu’on peut écrire Iestimateur GREG correspondant de la
maniére suivante

5 _ 5 = 2
Y, =y +X- x)st/sx,

oll y et x représentent les moyennes de y et de x pour
I’échantillon, s correspond a la covariance entre y et x
pour l’echantlfvon et s2 est la variance de x pour
I’échantillon. L.’ approximation linéaire est

¥, =5+ &-98,/8},

ou § et S sont des analogues de s, et de s pour
I’ensemble de la population.

Si on laisse tomber le premier élément de x; = (1,x,)’,
dont la moyenne estimée n’inclut pas d’erreur, I’estimateur
optimal reposant sur la méme variable auxiliaire correspond

3
7,=y+X-0)C5)/Vx),

ot X représente la moyenne de x pour la population, et
¢ (y,x) et 17()? ), les estimateurs non biaisés habituels de
la covariance entre y et x et de la variance de X,
respectivement. L’approximation lin€aire correspondante
est

Y,=7+X-0CEIIVE),

ou C(y,Xx) et ¥(x) indiquent la covariance et la variance
réelles. .
On peut simplifier I’expression A(Y ,,,

g = Z? Sh2x E? thy Sy_x

)\‘( rl,er)‘: e B

E% Shzu ZT ShZX S.XZ

qu'on peut estimer en remplagant la variance et la
covariance de la population par celles de 1’échantillon.
On a procédé a quatre simulations. Dans les deux
premigres, les valeurs de x pour I’échantillon ont €t€ tirées
d’une distribution uniforme de [30-70] dans la premiére
strate et de [50-90] dans la deuxieme. Sachant x, on a
prélevé les valeurs de y pour I’échantillon d’une distribution
normale ayant pour valeurs probable 1,26x dans la premiere
strate et 0,82x dans la deuxieéme. La variance conditionnelle

Y .,) afind’obtenir
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était de 8x pour les deux strates lors de la premiére simula-
tion et de 3x lors de la seconde. A la troisidme et 2 la
quatriéme simulation, on a tiré les valeurs de x d’une
variable aléatoire gamma, transformée de fagon linéaire, les
parametres ayant été sélectionnés afin de respecter les
moyennes et les variances de x et de y pour la strate dans les
deux premieres simulations, et un indice d’asymétrie de 2,5
pour x (correspondant au ratio entre le troisi¢éme moment
central et la troisiéme puissance de 1’écart-type). On a ainsi
pu étudier les effets d’une forte asymétrie sur les distribu-
tions marginales de y et de x. .

Les populations ont été baties pour que X( e r2) =
8,1 % quand V(Y|x) =8x, et (Y, Y ;) = 18,6 % quand
V(Y| x) = 3x. Précisons que le modele réel utilise I’estima-
teur de ratio séparé comme estimateur GREG; son usage
exigerait néanmoins qu’on connaisse la moyenne de x pour
la strate. Or, on la suppose inconnue.

Pour chaque simulation, on a prélevé 10000 échantillons
de 20€léments (dix par strate) et 5000 de 40 (vingt par strate).
Pour chacun de ces échantillons, on a calculé la valeur de
Iestimateur de Horv1tz-Thompson 7= y, de Y Y
le, Yr2, et de X(Y e Y .»)- Nous avons aussi calcule un
estimateur Y ,3» qui prend la valeur le quand X(Y
Y,,) <8 %, etla valeur ¥,, dans les autres cas. Par con-
séquent, ¥, estunestimateur assujetti a1’échantillon, con-
struit par sélectionde ¥, ou ¥, selon la valeur estimative de
A(Y,, Y ,,). Lechoix de8 %est arbitraire. Il s’ agit d’un seuil
auquel, estime-t-on, ilestcommode de passerde ¥, 2 Y,
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Le tableau 1 présente les résultats empiriques de chaque
simulation par rapport au biais relatif (BR) en pour cent des
estimateurs et I’erreur quadratique moyenne (EQM), apres
avoir établi, dans le second cas, que I’estimateur de
Horvitz-Thompson est égal a 100 quand on multiplie
I’EQM par 100/EQM (¥ ). Comme on peut le constater, le
biais est négligeable dans tous les cas (la valeur absolue la
plus €levée est inférieure a 0,6 % et le biais est toujours
inférieur a 10 % de I’erreur-type correspondante), si bien
qu’il ajoute trés peu a 'EQM. Le pourcentage de réduction
de 'EQM réalisable quand on passe de Y, 2 Y,
correspond a peu prés aux valeurs de A(Y,, g L), fixées a
I'avance, soit 8,1 % et 18,6 %. Les valeurs réelles de
FEQM de ¥ , €t de )_’,2 dépassent les valeurs asympto-
tiques correspondantes, surtout quand la population est
asymétrique et qu’il s’agit de I’estimateur optimal. Par
exemple, dans la troisieme simulation, quand » = 20, 'EQM
de ¥, augmente de 5,1 % par rapport a celle de ¥, tandis

que la valeur correspondante de Y . €8t10,7 %. Lorsqu’on
double la taille de I’échantillon, ces valeurs relatives baissent
respectivement a 2,8 % et a 3,6 %. Comme nous le
soulignions dans I’exemple 2, avec une répartition propor-
tionnelle de I’échantillon, ¥ ., estégal aI’estimateur GREG
lorsqu’il s’articule sur un modele homoscédastique linéaire
suivant deux courbes de régression dans les deux strates. La
plus grande perte d’efficacité en pour cent de ¥ ., par rapport
a sa variance asymptotique trouve donc son explication dans
le parametre supplémentaire que le modele doit estimer.

Tableau 1

Biais relatif (BR) empirique en pour cent et erreur quadratique moyenne (EQM) de 7,

Y,.¥,7,7,e7,

r2 S

et proportion de I’échantillon pour laquelle i(?,,, )_},2) >8 % dans la premiere étude empirique

Populations uniformes

V(Y|x) = 8x V(Y|x) =3x
n=20 n =40 n =20 n=40
Estimateur BR (%) EQM BR (%) EQM BR (%) EQM BR (%) EQM
7 0,06 100,0 -0,08 100,0 0,12 100,0 -0,10 100,0
¥, -0,05 83,8 -0,06 84,1 0,10 69,4 -0,05 68,8
Y, -0,03 773 -0,04 71,7 0,07 56,2 0,01 55,8
Y, 0,07 87,7 -0,01 86,2 0,22 73,4 -0,00 70,5
Y, -0,05 82,4 -0,04 80,1 0,05 59.8 -0,00 57,3
Y, -0,06 85,0 -0,05 83,1 0,03 61,0 -0,01 57,9
Freq(A > 8 %) 53,5 % 53,6 % 88,6 % 93,5 %
Populations gamma
V({Y|x) =8x V(¥Y{x) =3x
n=20 n =40 n =20 n =40
Estimateur BR(%) EQM BR(%) EQM BR(%) EQM BR(%) EQM
7 0,07 100,0 -0,01 100,0 0,02 100,0 -0,03 100,0
7, 0,08 84,1 0,02 84,3 0,06 69,8 -0,03 69,9
¥, 0,09 77,5 0,05 78,1 0,10 57,1 -0,02 56,9
Y, -0,58 88,4 -0,30 86,7 -0,60 75,5 -036 72,8
Y, 0,03 85,8 0,03 80,9 0,12 63,5 -0,02 59,1
Y, -0,05 87,9 0,07 86,2 0,06 65,4 -0,04 60,8
Freq(\> 8 %) 50,6 % 50,3 % 86,9 % 91,7 %




Techniques d’enquéte, juin 1998

Tableau 2 L
Quelques propriétés des distributions empiriques de A(Y,,, ¥,,)
pour les populations gamma (premiere étude empirique)

Populations Moy-  Ecart- . Quantiles
gamma enne type Médiane 10% 90 %
V(¥|x)=8x, n=20 10,7 9.8 8,7 1,3 249
V(Y|x)=8x, n=40 9,2 6,3 8,3 25 191

V(¥ |x)=3x, n=20 21,6 12,3 19,2 6,9 40,7
V(Y|x)=3x, n=40 19,0 9,5 18,9 94 342

La performance de Y ,; D€ manque pas non plus
d’intérét. Cet estimateur n’est presque pas biaisé et son
EQM est plus faible que celle de 17”, plus souvent on
choisit Y,. Le tableau 1, donne le pourcentage
d’échantillons pour lesquels A(Y,,,Y,,)>8 % et Y, , aété
sélectionné au lieu de ¥,,. pour chaque simulation. Plus la

valeur théorique de A(Y,,, ¥,,), est élevée et plus souvent
onretient ¥, au lieude 7,,.

La performance de Y,, dépend manifestement de la
distribution d’échantillonnage des statistiques A(Y,;, ¥,,).
concernant 1’échantillon. Le tableau 2 donne la moyenne,
I’écart-type et certains quantiles des distributions empiri-
ques de Ay e Y .,) pour les populations gamma, qui sont
les plus problématiques. Comme on peut le voir, les distri-
butions de A(Y,,, ¥.,) sont toujours asymétrique positive-
ment et varient considérablement. En d’autres termes, on a
besoin d’échantillons plus importants que ceux envisagés
ici pour obtenir une estimation fiable de A(Y,,, Y,,). De
toute évidence, plus la variance de LX(Y .10 ¥,,), est faible et
plus Y3 gagnera en efficacité sur ¥, quand la valeur réelle
de A(Y,, )_’,2; dépasse le seuil de MY, ¥ ,) pour lequel
on passede Y, aY,,.

6.2 La deuxi¢éme étude empirique

Dans la deuxiéme étude empirique, on envisage une
population finie, divisée en huit strates de 100 éléments,
selon une variable auxiliaire x dont la valeur est censée étre
connue pour chaque unité de la population. Afin de simuler
une stratification articulée sur x, on a attribué les valeurs de
x par la fonction monotone de 4 et de i

h-1

X, =495+5Y j+h-i,

J=1

oll A indique l'unité i=1,2,..,100 dans la strate
h=12,..,8.

Etant donné x, on a créé une population finie de y valeurs
au moyen du modele

Y, =20 +2x, +006x. +€, - x, ,

ol €,, est une variable aléatoire normale standardiser. La
moyenne, 1’écart-type et 'indice d’asymétrie de y s’éta-
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blissent a 618,2, a 676,0 et a 1,21, respectivement. La

corrélation entre y et x s’éleve a 0,96.

On s’est servi d’un plan d’échantillonnage aléatoire a
stratification proportionnelle pour prélever 5 000 échan-
tillons de taille #» =40 (cing unités par strate) et 2 500
échantillons de 80 éléments (dix par strate). On a calculé les
quantités suivantes pour chaque échantillon:

— D’estimateur non biaisé de la moyenne Y, pour la
population, soit y;

— T’estimateur de ratio )_’r“, s’appuyant sur le modele
E (Y,) =PBx, et ¥ (¥,) = o’x, , issu de (5) et de (6)
quand x,, =x,. et v, =xp;;

— I’estimateur optimal Y ,,, reposant sur la méme variable
auxiliaire que celle utilisée pour Y, ;

— lestimateur GREG Y,,,, d’apres le modele £ (Y,.) =
o+Px, etV (Y,)=0c2x,, tir€ de (5) et de (6) quand
xh,' = (l’xhi)’ et Vhi =Xihi >

— Destimateur optimal Y,,, selon les mémes variables
auxiliaires que celles utilisées pour Y ,;

— l’estimateur GREG VY,;3, reposant sur le modele
E(,) = a+Bx, +yx} et V(¥,) = c’x; (le modele
réel), et dzérivé de (5) et de (6) quand x,, = (1,x,,, x,,z,.)’
LV = Xpis .

— Destimateur optimal Y,,; s’appuyant sur les mémes
variables auxiliaires que ¥, ;;

- lgs approximations limearlres Y 2 Y . Y, ,etY, . de
Y Y Y Pt ;Y 23> espectivement;

- les statistiques A(Y,,, ¥,,,), pour k= 1,2,3;

— les estimateurs assujettis a I’échantillon Y,5(k=1, 2, 3),
qui prennent la yaleur Y, , quand i(f’rlk, Y,)<8 %,
etla valeur deY,,, dans les autres cas.

Nous n’avons pas envisagé les estimations de régression
séparés, a cause de la petite taille des échantillons dans la
state. La_popuylation finie est telle que A(Y,,;,7Y,,) =
0,22, MY 15, ¥,,,) =0,16,et A(Y 5, ¥ ,;) = 0,00. Préci-
sons qu’en raison du plan d’échantillonnage envisagé, on a
Y, =Y,,, donconomet?Y,,.

Le tableau 3 présente les résultats empiriques obtenus
par rapport au biais relatif (BR) en pour cent des estima-
teurs et a ’erreur quadratique moyenne (EQM), apres avoir
établi que les estimateurs de Horvitz-Thompson sont égaux
a 100 dans le dernier cas. Les résultats sont divisés en
fonction de la taille de 1’échantillon.

Une fois encore, le biais est négligeable. Le pourcentage
de réduction de I’EQM réalisable par rapport a la moyenne
de I’échantillon augmente avec le nombre de variables
auxiliaires. Tel que prévu cependant, ¥, , et ¥, , s’avérent
moins efficaces que I’estimateur optimal Y ,, reposant sur
les mémes variables auxiliaires. La plupart du temps, les
statistiques A(Y,,,,Y,,,) et A(¥,,, ¥,,,) ont une valeur
supérieure au seuil de 8 %, surtout quand [’échantillon
compte 80 éléments. Les estimateurs Y,,, et Y,32, qui
dépendent de I’échantillon, sont plus efficacesque ¥, et ¥, 5.
On le doit a la médiocrité des modeles qui permettent
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Tableau 3
Biais relatif (BR) empirique en pour cent et erreur quadratique moyenne (EQM) des estimateurs et proportion de I’échantillon
pour X(Y,lk, Y .,.)>8 % dans la deuxiéme étude empirique
Variable ) Taille de I’échantillon 40 Taille de I’échantillon 80
auxiliaire Bstimateur BR(%) EQM (A>8 %) BR(%) EQM (A>8 %)
aucune y 0,01 100,0 - 0,01 100,0 -
®) 7., -0,01 55,2 82,6 % 0,00 54,3 85,0 %
®) 7, -0,05 48,4 - -0,02 438 -
a,x)" Y, -0,01 51,7 727 % 0,00 50,8 83,2 %
1,x)’ 7, -0,05 47,4 - -0,01 433 -
a,x)’ Y., -0,05 483 - -0,02 438 -
1,x)’ 7., 0,02 51,6 - 0,01 50,7 -
1,x)’ 7., 0,02 443 - 0,00 423 -
1,x,x%’ i -0,01 35,1 289 % 0,02 33,5 10,5 %
(1,x,x2’ Y., -0,10 38,0 - -0,03 34,7 -
(1,x,x?)' Y, -0,04 37,0 - -0,01 33,8 -
1,%x' 7., 0,01 34,9 - 0,03 33,5 -
a,xx2) Y, 0,01 34,7 - 0,03 33,2 -
Tableaud
Quelques propriétés des distributions empiriques de rF e Yer), k=1,2,3 (deuxidme étude empirique)
Taille de 1’échantillon 40 Taille de I’échantillon 80
Statistique Moyenne Ii;;r: Médiane 10 % Quantile59 0% Moyenne ]i;;r;_ Médiane 10 % Quanti1e59 0%
AT, Y, 024 0,15 023 0,04 0,45 023 0,10 0,23 0,07 035
AT, 4,22) 0,19 0,14 0,17 0,02 0,38 0,18 0,09 0,17 0,04 0,30
O 0,06 0,08 0,03 0,00 0,18 0,03 0,04 0,01 0,00 0,08
ay L. €ta Y , d’extraire I’information de I’échantillon. Y 1o €t Y _»p)- Le tableau 4 donne la moyenne, I'€écart-type

D’un autre cote Y .13 €st plus efficace que Y, parce qu’il
repose sur le modele réel. La plupart du temps,
)»(Y 13 ¥,p3) e retrouve sous la valeur seuil, en pamcuher
quand I’échantillon compte 80 €léments. L’ estimateur Y
assujetti a I’échantillon, est presque aussi efficace que Y 5
Si on examine les approximations linéaires, on remarque
d’abord que PEQM des estimateurs GREG Y,,, et ¥,
égale presque toujours celle de 7, .1, etde ¥ ., dansla
deuxieme étude. On ne peut en dire autant des estimateurs
optimaux Y v €t Y .p3- La diminution d’efficacité au niveau
des approximations linéaires est plus importante pour Y.,
etY ,, mais elle s’amenuise rapidement quand la taille de
I’échantillon augmente. LEQM des approximations
linéaires confirme qu’avec une certaine somme de données
auxiliaires, I’estimateur optimal entraine une amélioration
négligeable de [Defficacité, méme avec les tres gros
échantillons (comparez Y, , et Y .,;), quand le modéle sur
lequel repose 'estimateur GREG se vérifie. On peut
parvenir 4 des gains substantiels si le modele laisse a

P , 2
désirer, comme c’est le cas pour Y . €t Y,, (comparez

et certains quantiles de la distribution empirique de
AT, o ¥yp), k= 1,2,3.

7. DISCUSSION

L’estimateur optimal peut s’avérer une solution efficace
4 Destimateur de régression généralisé quand celui-ci
s"articule sur des modeles de superpopulation mal spécifiés,
pourvu que D’échantillon soit assez important. Cette
efficacité peut étre jaugée grice a la statistique X(Y " Y, r2)s
qui établit le gain asymptotique relatif d’efficacité de Y,
par rapport a Y , pour I’échantillon, compte tenu d’une
certaine somime d informations auxiliaires. L’estimateur
optimal semble donner de bons résultats, mémes avec des
échantillons de taille finie, et son emploi parait utile, pourvu
que la valeur de A(Y, ,7Y,,) compense sa plus grande
instabilité. En réalité, les résultats empiriques indiquent que
I’estimateur optimal est plus instable, surtout avec une
population asymétrique. On a besoin d’autres données
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empiriques afin d’en évaluer la stabilité€ quand la variable
auxiliaire présente plusieurs dimensions et pour établir a
quel moment la taille de I’échantillon permet de surmonter
le probléeme. .

Pour exploiter 1’information fournie par ):(17 o Y 2)
dans la méme enquéte, on devra se pencher davantage sur
les propriétés de distribution de cette statistique et de
I’estimateur de régression assujetti a 1’échantillon, qui
semble donner de bons résultats dans 1’étude empirique.
Plus précisément, la distribution deA (¥, , ¥,,) quand le
terme prend la valeur zéro facilitera le choix du seuil auquel
passerde ¥, a ¥, devient vraiment intéressant. En plus
d’accroitre la taille de 1’échantillon, on peut résoudre le
probleme de I’instabilité de la statistique en cherchant des
estimateurs plus stables et plus convergents pour la variance
et la covariance qu’on retrouve dans A(Y, o Y ). Par
ailleurs, puisqu’on s’intéresse a plus d’une variable dans la
majorité des situations pratiques, il conviendrait de
sélectionner ’estimateur optimal en fonction d’une mesure
moyenne de A pour les principales variables de 1’enquéte,
afin d’appliquer les mé&mes poids aux variables, la moyenne
étant plus stable que les valeurs individuelles.
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