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Intervalles de confiance des paramétres de domaine
quand la taille de I’échantillon du domaine est aléatoire

ROBERT J. CASADY, ALAN H. DORFMAN et SUOJIN WANG'

RESUME

Soit 4, le domaine de la population auquel on s’intéresse. Supposons qu’il est impossible d’identifier les éléments de 4 dans
la base de sondage et qu’on ignore le nombre d’éléments que contient 4. Supposons en outre qu’on préléve un échantillon
de taille fixe (n par exemple) de la base de sondage et que la taille de I’échantillon du domaine résultant (appelons-la n,)
soit aléatoire. Le probléme consiste  batir un intervalle de confiance pour un parametre du domaine tel que I’agrégat du
domaine 7' =Y, x, Habituellement, la solution consiste & redéfinir x; en établissant x, = 0 si i€ 4. Au lieu de construire
un intervalle de confiance pour le total du domaine, on en construit donc un pour un total de la population, ce que permet
de satisfaire la théorie de la distribution normale (de fagon asymptotique pour n). Une autre solution consisterait 2 imposer
des conditions a 7, et a batir des intervalles de confiance a couverture presque nominale, avec certaines hypoth&ses se
rapportant a la population du domaine. Les auteurs évaluent la nouvelle approche de maniére empirique au moyen de
populations artificielles et des données de I’Occupational Compensation Survey du Bureau of Labor Statistics (BLS).

MOTS CLES: Méthodes de Bayes; conditionnement; enquétes aupres des établissements; échantillonnage aléatoire
simple; stratification; méthodes d’enquéte.

1. INTRODUCTION

Ceux qui échantillonnent une population finie désirent
souvent estimer des totaux, des moyennes ou d’autres
quantités de certaines parties de la population en question
appelées habituellement «domaines». La base de sondage
n’énumere pas explicitement ces domaines, on ne connait
pas d’avance le nombre d’items que comprendra I’enquéte
et le nombre d’éléments qu’ on retrouvera dans la population
est plus que souvent lui aussi inconnu. Ainsi, on pourrait
vouloir échantillonner des éléves a 1’égard de certains
problemes de santé, puis connaitre la pression sanguine
moyenne des enfants du groupe dont le poids est inférieur a
la normale. Ces derniers constitueraient un domaine. Or, le
seul renseignement dont on dispose pour déterminer si un
enfant est sous-alimenté ou non se trouve vraisemblablement
parmi les enfants échantillonnés; dans un tel cas, le domaine
ne fait pas explicitement partie de la base de sondage.

Estimer la précision des estimateurs forme une part
capitale du processus d’inférence. On y parvient typique-
ment en estimant 1’écart-type, le coefficient de variation ou
I’intervalle de confiance. Peu importe la mesure utilisée
pour établir la précision, elle suppose un intervalle de
confiance valable. De par leur construction, tous les inter-
valles de confiance comprennent un niveau de confiance
«nominal». Pour étre valable, I’intervalle de confiance doit
avoir une couverture réelle identique a la couverture
nominale. On peut calculer la couverture réelle de fagon
théorique ou empirique, en reproduisant les circonstances
dans lesquelles I’intervalle de confiance serait utilisé dans
la pratique. S’il ne donne pas un intervalle de confiance

valable, I’écart-type est considéré comme une source
d’erreur.

Lorsqu’on estime un domaine, les intervalles de
confiance construits de la maniére classique peuvent donner
lieu a4 une couverture nettement insuffisante, aspect que
néglige parfois la littérature. C’est ce que nous appelons le
«probléme du domaine». Nous I’examinerons en faisant
appel a une méthode assez complexe articulée sur les
principes bayesiens. Cette méthode aboutit cependant 4 une
solution pratique assez simple, qui améliore la méthodo-
logie présentement en usage. La principale distinction est
que la nouvelle méthode utilise une statistique ¢ de Student
dont le nombre de degrés de liberté dépend du nombre et de
1a configuration des éléments que renferme le domaine dans
I’échantillon, au lieu de la statistique normale type, pour
construire les intervalles de confiance.

Nous nous concentrerons sur les totaux et les moyennes
du domaine pour les deux cas courants que sont I’échantil-
lonnage aléatoire simple et 1’échantillonnage aléatoire
stratifié. Dans le premier cas, les méthodes habituelles
donnent des résultats satisfaisants pour la moyenne; la
couverture du total peut néanmoins étre inférieure a la
couverture nominale, mais généralement pas d’une maniére
préoccupante. Avec 1’échantillonnage aléatoire stratifié, les
intervalles de confiance soulévent de sérieuses difficultés a
I’égard du niveau de couverture, tant pour la moyenne que
pour le total. Dans ce cas, on ajoute 3 la nouvelle
méthodologie une approximation trés connue développée
par Satterthwaite (1946). Des approches différentes de la
ndtre, mais utilisant la méme approximation peuvent étre
étudiées dans Johnson et Rust (1993) et Kott (1994).
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L’article se présente comme suit. La partie 2 introduit les
concepts. Nous examinons le cas des totalisations avec un
échantillonnage aléatoire simple et nous en servons pour
illustrer I’approche habituelle a I’estimation du domaine, le
probléme de couverture qui en résulte et I’approche adoptée
pour y remédier. La partie 3 décrit I'extension de cette
méthode 2 I’échantillonnage aléatoire stratifi€ et la partie 4
sert de conclusion.

2. ECHANTILLONNAGE ALEATOIRE SIMPLE

2.1 Meéthode type

Sirndal, Swensson et Wretman (1992; parties 3.3, 5.8,
et chapitre 10) (par la suite SSW) exposent bien la méthode
classique a I’estimation d’un domaine. La méthode qu’ils
décrivent est générale. Nous la reproduisons ici pour un
échantillonnage aléatoire simple et pour I’échantillonnage
aléatoire stratifié, aprés une légére extension, en nous
concentrant sur le total du domaine.

Soit x,, la valeur de la caractéristique a laquelle on
s’intéresse pour le i-itme (i =1,2,...,N) élément de la
population, et soit 4, un domaine auquel on s’intéresse.
Nous envisagerons le cas o la base de sondage ne permet
pas 1’identification des éléments de 4 et ol le nombre N,
d’éléments que renferme A est inconnu; SSW analysent a
fond le cas oil on connait N ,. On suppose qu’il est possible
d’identifier chaque élément de 4 inclus dans un échantillon.
Le probléme consiste a construire un intervalle de confiance
pour le total du domaine T, Z,E ;> d’apres un échan-
tillon de » éléments preleves a méme la base de sondage
complete.

Que ce soit de fagon implicite (comme a la partie 3.3 de
SSW) ou explicite (comme 2 la partie 10.3), ’approche
classique 2 la résolution du probléme consiste a redéfinir
X;, en établissant x, =0 si i¢ 4, ce qui contraint le total
T= Z, 1 X; a étre egal au total 7,. On ne construit donc
plus un intervalle de confiance pour le total d’un domaine
mais pour un total de la population. Par la suite, nous
supposons que les éléments x, ont été redéfinis de la
maniere indiquée. Nous présumerons aussi dans I’article
que n est assez important et n/N assez faible pour qu’on
néglige les termes du deuxieme degré. Définissons les
autres parametres de la population:

X = T/N = moyenne de la population;
= Zf\fl (x; - X)?/N = variance de la population et
p, =N, /N = proportion de la population se retrouvant dans
A.
Il découle que
() T,=WNIm) Y. x, ¥ =Y, x/n=T,/N,s* =
Yo, G, -X)P(n-1), et p, =n,/n (oh n, indique le
nombre d’éléments de 1’échantillon dans A4) ne sont pas

biaisés pour les parametres correspondants de la
population;

@ ETy) =T,

(3) var(T,) =N*S?/n,

@) n(T, - THINS) —LNQO, 1), et
(5) s? est convergent pour S°.

11 s’ensuit que n(T, - T,)/ (Ns) —N(0, 1). Donc,
quand # est assez important, on peut se servir des valeurs
appropriées de la distribution normale pour construire les
intervalles de confiance de 7,, comme I'indiquent SSW,
p- 391.

La proportion de la population qui se retrouve dans A4 °
estégalea 1-p, et x,=0 pour i€ 4 “; par conséquent,
quand p, est petit et que les valeurs de x; pour i€ 4 sont
différentes de zéro, la distribution de (4) converge trés
Jentement. La distribution de y/n(T .~ T,)/Ns peut donc
s’écarter de la normale, méme pour des valeurs de n qu’on
qualifierait habituellement de moyennes a élevées. On en
trouvera une illustration avec la simulation de la partie 2.5.

L établissement de la couverture de l’intervalle de
confiance pour les quantités du domaine au moyen des
méthodes classiques peut aboutir a de pietres résultats
quand I’échantillonnage aléatoire est stratifi€. Dorfman et
Valliant (1993) ont signalé le probleme dans leur analyse de
la distribution des salaires au sein de domaines composés de
travailleurs appartenant & des professions précises. Le
travail empirique préliminaire effectué par ces auteurs
révele que I'intervalle de confiance présumé de 95 %, établi
pour le nombre total de travailleurs et la rémunération
totale, pour les domaines de travailleurs mentionnés ci-
dessus, n’offre en réalité qu'une couverture de 75 % a
85 %, méme avec un échantillon global important (n = 353
établissements). Nous confirmons en partie ces résultats
dans nos propres travaux empiriques, présentés a la partie 3.
Par ailleurs, les auteurs précités ont constaté que la
distribution de 7 ', — T, dépend fortement de la valeur réelle
de n,, ce qui donne a penser qu’on devrait recourir a un
intervalle de confiance conditionnel quelconque. Il
semblerait souhaitable d’élaborer une méthode afin de
construire des intervalles de confiance (conditionnels a n,
oil, ce qui est équivalent, a p,), pour 7, de maniere a
assurer une couverture nominale ou presque, peu importe la
taille réelle de 1’échantillon du domaine. SSW abordent la
question des inférences conditionnelles a la taille de
I’échantillon & la partie 10.4, mais seulement quand on
connait N,; nous nous intéresserons ici au cas ou cette
valeur est inconnue.

2.2 Définitions et notation

Définissons les paramétres et estimateurs que voici:

Paramétres du domaine
py =T,/N, = moyenne du domaine;
6% =Y, ,(x,~ u)?/N, = variance des éléments de la
population dans 4.
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Estimateurs du domaine

N pAN

fig= Z, 1 x;/n, = TA/NA (défini seulement pour
> 1), et

2= (x,- ,)*/(n,~ 1) (défini seulement pour
n,>2

Il est subséquemment entendu que n,>2 (ou, ce qui
revient au méme, que p, > 2/n), sauf mdlcatxon contraire.
An =1 ou 0, il vaut mieux coller I’étiquette «données
insuffisantes» qu’essayer I'inférence. Les relations qui
suivent dérivent directement des définitions.

Ty=Np,u, et T, =Np,f,,
X=pp etx=p,Q,,

2
=p,(1=p,)Ks PO
et
9 n . .2 PPl
§°= - +—0,. 1
n_IPA( PA)PA w1 A )]
Il est assez facile de s’assurer que
(\/;/N)(TA—TA)=\/—I’_ILIA(ﬁA*pA>+ D404Z, (2)

oi Z = ﬁﬂ(ﬁA W )/o,. Sousréservede p,, T, estdonc
biaisé pour T, . Si, par exemple, on suppose la normahte
sous-jacente et normalise (\/— IN) (T T,) par la variance
conditionnelle correspondante, on obtxent une distribution
¢ non-centrale pour laquelle on ne connait pas le parametre
de non-centralité proportionnel a /#p (P, Dpy) sibien
qu’on ne dispose pas d’une base trés solide pour effectuer
des inférences (conditionnelles) valables. Tel est le
probleme que nous essayerons de résoudre dans les parties
qui suivent.

Notons qu’en estimant la moyenne u , avec fi ,, le biais
est égal a zéro et le probléme précité ne se présente pas.
C’est pourquoi on peut recourir a la méthode d’inférence
type avec I’échantillonnage aléatoire simple, du moins
lorsque les variables du domaine ont une distribution
normale.

2.3 Meéthode générale des intervalles de confiance

Soit § = (T T )/sT , oll ST désigne un estimateur (a
spécifier) de la variance (condmonnelle ou incondi-
tionnelle) du total. Supposons qu’on connaisse la forme de
la fonction de distribution condmonnelle (pour p,) de b,
par exemple H(: |pA,pA, M, GA) ol p,,mu, et ci
représentent des parametres inconnus. Pour batir un
intervalle de confiance (IC) conditionnel aux extrémités
égales (1 -a)x100% pour 7T, , on établit un seuil
maximal

c,=c,(@,p,.p,) =—inf{x|H(x|ﬁA;pA)z a/2}:

- H'0/2,p4p,)
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ou p, est fixe et %1‘1 on élimine temporairement la dépen-
dance a p, et a o,; on définit seuil minimal (appelons-le
¢,) de la méme maniere. IC(1 - a) = (¢, u), donne un IC
conditionnel aux extrémités égales (1 - a) x 100 % pour T,
ou

u:f"A+cusz et0=f’A+cﬂsz. ?3)

Le probléme pratique manifeste est que les seuils
critiques ¢, et ¢, ne dépendent pas seulement de p, mais
aussi de p, qu’on ne connait pas. Une fagon de contourner
la difficulté consiste & adopter 1’approche bayesienne et a
supposer que p, est la valeur réelle d’une variable
aléatoire. En corrigeant la notation pour refléter I'hypo-
thése que p, est stochastique, on remplace H(x|p,;p,)
par H(x|p,,p,) et obtient

Pe{d <x| ,} = F(X| 5,)

h(pA)f H(x|pp ) /(B4 lPglpa)dps @

ol h(py) = [f(B,|p)&(p,)dp, et g(p,) correspond a
la densité de p,. A cause du plan d’échantillonnage, la
distribution de np,, conditionnelle a p ,, donne la fonction
bindmiale (n,p,),sibienque f(p,|p,) est connue. Avec
I’approche  bayesienne, les seuils sont ¢, =
¢, (p)=-F @2]|p,) et ¢ =¢ (a,p,)=-F"
(1- a/2|p,) de sorte que les limites supérieure et
inférieure d’un IC conditionnel de(1 - a)) x 100 % pour T,

deviennent

A

u=TA1

+ Cu*SfA et = fA + Cﬂ*sz' (5)
Aux fins qux nous intéressent, on suppose que la distri-
butiona priori g(p ) est N( M, Op A) etqu’il faut spécifier M,

eto, , sachant que c; est aséez faible pour que p, se sithe
presque a coup sir entre O et 1. On pose I’hypothese de la
normalité pour faciliter les calculs. Cette hypothése saisit
aussi la notion d’éventuels degrés de proximité et de
symétrie avec u_ . Pour la méthode empirique de Bayes, on
utzlhse Mp, = Py plu51eurs possibilités sont examinées pour
o, et analysées en détail ci-dessous. Nous avons appris par
expérience que 1’hypothése de la normalité n’est pas
essentielle; il ne s’agit que d’une question de commodité.

2.4 Intervalles de confiance avec des
hypothéses normales

Pour continuer, supposons que, les valeurs x; du domaine
A ont pour distribution N(u,, o A) Il se peut que ’hypo-
thése ne se vérifie pas dans la pratique. Quoi qu’il en soit,
elle aboutit a des modifications qui ne donneront jamais de
couverture inférieure a celle de I’approche habituelle pour
les intervalles de confiance. Si on associe cette hypothese
aux résultats précédents, en particulier I’équation (2), et si
on néglige les termes de degré inférieur, on obtient
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a) [Yn(T,- T,))m|p,,p,] a pour distribution
NG/np (B, = Pa) B4,
&2
b) |[(np,-1)— | bpy a pour distribution
0,4

Xz(nﬁA - 1), et

¢) lavariable aléatoire conditionnelle de b) est stochasti-
quement indépendante de la variable aléatoire condi-
tionnelle de a).

Envisageons 9 = (T T)I(NG A\/p_A /\/— ), qui prend
la variance condmonnelle de T pour la normalisation. De
a),deb)etdec),ils ensu1t que, sous réserve de (p,,p,),
la variable aléatoire 9 a une distribution ¢ non-centrale
avec np,-1=n,-1 degres de liberté et un parametre de
non-centralité

A =ynv,(B, _pA)/‘/}T’

Y,=n,/o,.

On a donc spécifié la fonction de distribution conditionnelle
H(-|p,,p,) de 8,. Puisque f(5,|p,) et g(p,) ontdéja
été spécifiés, F(-| p,) en (4) est bien défini, méme si la
fonction exige des calculs considérablement laborieux. Il
convient de souligner qu’il y a dépendance a pu, et a o3,
par le truchement de v, .

Quoique F(-|p,), tel que mentionné ci-dessus, puisse
servir a établir les valeurs critiques, ces dernieres s’averent
trés difficiles a calculer. Une approche relativement simple,
présentée au paragraphe suivant, donne une bonne approxi-
mation de ces valeurs. Nous avons vérifié la précision des
approximations en calculant la valeur exacte de certains
cas, 2 partir de simulations a grande échelle.

L’adoption d’une distribution a priori articulée sur p,
débouche sur la distribution a posteriori approximative
p,~ N(p,,var(p,)) et permet de calculer la valeur appro-
ximative de var(p,) par p,(1-p,)/n. Nous avons
préféré la distribution a priori légerement plus souple
p,~N(u,o A) et choisi empmquement W =p,, enexa-
minant plusieurs possibilités pour op , que nous spéci-
fierons plus loin. De I’annexe A il découle que [A|p,]a
une distribution & peu pres normale, avec une moyenne de
zéro et une variance de yA(l b/ +vy,), ou

Yy :pA(l - pA)/nGPA
Partant du résultat de I’annexe B, sous réserve de p ,,

(r.-7)

a une distribution f centrale avec n, - 1 degrés de liberté.

Soit tl—u/Z,nA—l’ le (1 - 0/2)100 % percentile de la distri-

bution. Le seuil de confiance supérieur u défini en (5)
correspond (approximativement) a

u= TA +N6Amx
((Yj(l —ﬁA> +1 +\VA)/(1 +\|/A))l/2t1_a/2'nA_1, (6)

Puisque Ry ", ne presente condltlonnellement pas de biais
pour G, et puisque p 46 A/n n’en présente condmon-
nellement pas non plus pour pj, on se sert de yA
@ 41— 6 A/ )6 y pour estimer v,,. Sionremplace yj par 7 '
dans (6), on arrive a

=T, +(Nsiyjn)x

A a2 i
P4O4Vy
L+ S /(1 a2 w1 )

N

ol s? est défini en (1).
Il ne reste qu’a choisir y,. Précisons que # diminue
strictement quand y, augmente et

- 4 Ns
u-T,+—

Hearang-1
J

A A2, 2
1+p,6,/s

Jn 2

=l a mesure que diminue,
4

Y

Y asam -1 = By POUT Y =1

Lan,-17 %

quand y, augmente. &)

On peut traiter la valeur du seuil inférieurd’une maniére
analogue dans chaque cas, ce qui donne trois intervalles de
confiance concurrents, a savoir IC;(1-a)= (Q,, a,),
i=1,2,3, ol 0 a a peu pres la méme defmltlon que #;
dans (8), maisou #,_,, ", , aétéremplacé par ¢, ", -1 Les
intervalles de confiance concurrents sont étiquetés par ordre
de grandeur décroissant.

Le premier cas revient a supposer que cs,, a une valeur
élevée par rapport a4 var(p,) et aboutit a la variance
inconditionnelle usuelle, mais avec n, - 1 degrés de liberté.
Cela semble ra1sonnable dans la plupart des problémes
pratiques car op est une constante inconnue et var(p,)
correspond a O(p,/n). Le deuxiéme intervalle suppose
qu'on adopte une distribution a priori normale tel
gqu’indiqué plus haut ol Op, =p,(1-p,)/n. Enfin, le
dernier repose sur I’hypothése que p, dégénere
essentiellementen p ,.

2.5 Etude empirique pour ’EAS

Nous avons comparé plusieurs intervalles de confiance
de la partie 2.4 dans le cadre d’une petite étude empirique,
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en prenant des populations artificielles pour lesquelles la
variable du domaine était distribuée normalement. Dans
tous les cas, la population N était égale a 1 000 et la taille de
I’échantillon #, a 100 ou 300. Les parametres p, et v,
variaient d’une population a ’autre. Soit M, , le nombre de
répétitions, oll 7, > 2, nous avons laissé le nombre d’essais
M varier afin d’obtenir M, =10 000. Le tableau 1 indique
la couverture obtenue. IC, représente Iintervalle de
confiance issu de la méthode habituelle reposant sur la
distribution normale. Les valeurs de IC, suivent de pres
celles de IC, et ont été exclues. La valeur de M a toutefois
été incluse afin d’indiquer combien de cas se retrouveaient
dans le groupe «données insuffisantes» pour une valeur
donnée des parametres. Plusieurs conclusions ressortent de
cette étude.

1. Les intervalles de confiance type reposant sur
I’estimation usuelle de la variance et des quantiles de la
distribution normale peuvent déboucher sur une faible
couverture. C’est ce qu’on obtient pour plusieurs valeurs
de p, quand y,=1/2 ou y,=2. Toutefois, la
couverture n’était pas trop inférieure a la normale quand
la variable du domaine avait une distribution normale.
Une valeur y, =2 ou supérieure est sans doute plus
vraisemblable dans la réalité. Si la variable du domaine
est normalement distribuée, I’utilisation d’intervalles de
confiance type ne s’avére guére préoccupant avec un
échantillonnage aléatoire simple.

2. Les intervalles strictement conditionnels (a savoir, IC,)
qui recourent a la variance conditionnelle peuvent se
traduire par une couverture désastreuse quand y, a une
valeur élevée. Bref, les intervalles de confiance articulés
sur une valeur élevée de y, donnent de trés pietres
résultats.

3. L’emploi de I’estimation type de la variance lorsqu’on
remplace le quantile type de la distribution normale par
un quantile ¢ dont le nombre de degrés de liberté dépend
du nombre d’unités échantillonnées dans le domaine
(soit IC, ) aboutit & une couverture presque nominale ou
conservatrice, peu importe la valeur de v,,.

L’amélioration de la couverture quand p,, et n sont plus
faibles va a I’encontre de ce qu’on aurait pu supposer. Nous
croyons que cette observation secondaire dérive du fait que,
lorsque p, et n sont trés faibles, p, doit étre positif et ne
peut tomber beaucoup en-dessous de p,. Si on pouvait
calculer les intervalles pour n, = 0, on remarquerait que la
couverture diminue fortement. Soulignons que la
couverture n’augmente de fagon inattendue que lorsque M
est important.
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Tableau 1
Couverture du total du domaine par les intervalles
de confiance 8 95 %
dans les populations artificielles ou les
variables du domaine sont normalement distribuées*

Couverture
P, n M IC, IC, IC,
y=12
0,01 100 38774 100,0 100,0 91,2
300 11773 98,3 100,0 83,2

0,02 100 16327 91,1 99,4 95,0
300 10078 88,6 95,5 93,9

0,05 100 10303 88,7 97.8 93,5
300 10000 92,3 94,4 92,5

0,10 100 10001 90,9 94,8 92,5
300 10000 94,0 95,0 92,3

y=2
0,01 100 37749 99,9 1000 83,5
300 11740 944 1000 89,1
0,02 100 16348 99,0  100,0 88,4

300 10075 91,4 98,9 74,7

0,05 100 10312 90,5 99,5 77,6
300 10000 93,8 95,8 66,6
0,10 100 10000 91,7 96,5 67,9
300 10000 94,0 95,2 65,0

* Voir I’équation (8) et le texte ’accompagnant pour la
définition de IC, et IC,. IC, correspond a I'interval de
confiance normal type.

3. ECHANTILLONNAGE ALEATOIRE
STRATIFIE
3.1 Définitions et notation

Supposons qu’il existe K strates et que les termes
appropriés, déja définis, aient leur équivalent dans chaque
strate. Par exemple, n, indiquerait la taille de I’échantillon

et n,,, le nombre d’éléments échantillonnés dans A ala

k-iéme Kstrate. Un estirl?ateur naturel du total du domaine
Ty=Yke1 Liea¥si = List NiBD gy My serait done

Ty= EkeBl Ty = ZkeBl Ny By By

N ~ "N n
OU Py =ny By =Y x/ny, et By ={k|n,>1 et
1 < k < K}. Puisque p,, =0 pour k¢ B,, on peut facile-
ment s’assurer que

E[(TA -T) |ﬁA’pA] =3 NPy~ Pl =y )

et

. R 2,2 2
var[(TA -T) |pA,pA] = EkEB] Ny BaiCarl gy =

2.2 2 2
ZkeBl Ny BiaOux!n, =6y,
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oup, =[Py PyyPax):Py = (PyP4s "'pAK]' Par consé-
quent, comme pour I’échantillonnage aléatoire simple, il
existe un biais conditionnel fi,, dont on doit tenir compte.

3.2 Méthode pour les intervalles de confiance

La méthode générale élaborée a la partie 2.3 pour
I’échantillonnage aléatoire simple s’applique également ici.
Il suffit de donner aux valeurs scalaires une forme
vectorielle par exemple, remplacer p, par

(pAl" ,ﬁAK)’. Plus précisément H(x|p,.p,) =
Pr{6<x| P,p,} servira de fonction de distribution
conditionnelle 2 6 =(T,-T,)/6,, o &, désigne un
facteur de remise a 1’échelle qui reste a déterminer.

Soit B, {k|nk22 and lsksK} et, pour k€B,,
définissonscik ¥y (x,a i) /(nA,c 1) Sous lhypo-
these de normahte (n,, — D)85,/6% -~ x2(n, ~ 1)
Si{d,|keB,} sont des constantes non négatives pour
lesquelleszk 5, d, >0, avec ’approximation habituelle a
deux moments de Satterthwalte (1946), la variable aléatoire
conditionnelle

(V) S5, 14~ DG/ B2
a A peu pres pour distribution %?(v), oil

€= ZkeBz dy (ny,- D/ZkEBZ d(ngy =1
et

V= (EkeBz d(ny, - 1))2/EkeBz di (ny, = 1).

On en déduit qu’on devrait se limiter aux expressions de la
forme générale

2 A2 2
4 =Zke32 d (g~ D644/ 0y

en choisissant le terme d, a spe01f1er Soulignons gue
lorsque B =B, et 4, —Nk pAkcAk/nk(nAk 1), 6=

GA = ZkeB d (nAk 183,/ o5 est un estimateur non
biaisé de Ia variance conditionnelle &2 ;- Néanmoins, comme
cela se produit avec I’échantillonnage aléatoire simple, cet
estimateur aura tendance a &tre trop faible. Nous nous
servirons donc de 1’expression plus générale pour créer une
série de statistiques # au moment d’enlever les conditions
applicables a p,. Chacune de ces statistiques fera inter-
venir des paramétres inconnus, qu’il faudra estimer, ainsi
qu’on I’avait fait pour I’échantillonnage aléatoire simple
(passage de I’équation (6) a (7)). De ce travail il résultera
plusieurs statistiques rivales presque similaires a la
statistique #, qu’on pourra ensuite comparer de facon

empirique.
Comme les échantillons sont sélectionnés indépendam—
ment de chaque strate, on obtient f(p,|p,)=

k Jo(By K | p,,) et, acause du plan d’échantillonnage des
strates, n, p,, se caractérise par une distribution bindmiale

B(n,,p,,). On présume que les termes { p,, |1 <k < K}
ont conjointement indépendants et que g(p,)=
Hk 18.(P4,)» ce qui signifie que

FBPIEP ) =TTt £ (Pl P8Py

et
h(ﬁA) = Hle fﬁc(ﬁAk |pAk)gk(pAk)dpAk-

Dans ce qui suit, nous presumons que la distribution a
prioride p,, est N (p 0 ) Pour I’approche empirique
de Bayes, on se serv1ra de u, =p,,- Comme pour
I’échantillonnage aléatoire 31mple ‘Qéfinissons

Ve =B~ B/,

Il est facile d’étendre le résultat de I’annexe A a
I’échantillonnage aléatoire stratifié, d’ou il découle que,
pour [i, défini par 2(9) [fi,/5,|P,] apour distribution
N(O var(fi,|p ,)/5,), ol var(fi, | p,) = ZkeB
pAkpAk(l P,/ n, (1 +v,,). En prenant les résultats de
’annexe B, il résulte que, sous réserve de p ,, la variable
aléatoire

(-1, [ @, 1)+ S
Vc‘sﬁ/cv
- TA)/\/Var(ﬁA P+ &
A2 2
N Dees, e~ DGR [ Doy iyt~ 1

8=

a a peu pres une distribution g centrale a v degrés de liberté.
Soit © = var(fi,|p ,) + &, ol

= /o2
k= Mak/Oqk
en supposant que y,, approche z€ro, on a
2. 2
N PaxSax

k

CED YN War(1=By) + D).

La limite supérieure de I'IC serait donc (approxima-
tivement)

d(n,, - 1@ /6,)
A+\/ZkeBz KNk Ak! Cak ®%tv, (10)

\/Z keBzdk(nAk - D

ou ¢, représente les valeurs critiques de la distribution ¢,.
Malheureusement, les limites ne dépendent pas seulement
du terme d,, choisi, mais aussi des parametres inconnus p ,,
2
et oy,.
11 est facile de voir que v < ZkeB (ny-D=v,
on établit d, = 1 (ou toute autre constante), v = Vi

. €L, si
Nous
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considérerons spécifiquement v . comme le nombre de
degrés de liberté non pondéré. Dans ce cas, la limite
supérieure de I'IC serait

) ‘/EkeBz d,(n,, - 1)(oA,(/cAk)®%t

,—-—Z " (nA = D Yinax

On pourrait aussi essayer de contourner le probléme que
pose I’estimation de ® (du moins quand B, =B,) en
choisissant judicieusement d,. Pour cela, supposons que
B, = B, etsoit

2 A 2
_ N DySar
Kk~ ——( aieC

P+ D
nk(nAk—l) 4k

si bien que ZkeBzdk(n L~ 1) =0 et que les termes ©
s’annulent dans (10). On obtient ainsi

25 &2
N Py S

A 2 .
u=T,+ ZkeBz Va1 = Dyp) + D1,

k

ou v, représente le nombre de degrés de liberté associé au
deuxiéme d, choisi. De maniére plus générale (a savoir,
quand B, # B,), on obtient

N A2

2p, 6%
—;——(YAk(l P+
* 0%t

z:keB2

u= TA + \ v, *

.2 !
Nk pAkcAk 2 ~

EkeB2 (YAk(l _pAk) * 1)

\ 1

Le probleme de l’estimation des parametres de la
population demeure, mais s’y ajoute celui de I’estimation
du nombre de degrés de liberté.

Une troisieme p0331b111te deJa mentionnée, consisterait
a établir que d, = NAkszk cAk/nk (ny, - 1)2, dezsorte que
lorsque B, = B, 6% =5 = Yresd,(n,, - 1)8,,/0), devient
un estimateur non biaisé de 5. Nous avons alors

\/Zk Ny ﬁkGAk/”k
¢B, o
¢ZkeB k kaAk/"k

ol v, donne le nombre de degrés de liberté associé€ au
troisieme terme d,. Comme cela se produit dans le
deuxiéme cas, il faut estimer les paramétres de la population
et le nombre de degrés de liberté.

il coglviendrait maintenant de noter que si on estime cj x
avec &), pour k€ B, et si® est un estimateur a spécifier
ultérieurement, les limites supérieures (estimées) ci-dessus

s
V2

65

dev1ennent respectlvement U= T @ t, ,u= T +
6" ty etu= T P 6" t;,. On estime le nombre de degres de
libert¢ en remplagant les parametres estimés de la
population se rapportant aux deux valeurs retenues pour
d,. Y, et v, sont plus petits que v, , si bien que pour
toute valeur reelle de ©, c’est!’ 1ntervalle de confiance bati
sur v___qui sera le plus court. Il n’existe aucun lien général
entre la taille de ¥, et de ¥,. Les preuves empiriques
indiquent que la deuxieéme et la troisiéme approche ne
présentent pas une grande différence.
Pour estimer @, écrivons

®@= ) NkzﬁAk(p‘fik(l ‘ﬁAk) * Gik)/”k *

keB,-B,

Z N;ﬁAk(ujk<1 _pAAk) + sz)/nk'

keB,

Pour k€ B, - B,, 'estimateur 8%, n’est pas def1n1 mais il
est assez s1mp1e de verlfler que (1 —pAk)E[pAk |n,,]<
+pAk(1 pAk)sE[ﬁAklnAk] 1l s’ensuit que

=y N:ﬁAk(l _ﬁAk)ﬁjk/nk +
keB,

Y N8+ Uny, - 1n,)in,
keB,

aura tendance a sous-estimer @, et

2 2, o 2 4 A a2
5= X NkpAkpAk/nk+E Ny —pAk)”Ak/nk+
keB,-B, keB,

Y NZ DS+ Un - 1n,)in,
keB,
fera I'inverse. De toute évidence, s az <s 1,2 et on ne parvient
aI’égalité que quand B, = B,.
On peut aussi s’assurer qu’avec |’échantillonnage
stratifié, I’estimateur type de la variance des totaux estimés
de la population est

2 2.2 2, Ay a2
Swa =2 NSt /”k =2 N Du(1-Bep) “Ak/(nk_ 1)
keB, keB,

24 A2
+ Z Ne B8l -

keB,

1/n,)/(n, - 1).

Cet estimateur de ® est satisfaisant quand », n’a pas une
faible valeur.

Les résultats qui précédent impliquent que les IC de la
forme (f" A XSy o, 5, ;) assureront la meilleure couverture;
ceux ressemblant & (T £Sgqt gy ) voire 2
(T ES0ah ans, ) présentent toutefois des avantages
ev1dents sur le plan des calculs. Plusieurs de ces formes
concurrentes sont évaluées empiriquement a la partie 3.3.
On peut en étendre aisément les résultats aux estimateurs de
ratio par la méthode classique de linéarisation.
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3.3 Ktude empirique de I’échantillonnage aléatoire
stratifié: données sur la rémunération du BLS

Afin de mieux estimer la précision des données sur la
rémunération fournies par le U.S. Bureau of Labor
Statistics, nous avons examiné 1’importance de la
couverture et des intervalles de confiance dans le cadre de
deux études de simulation portant sur des populations tirées
d’un échantillon expérimental de I’Occupational
Compensation Survey Program (OCSP) de 1991. L’OCSP
est une enquéte menée auprés des établissements de
plusieurs régions métropolitaines pour estimer le taux de
rémunération dans certaines professions. L’enquéte reposait
sur un échantillonnage aléatoire simple, les établissements
étant stratifiés selon I'importance de leurs effectifs et le
secteur d’activité.

Une population (la «petite») correspond a la population
de [Déchantillon expérimental proprement dit. Elle
comprenait six strates incertaines et une certaine de
12 établissements. Cinq cents échantillons stratifiés de
taille n =36 et 60, ont été prélevés au hasard a partir de
cette population, ce qui représentait les choix n, =4 et
n, = 8, reflétant la taille relative des échantillons tirés de la
population originale. On a obtenu la deuxiéme population
(la «grande») en étendant les données de 1’échantillon par
répétition (échantillonnage aléatoire simple par tirage avec
remise dans chaque strate de la petite population) jusqu’a
parvenir a une population de la méme taille que I’originale.
Encore une fois, on comptait six strates incertaines et une
certaine. La taille de ’échantillon de chaque strate était
identique a celle de I’échantillon réel. Les domaines sont les
professions auxquelles on s’intéresse. Seule une fraction
des établissements comptent des travailleurs d’une
profession particuliere et se retrouvent dans le domaine
correspondant. Le tableau 2 indique le nombre d’établisse-
ments ayant des employés dans les professions retenues au
sein de la petite population.

Tableau 2
Nombre d’établissements par domaine (profession)
et par strate, petite population

strate

Profession 1 2 3 4 5 6 7 total
4021 0 4 11 10 8 10 7 50
1141 0 3 11 7 11 9 7 48
1122 0 3 8 13 14 12 6 56
3180 10 11 5 25 20 4 5 80
2911 0 3 14 2 13 17 7 56
1142 2 8 15 9 15 19 9 77
1180 17 20 5 61 31 3 1 138
1403 12 16 22 28 25 27 9 139
Tout établ. 35 35 33 136 66 36 12 353

L’échantillonnage s’est effectué par tirage sans remise
dans les deux cas, en sorte que les IC incluent des facteurs
de correction pour une population finie (le cas échéant).
L’étude se bornait aussi a une couverture de 95 %.

Petite population: Le tableau 3 indique la couverture et la
grandeur médiane relative de 1’intervalle de confiance pour
la rémunération globale des échantillons n, =4 et n, = 8,
a I’égard de 8 professions et de trois méthodes de
construction différentes des intervalles de confiance:
I’estimateur type de la variance ssfd, avec quantile z type a
distribution normale, le nombre de degrés de liberté non
pondéré v__ ., le nombre de degrés de liberté pondéré v, .
Les professions sont classées par ordre croissant, selon le
nombre moyen de degrés de liberté non pondéré, pour
I’ensemble des répétitions. On peut formuler les remarques
suivantes:

1) L’estimateur type de la variance et les quantiles type a
distribution normale (nombre infini de degrés de
liberté) donnent presque toujours une piétre couverture.

2) Les autres sortes d’intervalles de confiance aboutissent
a des résultats nettement plus satisfaisants. En général,
la couverture approche la valeur nominale de 95 % ou
est légérement conservatrice avec les degrés de liberté
pondérés; comme prévu, lorsqu’ils reposent sur des
degrés de liberté non pondérés cependant, les inter-
valles de confiance ont tendance 2 assurer une couver-
ture de quelques points inférieure a celle obtenue avec
des degrés de liberté pondérés.

3) Deux professions (1122 et 4021) présentent une
couverture excessivement faible pour les totaux, méme
avec les meilleures méthodes proposées. L’étude de ces
professions donne a penser que I’hypothése de la
normalité se trouve sérieusement compromise. Ainsi,
pour la profession 4021, deux unités de la cinquieéme
strate se caractérisent par une population de travailleurs,
donc une rémunération globale, d’un ordre de grandeur
supérieur & celle des autres établissements de la strate, et
alapopulation dans son ensemble. D’ autre part, le taux
de rémunération de ces deux établissements aberrants se
situe nettement sous la vaste majorité des établissements.
En effet, sion les exclut dela population, larémunération
moyenne s’éleve 2 9,68 $/h tandis que lorsqu’on les
inclut, elle se situe 4 8,28 $/h. Puisque la cinquie¢me strate
comporte 66 établissements, ces deux établissements
peuvent aisément ne pas se retrouver dans un échantillon
de 8 éléments. Il s’ensuit une grave surestimation de la
rémunération moyenne ou une sous-estimation de la
rémunération globale. Parallélement, larémunération est
assez homogene parmi les établissements, de sorte que
I’estimation de la variance aura tendance a étre trop
faible. La présence de plusieurs petits établissements
concourt a accroitre le nombre de degrés de liberté, et la
correction fne peut entiérement compenser la différence.
Ilest difficile d’ établir comment éviter le probléme si ce
n’est grace a des informations préalables, en affectant les
établissements aberrants 4 une strate précise. Malgré
cela, lesnouveaux intervalles marquent une amélioration
sensible sur les intervalles dérivant d’une distribution
naivement normale.
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La longueur des intervalles est liée & 2 Xz, o, = 4
fois 1’erreur quadratique moyenne de 7, obtenue lors
des répétitions. Nous avons indiqué la médiane des
grandeurs normalisées (sur I’ensemble des répétitions).

Tableau 3

A

distribution normale, la médiane approche 1.
4) La grandeur relative de ’intervalle type a tendance a
gtre trop faible, c’est-a-dire & étre inférieure a 1.

Nombre estimé de degrés de liberté, couverture et grandeur médiane relative des IC pour la rémunération globale
des travailleurs d’une profession donnée au sein de la petite population

67

Quand la distribution de 7', correspond effectivement  la

Quatre établissements échantillonnés par strate

Huit établissements échantillonnés par strate

Profession 4021 1141 1122 3180 2911 1142 1180 1403 1141 4021 1122 3180 2911 1142 1180 1403
df=v,.. 1,5 1,6 1,6 20 23 28 43 6,1 37 38 39 56 60 80 123 16,6
df =7, 1,3 13 1.4 1,5 1,7 19 23 3,5 20 23 23 31 35 43 54 97

Couverture

AA:ssmz 047 069 051 075 073 085 089 087 0,74 049 065 0,79 078 0,86 088 092
AAisstd’v 089 092 093 099 095 09 097 092 0,87 065 075 089 08 090 09 094
TA‘A:ssmt‘,l 092 093 095 099 096 09 098 095 091 0,74 080 094 08 095 096 096

Grandeur médiane relative

AA:ssmz 0,53 0,75 059 0,70 0,74 0585 09 0,88 087 063 066 08 083 088 092 096
AAisstdtv 2,65 3,67 280 260 220 198 150 1,14 1,63 1,09 1,13 1,10 1,10 1,06 1,02 1,04
fAisstdtO, 330 432 3,19 340 3,08 306 270 1,58 3,08 240 2,38 200 1,74 1,38 1,38 1,13

Tableau 4
Nombre estimé de degrés de liberté, couverture et grandeur médiane relative des IC pour la rémunération globale
des travailleurs d’une profession donnée au sein de la grande population
Profession
1718 1604 18021716 2911 2052 1332 1141 4021 1232 2853 3020 1122 11421714 1514 3180 4030 1063 1403 1180
df=v_,. 2,97 3,45 4,44 11,9 124 13,1 153 16,9 16,8 17,3 20,6 24,9 28,0 28,6 29,1 34,8 41,5 599 77,6 779 128
df=9, 2,67 2,34 2,35 597 590 4,25 11,4 9,00 6,32 15,5 13,5 104 152 9,67 153 18,0 25,2 14,3 27,4 28,5 90,0
Couverture

f"A:smdz 0,89 0,60 0,85 0,87 0,87 0,89 0,93 0,93 0,89 0,92 0,92 0,92 0,88 0,89 0,85 0,93 0,92 0,81 0,94 0,94 094
TA-*:SM’V 0,96 0,83 0,94 0,89 0,88 0,91 0,95 0,95 0,91 0,94 0,94 0,93 0,88 0,90 0,86 0,93 0,92 0,81 0,95 0,94 0,95
AAi.satOI 0,97 0,88 0,94 0,91 0,89 0,97 0,96 0,96 0,91 0,94 0,94 0,95 0,89 0,91 0,86 0,94 0,93 0,83 0,95 094 095
]A"Atsm,tﬁl 0,97 0,89 0,94 0,92 0,90 0,97 0,96 0,91 0,94 0,94 0,95 0,89 0,89 0,91 0,86 0,94 0,93 0,83 0,95 0,95 0,95
T x5yt 0,97 0,89 0,97 0,92 0,90 0,97 0,96 0,96 0,91 0,95 0,94 0,95 0,89 0,91 0,87 0,95 093 0,83 0,95 0,94 0,95

Grandeur médiane relative

f’Atsm,z 0,99 0,78 0,92 0,97 0,95 0,96 0,99 0,98 0,96 0,97 0,98 0,98 0,95 0,96 0,93 0,98 1,00 0,91 1,00 1,00 1,01
AAisstd’v 2,14 1,47 1,40 1,08 1,06 1,06 1,08 1,06 1,04 1,04 1,04 1,03 0,99 1,00 0,98 1,01 1,03 0,93 1,01 1,01 1,02
AA:sat‘,l 2,32 2,24 246 1,37 1,37 1,59 1,12 1,15 1,34 1,05 1,11 1,16 1,04 1,19 1,04 1,04 1,05 1,07 1,09 1,04 1,02
f'Aiss,d’o, 2,34 2,27 2,48 1,37 1,39 1,60 1,13 1,18 1,34 1,05 1,13 1,18 1,04 1,20 1,04 1,04 1,06 1,07 1,10 1,05 1,02
3 2,33 2,79 1,39 1,38 1,61 1,14 1,20 1,35 1,07 1,13 1,18 1,04 1,19 1,05 1,05 1,06 1,07 1,10 1,04 1,02

Toxsyt, 247
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5) Parmi les autres combinaisons variance-degrés de
liberté, c’est s2; avec ¥, qui donne le plus grand
intervalle de confiance et s2, avec v__ qui donne le
plus petit. Les variations peuvent étre appréciables; on
doit accepter un compromis entre la couverture et la
taille de I'intervalle.

6) Pour un type d’intervalle donné, la longueur relative de
I’intervalle tend vers 1 lorsque v augmente. On
parvient & des conclusions analogues en étudiant la
rémunération moyenne.

Grande population: Le tableau 4 indique la couverture et
la grandeur de I’intervalle de confiance de la rémunération
globale pour cinq types d’intervalles, classés d’apres la
valeur moyenne de v . Ces intervalles comprennent les
trois types examinés précédemment avec la petite
population, plus deux nouveaux reposant sur le nombre de
degrés de liberté pondéré combiné a s, et a s, , respecti-

vement. Les résultats sont ceux obtenus apres 5 000

répétitions.

1) Les résultats sont cohérents avec ceux de la petite
population, pour ce qui est de la couverture et de la
grandeur relative des différents intervalles. La
distribution normale type donne de pietres résultats
pour de nombreuses professions.

2) L’intervalle reposant sur le nombre de degrés de liberté
pondéré v, ne donne une couverture de moins de
90 % que pour un petit nombre de cas.

3) La grandeur de Iintervalle peut varier fortement avec
le genre d’intervalle. Néanmoins, a mesure que v,
augmente, le ratio de la grandeur de I’intervalle avec
le quadruple de l’erreur quadratique moyenne a
tendance a approcher la valeur 1.

4) Utiliser s,,s,, ou s, avec t; ne présente gueére de
différence.

En dépit de distinctions mineures, les résultats obtenus avec
la grande population nous amenent aux mémes déductions,
que nous ne répéterons pas ici.

4. RESUME ET CONCLUSIONS

De notre analyse théorique et de I’étude de simulation,
on peut tirer les conclusions qui suivent.

1. Les intervalles de confiance type de 95 % pour la
moyenne ou le total d’'un domaine ont tendance a
assurer une couverture inférieure & 95 % quand ils
reposent sur une distribution normale type et les
méthodes types d’estimation de la variance. L’écart
varie avec le domaine (la profession, dans 1’étude sur
la rémunération), mais peut étre assez important, méme
avec un gros échantillon.

Les nouvelles méthodes améliorent nettement la
situation puisque les intervalles assurent une plus
grande couverture, typiquement égale a 95 % ou
presque. Les nouveaux intervalles ont tendance a étre
plus grands que les intervalles type. L’élargissement
variera avec le domaine et dépendra de la méthode
particuliere de construction des IC. Les nouveaux
intervalles différeront peu des intervalles type quand le
domaine engendre des échantillons trés importants.
Les cas o la couverture tombe sous la couverture
nominale, méme apres rajustement de I’intervalle par ¢,
résultent apparemment d’une sérieuse entorse a
I’hypothése d’une distribution normale des données du
domaine. La correction ¢ ne constitue pas une panacée.
Quoi qu’il en soit, on note une nette amélioration de la
couverture par rapport a celle de Pintervalle type
reposant sur la distribution normale.

Le but, en créant les nouveaux intervalles, consiste a
conditionner par rapport a la somme d’information
relative & une profession, grossierement jaugée d’apres
le nombre d’unités échantillonnées appartenant au
domaine concerné. On ignore la proportion d’unités qui
se retrouve dans chaque strate. Pour y remédier, on
attribue une distribution a priori & 1’inconnue, distribu-
tion reposant sur ce que nous savons au sujet de I’in-
connue, une idée empruntée aux bayesiens. En derniére
analyse cependant, c’est la probabilité de couverture
réelle qui détermine la valeur d’une telle approche.
Ces modifications ont pour principale conséquence
I’abandon des quantiles type de la distribution normale
(£1,96 pour une couverture de 95 %) pour la
construction des IC. On les remplace par les quantiles
de la distribution 7 de Student, le nombre de degrés de
liberté étant déterminé par 1’échantillon et variant avec
le domaine. S’il faut indiquer I’écart-type au lieu des
intervalles de confiance, a cause des exigences de
publication ou pour d’autres raisons, on devrait
indiquer un écart-type réet correspondant a la grandeur
de I’intervalle de confiance de 95 % articulé sur ¢ et
divisé deux fois par 1,96.

L’estimation type de la variance paralt tenir quand elle
accompagne le nouveau quantile . Dans la plupart des
cas, pareille combinaison devrait s’avérer fort satis-
faisante, si bien que la seule différence avec la méthode
habituelle concernera le nombre de degrés de liberté
ajusté. Il arrive néanmoins que les autres écarts-types
améliorent la couverture ou raccourcissent les
intervalles de confiance.

La mesure et la maniere dont les strates devraient &tre
regroupées (s’il y a lieu) en vue d’une estimation de la
variance et du nombre de degrés de liberté au moment
de construire les intervalles de confiance est une
question qui demeure sans réponse. En général, on
devra accepter un compromis: la variance aura
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tendance 2 augmenter avec la réduction du nombre de
strates, mais il en ira autant du nombre de degrés de
liberté (ce qui réduira £, ou £, .). Laréponse a cette
question se trouve peut-Etre au niveau de la population
étudiée, si bien que 1’expérience acquise lors des
enquétes antérieures peut avoir son utilité.
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ANNEXE A

Grice i I’analyse présentée 2 la partie 2.2, on sait que
np, a une distribution bindmiale Bin(n, p ,)- Donc, pour
p,=0, 1/n,2/n,..,1,

N _ rn+1) T(n+2)
S alPd) = 5 T, - DT - B0+ D)
(np,+1)-1 -5 )+1)-
py - p )M 2k (p (4 D).

Pour chaque valeur (fixe) de p,, la fonction &, (p,) donne
la densité de probabilité d’une distribution béfa ayant pour
parametres o, =np, +1 et o, =n(1-p,) +1. Puisque
®, et o, auront fort probablement une valeur supérieure a
1’unité (au moins dans la plupart des situations réelles), on
peut obtenir une approximation raisonnable de kﬁA (py)
grace 2 la fonction de densité d’une distribution normale de
moyenne et de variance équivalentes, soit a peu prés p, et
p,(1 - p,)/n respectivement.
Sip,~N(u, 6%), la distribution a posteriori est

TR AR AT AN

1 wa By
2\ pa(1-pin o2 ’

fol Ab,\p)glp)dp, = ce

69

ol ¢ correspond a la constante de normalisation.
Selon I’hypothése empirique de Bayes que p =p, et
o> =p,(1 - p,)/n on obtient

__1-( (pA_ﬁA)z )
1 R 2\ p,(a-p)2n )"
V2 fp,(1-p)/2n

Lorsqu’on abandonne I’hypothése spécifique relative a o?,
et qu'on établit v =(p,(1 - p,)/n)/c?, il s’ensuit que
{PA | ﬁA] - N(ﬁA,ﬁA(l - PAA)/(l + W)n)

h(p,|B,) =

ANNEXE B

Résultat: Supposons que W ait pour distribution N(0, ¢ )
et qu’a la condition W =w, la variable aléatoire T ait une
distribution ¢ non centrale avec v degrés de liberté et w pour
paramétre de non-centralité. La distribution non
conditionnelle de 7/4/c 2 + 1 correspondra a une distribution
t centrale avec v degrés de liberté.

Preuve: Soulignons d’abord qu’on peut écrire T sous la
forme T =(X+W)/{yS*/v, ol X a pour distribution
N(0,1),S? a pour distribution x’, et X, W et S? sont
mutuellement indépendants. Par conséquent,
X =(X+W)I1+ ¢ ? apour distribution N (0, 1). Puisque
X' et _S> sont _indépendants par définition,
T' =T/1 +¢c? =X"/yS*/v apour distribution ¢,.
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