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Estimation de la variance de I’estimateur général de régression:
approche de calage a niveau élevé

SARJINDER SINGH, STEPHEN HORN et FRANK YU'

RESUME

L’analyse qui suit porte sur le probléme qui consiste 2 estimer la variance de I’estimateur général de régression linéaire.
On a montré que I’approche de calage a bas niveau adoptée par Sirndal (1996) est moins ou aussi efficace que celle d’une
catégorie d’estimateurs avancée par Deng et Wu (1987). On a aussi proposé une approche par calage a un niveau plus élevé.
Les auteurs montrent que cette derniére constitue une amélioration par rapport a I’originale. Plusieurs estimateurs
correspondent  des cas particuliers de la nouvelle approche. On a notamment émis 1’idée d’obtenir une estimation non
négative de la variance de I’estimateur GREG. Les résultats ont &€ appliqués a un plan d’échantillonnage aléatoire stratifié.
On a aussi entrepris une étude empirique afin de jauger 1'efficacité des stratégies envisagées. Le logiciel de statistique SGE
bien connu, élaboré par Statistique Canada, peut étre perfectionné en vue de fournir une estimation plus précise de la
variance de I’estimateur GREG par calage & niveau élevé, dans certaines circonstances examinées plus bas.

MOTS CLES: Calage; estimation de la variance; données auxiliaires; estimateurs de ratio et de régression; approche

assistée d’un modele.

1. INTRODUCTION

Le statisticien s’intéresse souvent a la précision des
estimations d’enquétes. L’estimateur de la moyenne ou du
total d’une population le plus couramment utilisé est
I’estimateur de régression généralisé (GREG). Examinons
le cas le plus simple de I’estimateur GREG quand on ne
posséde de I'information que sur une variable auxiliaire.
Soit une population Q ={1,2,..,N}, de laquelle on
préléve un échantillon probabiliste s(s < Q) selon un plan
d’échantillonnage p(.) établi. On présume que les
probabilités d’inclusion =, = Pr(i€s) et m; € Pr(i et jes)
sont positives et connues. Soit y,, la valeur de la variable
y a laquelle on s’intéresse pour le i-i¢me élément de la
population, également associé a une variable auxiliaire x,.
Pour les éléments i€s, on observe (y,,x,;). On suppose
que le total de la variable auxiliaire x, pour la population,
X =YN, x,, estconnu de fagon précise. L’objectif consiste
2 estimer le total de la population ¥ =YV, y.. Deville et
Sarndal (1992) calent le total connu de la population x afin
de modifier les poids de base du plan d’échantillonnage
d; = 1/m;, de I’estimateur de Horvitz-Thompson (1952)

n

A Vi %
YHT:E T :; dy;.

i=1 f

(1.1)

Deville et Sidrndal (1992) avaient proposé un nouvel
estimateur

f’nfz W, Y (1.2)
i1

dont les poids w, se situaient aussi prés que possible de d;,
dans le sens d’une mesure moyenne, sans qu’en souffre
I’équation de calage

n
E w, X, =X.
i=1

Un cas simple, examiné par Deville et Sirndal (1992),
concerne la minimisation de la fonction de distance de type
chi carré représentée par

u (w,' - d,')2
i=1 d,q,

(1.3)

(1.4)

ol g, désigne les poids appropriés. Dans la plupart des
situations, g,=1. La forme de I’estimateur dépend du
poids g, choisi. En minimisant (1.4) sous réserve de
1’équation de calage (1.3), on obtient les poids

dq,x

w,=d, + ———-—[X— y d,,x,).
i=1

E q, qixi2
i1

(1.5)

11 suffit de remplacer la valeur de w, dans (1.2) par celle de
(1.5) pour parvenir a I’estimateur de régression classique du
total

X-Y dx|.
i=1

- (1.6)
i=1 2 !
2 d; q;x;
-1

n
n E d,q,%,y; n ]
i=1
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Dans cet article, nous envisagerons l’estimation de la
variance de I’estimateur de régression (1.6) a deux niveaux
de calage distincts. Le calage a niveau élevé couvre une
plus grande diversité d’estimateurs que 1’approche retenue
par Sdrndal (1996). En effet, le calage & niveau élevé
recourt au total et a la variance connus des variables
auxiliaires, tandis que le calage a bas niveau ne fait appel
qu’au total connu des variables auxiliaires.

La partie 4 traite du plan d’échantillonnage stratifié. Le
poids des strates originales a été calé, ce qui donne des
estimateurs de régression et des estimateurs de ratio
combinés pour I’échantillonnage par stratification. On
verra que les estimateurs de la variance des estimateurs de
régression et de ratio combinés proposés par Wu (1985)
constituent des cas spéciaux de calage a bas niveau. Le
calage a niveau élevé peut s’appliquer a une plus grande
variété d’estimateurs.

2. ESTIMATEUR DE LA VARIANCE DE
L’ESTIMATEUR GREG: CALAGE
A BAS NIVEAU

Si on reprend la méthode d’échantillonnage assistée d’un
modele proposée par Sdrndal et ses collaborateurs (1989,
1992), I’estimateur Yates-Grundy (1953) de la variance de
I’estimateur prend la forme suivante

Vva (?DS) - %IZI: ,ZI: D, (Wi €~ W ej)2

(2.1)

ol D, = (ninj ~ )M, irf et e =y, - Bxi gardent leur
sens habituel.” On peut reformuler facilement cet estimateur
comme suit

N N 1 n n
Vva (Y DS) = 5 E

2
2. . D, @, e,.—dj. ej.) +
i=1  j=1

n n 2
\pl(X— d,x,)+¢2[X—E d,,x,) 2.2)

i-1

E diqixi2
i=1

¥ Dij(d,.ei—djej.)(d,.q,.x,.e,.—djqjxjej) (2.3)

i=1 =1

1 n n

B 2
2[ E diqixiz)
=

¥, = D, (d,.ql.x,.ei - djqjxjej)2 2.4

i1 j=1

Sérndal (1989, 1992, 1996) et ses collaborateurs ont analysé
I’estimateur de (2.1) a diverses occasions. Cet estimateur en
couvre divers autres, ainsi qu’on le verra ci-dessous.

Pour plus de simplicité, nous prendrons un plan d’échan-
tillonnage aléatoire simple sans remise (EASSR), c’est-a-
dire m, = = n/N et T, = nm-1)/N (N-1). Lescasque
voici se présentent.

Cas 2.1: Si g, =1, (1.6) peut étre simplifié pour donner
I’estimateur de régression habituel du total IA’GREG (par
exemple). Si w, = d. dans (2.1), en revanche, la simplifica-
tion donne

Py

el

A

GREG)

2 _ n
= M_Z e,z (2.5)
nn-1) i1
ol f=n/N et e =y - ﬁxi. Par conséquent, (2.5)
représente 1’estimateur habituel de la variance de
I’estimateur de régression (1.6).

Cas 2.2: Si g, = 1/x; I'estimateur (1.6) se simplifie pour
donner I’estimateur de ratio du total Yramio (par exemple).
Apres simplification, I’estimateur (2.1) aboutit 2 1’estima-
teur de la variance de I’estimateur

> (3 N (1-f)§~ 2[x|°
VYG(YRATIO)z ( f)Eeiz{)—(} (2.6)

n(n-1) i3 X

L’estimateur (2.6) est un cas particulier de la catégorie des
estimateurs de la variance de ’estimateur de ratio proposée
par Wu (1982), soit

I}YG (f/w) = Mjﬁ En: ei2 {%}g

n(n-1) 5 @7

pour g =2.
Cas 2.3:Si g, = 1 et w, est donné par (1.5), (2.2) se réalise
et (2.1) devient

I}YG<?GREG):
Ni(1-5 i el v, (x-%) +¢2(X—X)2 (2.8)
n(n-1) i
ol
R LT N o8 o (e,-¢)(xe,-xe) (2.9)

\V1 -
n 2 i=1 j=1
( x,) n(n-1)
i=1
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et

n n

A N-
V2 = ( ’1) 24
2N(n- 1)(2 xf]

i=1

Deng et Wu (1987) ont défini comme suit une classe
générale d’estimateurs de la variance de I'estimateur de

(xe—xe)2

e (2.10)
Jj=1

régression
5 (4 N (- 2]|x|8
V. S 6 {= 2.11
YG( DW) nn-1) 5 I (2.11)
olle, =y, - ﬁxi. La catégorie d’estimateurs (2.11) prend la
forme linéaire
5 |7 N (-
VoY, e
ol - LOD S 2

2
1) | (212)

1+g(§_1] +g<g—1>()_{_
b's 2 X

qui ressemble a (2.8). Le calage a bas niveau englobe donc’

les estimateurs de la variance des estimateurs du total,
¢’est-a-dire les techniques d’estimation par régression et par
ratio. Fait remarquable, aucune valeur de g, ne permet la
simplification de (1.6) en I’estimateur du produit de
Cochran (1963). C’est pourquoi nous avons laissé de coté
’estimation de la variance de cet estimateur. Pour établir
Defficacité des estimateurs, on examine une classe générale
analogue des estimateurs servant a €évaluer la variance de
I’estimateur GREG de la maniére suggérée par Srivastava

(1971), soit
, ] H[)—f) 2.13)
X

5 (p N>(1-/)

V.Y,

s( GREG) [ n(n-1) ,21:
oll H(.) est une fonction paramétrique de telle sorte que
H(1) =1 et satisfait certaines conditions de régularité.
Selon Srivastava (1971), il est facile de constater que les
analogues de la catégorie générale d’estimateurs (2.13)
donnent la variance minimale de la série d’estimateurs
proposée par Deng et Wu (1987) pour I’estimateur de
régression et I’estimateur de ratio de Wu (1982). Disons
que si on adjoint une fonction quelconque du ratio XX a
I’estimateur usuel de la variance exprimé par

NA-Ny
nn-1) 7 ' ’
la variance asymptotique de l’estimateur résultant ne
change pas. En d’autres mots, les estimateurs de la
variance de 1’estimateur de régression (GREG) du total
obtenu par calage 2 bas niveau gardent une efficacité
inférieure ou égale a celle de la série d’estimateurs avancée
par Wu (1982) et Deng et Wu (1987). Les poids w, qui
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servent 2 bitir I'estimateur de la variance de I’estimateur
GREG en (2.1) dérivent de ’estimation du total de la
population et ont donc été baptisés «poids de calage de bas
niveau pour I’estimation de la variance». La partie qui suit
expose la méthode de calage a niveau élevé ou la variance
des variables auxiliaires est connue. Plusieurs nouveaux
estimateurs constituent des cas particuliers de cette
deuxiéme approche.

3. MEILLEUR ESTIMATEUR DE LA VARIANCE
DE L’ESTIMATEUR GREG: CALAGE
ANIVEAU ELEVE

Nous recourrons au calage pour estimer la variance de
I’estimateur GREG de (1.6). Les poids D établis par
Yates et Grundy (1953) pour un estimateur de la variance
qui apparaissent en (2.1) sont calés afin que I’estimateur de
la variance de la variable auxiliaire donne la variance
exacte. Examinons I’estimateur de la variance de 1’estima-

teur GREG

% 2

Vg ( GREG) Xl: 21: Qu (w,e, - wj.ej)

i=1 j

ol Q. correspond au poids modifi€ associ€ a I’expression
quadratique de 1’estimateur de Yates et Grundy (1953), et
est aussi prés qu’il se peut de D, ., au sens de la moyenne
d’une mesure, sous réserve de 1’équation de calage

= Z E Q; (dx; - djxj)2 =V (XHT)

lljl

Volfin) -

représente la variance connue de I’estimateur du total
auxiliaire X (= Y%, 1%;) donné par X =y d x, Pour
calculer le c6té droit de (3.2),on a besom d’information sur
les variables auxiliaires pour chaque unité de la population
ou on doit tirer V. (XHT) d’une ancienne enquéte ou d’une
enquéte pilote. Dans certains cas, on possede toute
I’information sur les variables auxiliaires, notamment pour
le renouvellement des établissements enregistrés, grice au
recensement ou aux dossiers administratifs du Registre des
entreprises (RE) ou du Bureau de I'imp0t australien (BIA).
Das et Tripathi (1978), Singh et Srivastava (1980),
Srivastava et Jhajj (1980, 1981), Isaki (1983), Singh et
Singh (1988), Swain et Mishra (1992), Shah et Patel (1996)
ainsi que Garcia et Cebrian(1996) se sont eux aussi servis
de la variance connue des variables auxiliaires. Singh,
Mangat et Mahajan (1995) ont examiné diverses catégories
d’estimateurs des parameétres inconnus de la population en
prenant la variance connue des variables auxiliaires. Fuller
(1970) a également émis I’idée d’ajuster les poids D, en
recourant 4 une méthode similaire a I’ estimation par
régression. Pour plus de simplicité, nous bornerons notre

(3.1)

(3.2)

N N
E Z (mm, - m,)(d;x, - djxj)Z

i=1l j=1

l\)l»—
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analyse a la distance D bidimensionnelle de type chi carré
(CC) entre deux nxn grilles créées par les poids Q et
pour i, j=1,2,..,n, dans

EE

i=1 j=1

(Q,- D)

Dqu/

Dans la majorité des cas, Q,,j =1 mais on peut se servir
d’autres poids. Nous verrons que I’ajustement de type ratio
au moyen de la variance connue des variables auxiliaires
forme un cas particulier, pour une valeur précise de Q... La
minimisation de (3.3) sous réserve de (3.2) aboutit aux
nouveaux poids optimaux représentés par

D, Q,d,x; - d;x)’

(3.3)

Qiszij+

1 n n
2= ,En D, Q,(dx - dx)*

n n

Vool Bur) - % >> 3 D,(dx,- dx)| G4

i=1 j=1
pour la valeur optimale du multiplicateur A de Lagrange
5 1
Voo [Kr) - 22 Y D, J(dx,-d x)
A= LWL . (33)

—Z E Dy Qu(dixi_ djxj)4

lljl

On en trouvera la preuve dans I’annexe. En remplagant {2,
dans (3.1) par sa valeur dans (3.4), on obtient I estlmateur
de régression

I;'ss (YGREG) =

I}\{G( ADS) + B, [VYG (XHT) Ve (XHT)] (3.6)

pz (par exemple) (3.7)
fog
vo & T)_2211211D(dx'dX>etVG( Q) se

retrouvent dans (2.1). Le coeff1c1ent de régression B
exploite le total réel X des variables auxiliaires. On peut
donc le considérer comme un meilleur estimateur du
coefficient de régression selon Singh et Singh (1988).
Avec le calage a niveau élevé, on note les cas que voici.

Cas 3. 1 Avec le plan d’échantillonnage EASSR, si
g,=x " et Q, =(d,x,- d;x;)" correspondent aux poids
associés au calage a bas niveau et a niveau élevé,
respectivement, la stratégie envisagée peut étre simplifiée

€n

>

b

ss( Ratio) =

NY1-f), 1 z":e;ng_f
n (n-1ia3 '\ % §2

ol s =(n- 1) Z, 1 (x - x) représente !’estimateur non
biaisé de S?=(N-1) ryN | (- X%

Cas3.2:Siq,=1 etQ’.. =1V i j, on obtient

(3.8)

N(1-H) 9.
nn-1) ; (X X)

Vv G( AGREG)

w(0- 2 (sl -] 69

ou {, et §, sont respectivement donnés par (2.9) et (2.10),
et

Sans atténuer la généralité de ce qui précede, on peut dire
que les estimateurs de la variance de 1’estimateur GREG qui
apparaissent en (3.8) et (3.9) ne s’insérent ni dans
I’approche de calage 4 bas niveau ni dans la catégorie
d’estimateurs proposée par Deng et Wu (1987). Ils font
partie des analogues des estimateurs proposés par
Srivastava et Jhajj (1981) pour estimer la variance de
I’estimateur GREG, c’est-a-dire

2
~ (s N (1-f) <& 2] X S
Po(Prones) = | 22N 2 | £ 25
SJ( GREG) [ n- 1) Z_; Fag

X

(3.11)

oll H(.,.) est une fonction paramétrique en vertu de laquelle
H(1,1)=1 et qui répond a certaines conditions de
régularité définies par ces estimateurs. D’apres Srivastava
et Jhajj (1981) ainsi que Deng et Wu (1987), vérifier que la
catégorie d’estimateurs de (3.11) reste supérieure a celle de
(2.11), donc de (2.13), constitue un exercice classique.
Une des difficultés que pose (3.1) a trait a la maniere
d’obtenir des estimations non négatives de la variance par
calage. La facon la plus simple revient a optimiser la
fonction de distance CC (3.3), sous réserve de la contrainte
de calage (3.2) et des conditions Q> 0Vi, j =1, 2,..,n
Méme s’il s’avere difficile de trouver une solution
théorique au probléme, des techniques de programmation
quadratique bien connues peuvent aboutir a des résultats

numériques utiles. On ne peut procéder a un simple
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développement afin de recourir 2 d’autres fonctions de
distance, celles dont parlent Deville et Sdrndal (1992) par
exemple, pour résoudre le probleme bidimensionnel 4 cause
de la nature indéfinie des poids D Il reviendra a d’autres
de trouver des fonctions de distance qui garantiront la
valeur non négative des poids.

4. PLAN D’ECHANTILLONNAGE STRATIFIE

Supposons que la population se compose de L strates
avec N, éléments dans la h-iéme strate desquels on préleve
un échantillon aléatoire simple de taillen,,, sans remise. La
taille de la populatlon totale est NV = YiaN, et celle de
I’échantillon, n = Zh 1y, A lai-igme unité de la h-iéme
strate sont associées deux valeurs I, et x, avec x, > 0
pour covariable. Soit, pour la A-iéme strate, les poids
Wy =N,/IN, la fraction d’échantillonnage f, =n,/N, et
Vs X4 Y ,»» X, des moyennes pour I’échantillon et pour
la population respectlvement Supposons en outre que
X Zﬁ 1 W, X, soit connu. L’idée consiste a estimer

Zh 1 W Y en utilisant ’information sur la covariable
X L’estlmateur habltuel de la moyenne de la population ¥
est

L
=Y W, F,. 4.1
h=1
Envisageons le nouvel estimateur
L
o= g w5y, (4.2)

avec les nouveaux poids W,. Ces derniers sont
sélectionnés de telle sorte que la distance de type chi carré
exprimée par

5 7 -mf

(4.3)
h=1 Wh qh
corresponde au minimum, sous réserve que
L —_—
Y wx, =X (4.4)

La minimisation de (4.3) selon 1’équation de calage (4.4)

aboutit & I’estimateur de régression de type combiné
représenté par

Vs Z

pour le choix optimal des poids indiqué par
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W,aq,x - &
. ndn*p = 4.6
Wy =W, — (X—h§l: th) (4.6)
_2 =
E”hqhxh

Si ¢q,=x, L apres simplification, 1’estimateur (4.5)
correspond a I’estimateur de ratio combiné bien connu dont
on se sert avec I’échantillonnage stratifi€. L’estimateur de
la variance bien connu de [’estimateur de régression
combiné correspond a

oy & WA -
V(fs:):z Msézh 4.7

)
2 _ -1 2
s =(my= 7' X ey,
i=1

représente la variance de I’échantillon de la A-iéme strate
alors que €, = -b(x, -x,) et Zi W, thzh
x /Zh WL, x), gardent leur sens habituel. Le calage 2
bas niveau donne I’estimateur de la variance de 1’estimateur
de régression combiné suivant

L D Wt
o h h 2
7. 75) = s, 4.8)
=W,
ol
Wkl -
D, - n (1=1)
Un

et W, apparaissent dans (4.6). Si g, =%, , (4.8) donne
I’estimateur suivant, aprés simplification

o= 2] 35 2 Pl ),

4.9)

X ) h=1 n,

qui est un cas particulier d’une catégorie d’estimateurs
servant a estimer la variance de I’estimateur de ratio
combiné que Wu (1985) exprime comme suit

17()7;,)W=( ) > 2 (1 Bl

h=1

(4.10)

pour g = 2. Saxena et ses collaborateurs (1995) se sont eux
aussi penchés sur les propriétés des estimateurs de la
variance de I’estimateur de ratio combiné. Pour le calage &
niveau élevé, on obtient le nouvel estimateur

L Q W*Z

olFonea) =3 2=

h=

@.11)

:*
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ot ©, désigne des poids soigneusement sélectionnés pour
que la fonction de distance chi carré donnée par

L (Qh - Dh)2

>

4.12
h=1 Dth ( )

ait la valeur minimale, sous réserve d’une équation de
calage 4 niveau élevé définie comme suit

L
; Qh shzx = V(ESI)
ol on suppose que

L
Vi)=Y Wy

h=1 nh

(4.13)

( _fh) Sz

hx

est connu et que th =(n, - 1! Z, | (xh - xh)2 constitue
un estimateur non biaisé de th (N,- 1) Z H (X, X )2.
Cette méthode aboutit & un nouvel estimateur de la vanance
de I’estimateur de régression combiné représenté par

I7(1;&)(11{ = ASt(f}GREG) * ESr[V(’?Sz)_ V@s:)] (4.14)

NN AR W, (-1,
BSIZZHthxeh/E : é 4

h=1 nh h

désigne la version améliorée de I’estimateur du coefficient
de régression pour 1’échantillonnage stratifié et ol

R AN

ny,

correspond a un estimateur non biaisé de V(xg). Si
q,=1lUx, et Q, = 1/s?., on peut simplifier I’estimateur
(4.14) de fagon a obtenir un nouvel estimateur de la
variance de 1’estimateur de ratio combiné, représenté par

s 2 _ —\2 —
I7SI( ARatio) = 21: M se‘i [ E—) M (415)

= n x X
h=1 h St V(x St)

ce qui correspond & un estimateur de type ratio proposé par
Wu (1985) pour estimer la variance de |’estimateur de ratio
combiné, mais pour lequel on recourt aux données
supplémentaires sur la variance réelle des variables
auxiliaires au moment de I’estimation. On peut construire
plusieurs autres estimateurs en choisissant d’autres poids g,

et Q,.

5. PLUS VASTE CATEGORIE D’ESTIMATEURS

En définissant u = X/Y7 d,x, et v =V (X)) 1V (XD,
on obtient une catégorie plus vaste d’estlmateurs définie
comme suit

D, (de-de)z}H(uv) (5.1

ol H (u,v) est une fonction paramétrique de u et de v de
sorte que H(l,1)=1 et que certaines conditions de
régularité sont satisfaites. Dans ce cas, tous les estimateurs
dérivant des fonctions

1+a(u-1)
L+Bov-1’

Huvy=1+au-1)+pv-1)

Hu,v) = u®vP Hu,v) =

et H(u,v) = {1 + a(u - 1) + B(v - 1) }"! constituent des cas
particuliers de calage 2 niveau élevé, ol a et P sont des

_parametres inconnus, intégrés a la fonction H(u,v).

remplagant ces parametres par leurs estimateurs conver-
gents respectifs de la catégorie décrite en (5.1), on obtient
la méme variance asymptotique que Srivastava et Jhajj
(1983), Singh et Singh (1984) et Mahajan et Singh (1996).
Nous poursuivons présentement 1’élargissement de cette
analyse a I’échantillonnage a deux phases, dans la foulée
des travaux de Hidiroglou and Sirndal (1995).

Dans la prochaine partie, nous examinerons la perfor-
mance de calage a niveau élevé dans le contexte d’une
simulation.

6. ETUDE DE SIMULATION

En vertu de cette étude, nous avons comparé les
estimateurs de la variance de I’estimateur de ratio et de
I’estimateur de régression. Pour ne pas semer la confusion,
les estimateurs faisant 1’objet de la comparaison ont été
redéfinis comme suit:

6.1 Estimateur de ratio:

Nous avons comparé les estimateurs de la variance de

I’estimateur de ratio
N2(1 - x)?
( f) e; (_AJ (6.1.1)
X

v (?RATIO) noi- 1) -

a I’estimateur

i N s S’
", (YRATIO) =V (YRA”HO) ? (6.1.2)
X

6.2 Estimateur de régression:

Nous avons aussi comparé les estimateurs de la variance
de I’estimateur de régression

I}1()}011150):
NN 2, (x-2) v 0, (-2 620)
I’l(l’l“ 1) i=1
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a ’estimateur

I}2 (YGREG) = I}l (I}GREG) + 5 (Sx2 - 512) (6.2.2)

on {,, 7 =1,2,3 alaméme signification que celle indiquée
précédemment.

Afin de couvrir presque toutes les situations qui
reviennent dans la réalité, nous avons envisagé des popula-
tions aussi bien finies qu’infinies.

6.3 Populations finies:

Nous avons utilisé une population de N =20 unités
venant de Horvitz et Thompson (1952). La variable a
I’étude, y, correspond au nombre de ménages du i-ieme flot,
tandis que la variable auxiliaire connue x représente le
nombre de ménages du méme ilot, mais estimé visuelle-
ment. Tous les échantillons possibles de taille #» = 5 ont été
sélectionnés par EASSR, ce qui a donné

(N) - 15,504

n

échantillons. Du k-iéme échantillon, on a tiré 1’estimateur

. NiD'e s N
YRAHo|k=Y['T)’°u Y:_ Yi
X n i3

L’erreur quadratique moyenne empirique de 1’estimateur
correspond 2

N

n

5 (Foaro)-( 2] % [Fuamole 1]

k=1

6.3.1)

On a aussi obtenu les estimateurs de type ratio
Yy (YRATIO)|k’ h=12,

des équations (6.1.1) et (6.1.2) respectivement, en vue
d’estimer la variance de ’estimateur de ratio pour le £-ieme
échantillon. Le biais du A#-i¢me estimateur de type ratio de
la variance est donné par

B{7, (Faamo)} -

L)

(N) Z Vh (?RATIO)lk_ EQM(YRATIO) (6.3.2)

n k=1

tandis que I’erreur quadratique moyenne correspond a
Y
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EQM {7, (Peur
(

o)} -
()8

2
EQM( RATIO)] - (6.3.3)
nJ) k=1
Lefficacité relative en_ pourcentage de !’estimateur
V (Pratio) par rapport a V (Pramo) s établit &

ER =
BQM {7, (Prxnio) } % 100/EQM {7, (Feamio)} (6:34)

En utilisant I’intervalle de confiance 4 95 %, on a calculé
la couverture de

c1C |7, (Peamo) ]
pour % = 1,2 pour le 4-ieme estimateur de type ratio de la

variance en comptant combien de fois le total réel de la-
population Y revenait a I'intérieur des limites définies par

YRATIO |k

SR (1)) V VRATIO |- (6.3.5)

On a effectué les mémes calculs pour tous les échantillons
possibles de 6 et de 7 éléments. Les résultats des calculs
apparaissent au tableau 1.

La méme technique a été employée pour I’estimateur de
régression

Yorecls =¥ (Exy,/zx ] )

du total obtenu en (1.6), selon un plan d’échantillonnage
EASSR. On s’est servi du A-igme estimateur de la variance
de estimateur de régression ¥, (Ygreg)|x pour 4 = 1,2,
donné respectivement en (6.2.1) et (6.2.2), afin d’établir le
biais, Iefficacité relative (ER) et la CIC. Les résultats se
retrouvent au tableau 2. On a noté de surcroit que pour
n=35, 0,020 % des estimations de la variance obtenues
avec |’estimateur Vl (YGREG)A et 0,022% des estimations
obtenues avec D'estimateur ¥, (Ygreg) étaient négatives.
Les populations plus naturelles présentées par Cochran
(1963) ou Sukhatme et Sukhatme (1970) donnent des
résultats analogues. Dans 1’ensemble, les estimateurs de
calage du deuxiéme degré fonctionnent mieux que ceux du
premier degré pour les populations finies.

Dans la réalité cependant, il se peut que la variable a
’étude et les variables auxiliaires épousent une distribution
d’un certain genre (normale, béta, gamma, efc.). Pour
évaluer la performance des stratégies envisagées en
pareilles circonstances, nous avons engendré des popula-
tions artificielles et étudié le probléme de I’estimation de la
moyenne d’une population finie par simulation, de la
maniére décrite ci-dessous.
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Tableau 1
Comparaison de 2( o ATIO) avec ¥, (YR mo) pour une population finie

n B[V ( RATIO)] { ( RATIO)] ER CIC[V ( RATXO)] CIC[V ( RATIO)]

5 -211.33 217.01 166.57 0.93 0.95

6 -141.92 102.00 115.06 091 0.92

7 -99.34 58.60 109.23 0.90 0.90
Tableau 2

Comparaison de 7, (f’GREG) ety ( GREG) pour une population finie

n B[/, (Psrea)] B[7, (e ER CIC| 7, (Pypea) | c1c|7, (Poges)|

5 -328.49 -194.78 112.04 0.92 0.96

6 -223.92 -136.34 103.02 0.90 0.93

7 -157.88 -94.38 101.21 0.91 0.94

6.4 Populations infinies:

La taille NV de ces populations est inconnue. Nous avons
produit # paires indépendantes de nombres aléatoires y;” et x;"
(par exemple), i = 1,2, ..., », grice a un sous- programme
VNORM avec un coefficient PHI =0,7, une semence
(y) = 8987878 et une semence (x) = 2348789 confor-
mément aux travaux de Bratley et de ses collaborateurs
(1983). Nous avons produit les variables transformées

y,=3.0+ \/Syz (1-p%y" + pSyx,-* (6.4.1)
et
x,=40+8 x; 64.2)

avec les valeurs fixes S =50 et SX2 =50, pour diverses
valeurs du coefficient de corrélation p. On a calculé
I’estimateur

- (x
yRATIO'k:y(T)’ avec y ‘—Ey, et
X n =1

pour le 4-ieme échantillon. L’erreur quadratique moyenne
empirique de I’estimateur est égale a

. | o _
EQM (yRATIO): 15.000 ; [yRATIO P Y]z' (6.4.3)

On a aussi dérivé, pour le méme échantillon, les
estimateurs de type ratio de la variance

Py

Vh(J_;RATIO)|k’h =12

venant de (6.1.1) et de (6.1.2), respectivement, afin
d’estimer la variance de I’estimateur de ratio de la moyenne
de la population. Le biais du /A-iéme estimateur de type

ratio de la variance correspond a

B{I}h ()—;RATIO)} =
;150 .
S0 2 Valramo) L~ EQM(Veamo) (6:44)

tandis que I’erreur quadratique moyenne est égale &

EQM {7, (Vemo)} -

15,000

1 N s .
15,000 ; [Vh (J’RAno)lk“ EQM(yRATIO)]Z. (6.4.5)

Lefficacité relative en pourcentage de l’estimateur
14 (yRATIO) par rapport a 124 (yRATIO) est
ER =

BQM {7, (Vramio)} % 100 /EQM{ 7, (Veamo) } 6.4.6)

En utilisant un intervalle de confiance 4 95 %, on a établi
la couverture

CIC| 7, (Feario)] pour 7 =1,2

du A-igme estimateur de type ratio de la variance en comp-
tant le nombre de fois ol la moyenne réelle de la population
Y se retrouvait a I'intérieur des limites établies par

Vratio i ¥ 1.96 y Vy (j;RATIO)|k

Les résultats de ces calculs pour les échantillons de taille
n =60, 80 et 100 dont le coefficient de corrélation varie
apparaissent au tableau 3.

Le processus a été repris avec I’estimateur de régression

6.4.7)

-)_;GREG|k =y + B()_(_f)
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Tableau 3
Comparaison de 7, (Vg amo) 2Vec ¥, (Vgario) POUr une population infinie
n p B [Vl (} RATIO)] B [Vz (? RATIO)] ER cic [Vl ()_’ RATIO)] CIC [Vz (f RATIO)]
0.1 13.02 10.33 188.7 0.96 0.95
03 8.07 6.35 192.6 0.97 0.95
60 0.5 4.33 3.37 195.9 0.96 0.96
0.7 1.77 1.37 197.9 0.97 0.97
0.9 0.33 0.26 197.7 0.99 0.98
0.1 3.27 291 123.2 0.94 0.93
0.3 2.06 1.84 123.0 0.94 0.94
80 0.5 1.13 1.01 122.7 0.95 0.95
0.7 0.47 0.42 122.0 0.97 0.96
0.9 0.08 0.08 119.1 0.98 0.97
0.1 0.76 0.77 106.1 0.94 0.93
0.3 0.49 0.49 105.8 0.94 0.94
100 0.5 0.27 0.27 105.3 0.95 0.95
0.7 0.12 0.12 104.4 0.96 0.95
0.9 0.02 0.02 102.2 0.97 0.95
Tableau 4
Comparaison de 7, (eeq) avec ¥, (Vgreq) POUr une population infinie
n p B [Vl (;GREG)] B [Vz ()_’GREG)] ER CIC[VI (J_’GREG)] CIC[Vz (;GREG)]
0.1 10.12 8.42 177.6 0.98 0.95
0.3 5.06 4.33 161.5 0.97 0.95
60 0.5 3.32 2.36 152.5 0.95 0.96
0.7 0.72 0.38 151.9 0.97 0.95
0.9 0.13 0.10 147.7 0.99 0.97
0.1 1.23 1.11 153.9 0.96 0.95
0.3 1.03. 1.01 143.5 0.98 0.94
80 0.5 0.13 0.11 132.8 0.97 0.95
0.7 0.07 0.06 121.6 0.97 0.95
0.9 0.02 0.03 117.1 0.96 0.96
0.1 0.65 0.57 136.1 0.95 0.94
0.3 0.39 0.32 135.1 0.94 0.94
100 0.5 0.13 0.13 129.6 0.95 0.95
0.7 0.02 0.02 114.4 0.96 0.95
0.9 0.01 0.01 112.2 0.97 0.96

de la moyenne venant de (1.6) selon un plan d’échantil-
lonnage EASSR. On s’est servi du A-i¢me estimateur de la
variance de ’estimateur de régression pour

V, Yorea) | for h=1,2,

tiré de (6.2.1) et de (6.2.2), respectivement, pour calculer le
biais, Iefficacité relative et la CIC. On trouvera les
résultats de ces calculs au tableau 4. Nous sommes
conscients qu’il vaudrait la peine d’étudier la stratégie
envisagée plus en détail par la simulation, puis de
I’appliquer en pratique. L’étude empirique s’est effectuée
sur FORTRAN-77 au moyen d’'un PENTIUM-120.

7. CONCLUSION

On peut recourir au calage a niveau élevé si on connait
la variance des variables auxiliaires en plus de leur total.

Le logiciel SGE mis au point a Statistique Canada peut €tre
adapté afin de fournir de meilleurs estimateurs de la
variance de I’estimateur GREG, dont on pourra se servir
dans les enquétes pour lesquelles la variance des variables
auxiliaires est connue ou peut étre établie.
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ANNEXE

Voici la preuve que la valeur optimale de Q,.j est celle
donnée en (3.4). Lafonction de Lagrange s'écrit comme suit

1y ¥~ ©@-D))
L=— Nyl
S
2x% Y 3 Q,(dx-dxf - Vyg(Ry)| AD

En dérivant (A.l1) par rapport a ij et en rendant

I’expression égale a zéro, on obtient
Q,=D,+1D,Q,(dx,-dx). (A2)

En insérant (A.2) dans (3.2), 'expression devient
N 1 n n
Yya (XHT) -=) Z D, (dixi - djxj)2
251 =1
A= - (A3)
5 E 21 D, Q,(dx;~ d;x,)

11 suffit de remplacer (A.3) dans (A.2) pour obtenir la
valeur optimale de €, qui apparait en 3.4).
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