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RESUME

Les plans d’échantillonnage a deux phases permettent d’utiliser les données auxiliaires de diverses fagons. Les auteurs
débutent en passant en revue les différents aspects que peuvent prendre ces données dans les enquétes a deux phases. Ils
établissent ensuite la méthode en vertu de laquelle elles sont converties en poids calés dont on se sert pour créer de bons
estimateurs d’un total d’une population. Le calage s’effectue en deux étapes: i) au niveau de la population et ii) a celui de
I’échantillon de la premiére phase. Les auteurs montrent qu’on peut aussi dériver les estimateurs issus de calage par
régression, également en deux temps. Ils examinent ces estimateurs dans un cas particulier, en 1’occurrence quand les
données auxiliaires portent sur quelques sous-ensembles de la population baptisés «groupes de calage». Les strates
a posteriori en constituent I’illustration la plus simple. Suit une discussion sur I’estimation des domaines d’intérét et de la
variance. Enfin, les résultats sont appliqués a deux importants plans d’échantillonnage a deux phases en usage a Statistique
Canada. La théorie générale concernant I’emploi des données auxiliaires dans 1’échantillonnage 4 deux phases sera intégrée
au Systeme généralisé d’estimation de Statistique Canada.

MOTS CLES: Régression généralisée; échantillonnage  deux phases; approche assistée par modele; estimation des

domaines; facteurs de calage.

1. INTRODUCTION

L’échantillonnage a deux phases est une technique aussi
puissante que rentable. Neyman (1938) a été le premier 2 la
proposer. Dans son ouvrage, et dans ses deux versions
antérieures de 1953 et de 1963, Cochran (1977) présentait
les résultats fondamentaux de 1’échantillonnage a deux
phases, y compris les estimateurs de régression les plus
simples pour les plans d’échantillonnage de ce genre. Dans
Particle que voici, nous adopterons un point de vue plus
large et proposerons une approche générale a I’'usage des
données auxiliaires dans les plans d’échantillonnage a deux
phases. Nous puiserons principalement pour cela dans les
travaux de Sidrndal et Swensson (1987), de Sirndal,
Swensson et Wretman (1992) et de Dupont (1995). Des
travaux plus récents en la matiére comprennent ceux de
Breidt et Fuller (1993), qui ont mis au point des méthodes
d’estimation efficaces sur le plan des calculs pour
I’échantillonnage a trois phases, en présence de données
auxiliaires. Chaudhuri et Roy (1994) se sont pour leur part
penchés sur les propriétés d’optimalité des estimateurs de
régression plus simples mais bien connus de 1’échantillon-
nage & deux phases. Enfin, Binder (1996) décrit une méthode
simple de linéarisation permettant d’estimer la variance des
estimateurs non linéaires. Cette méthode s’applique a tous
les plans d’échantillonnage, notamment ceux a deux phases.
Dans notre article, nous présumons ’emploi de plans
d’échantillonnage arbitraires a chaque phase.

L’échantillonnage a une phase suppose 1’emploi d’une
couche d’informations pour I’estimation. Le nombre de
couches double avec I’échantillonnage a deux phases, ce

qui complique la tache, car la maniére idéale d’exploiter les
données des deux sources n’est pas forcément évidente.
Nous envisagerons deux approches a la construction
d’estimateurs au moyen de données auxiliaires: 1’approche
de régression généralisée et ’approche de calage. Nous
montrerons que la premiére ne constitue en réalité qu’une
application particuliere de la seconde. Les deux approches
seront examinées dans le contexte de données auxiliaires a
structure commune. On présume qu’on posséde des
données sur un vecteur auxiliaire x; couvrant les unités de
la population entigre et pour un deuxiéme vecteur auxiliaire
x, couvrant les éléments de I’échantillon de la premiére
phase. Au niveau de cette derniere, on dispose donc de
données sur les deux vecteurs x, et x,.

Sdrndal et coll. (1992) parlent de 1’application de
I’approche de régression généralisée a1’ échantillonnage a
deux phases. Ces auteurs élaborent un estimateur de
régression généralisé pour ’échantillonnage a deux phases
en attribuant un plan arbitraire a4 chaque phase de
I’échantillonnage. Ils proceédent a deux ajustements par
régression. Une régression «par le bas» engendre les valeurs
prévues pour I’échantillon de la premiere phase, grice aux
données auxiliaires disponibles a ce niveau. Ensuite, une
régression «par le haut» produit les valeurs prévues pour la
totalité de la population au moyen de l’information
appropriée. Les deux jeux de valeurs servent a batir
I’estimateur de régression généralisé.

L’approche par calage met P'accent sur les poids
attribués aux unités en vue de l’estimation. Le calage
suppose la transformation d’un jeu de poids initiaux
(habituellement ceux du plan d’échantillonnage) en
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nouveaux poids, dits «calés». Le poids calé d’un élément
correspond au produit du poids initial par un facteur de
calage qu’on obtient en minimisant une fonction qui mesure
I’écart entre les poids initiaux et les poids calés, sous
réserve que ces derniers fournissent une estimation exacte
des totaux auxiliaires connus de la population. Avec
I’échantillonnage a deux phases, ’existence de deux
couches d’information signifie deux calages consécutifs. Le
premier repose sur les données auxiliaires disponibles (au
moins les chiffres de la population) et s’effectue au niveau
de la population, dans son ensemble, ce qui donne les poids
calés de la premiére phase. Le deuxieme calage s’ appuie sur
les poids calés de la premiére phase en y intégrant les
données sur ’échantillon de la premiére phase. Il en résulte
une série de poids calés finaux.

Les deux méthodes tirent parti des deux couches
d’information, mais n’aboutissent pas nécessairement a des
résultats identiques. On le doit & 1a facon dont les ajustements
par régression et I’approche de calage sont formul€s. Dupont
(1995) I'illustre clairement. En effet, elle a mis au point
quatre estimateurs par I’approche de la régression. Ces
estimateurs different en ce sens que les variables auxiliaires
servent a dériver la valeur prévue de y nécessaire a I’estima-
teur de régression. Dupont établit ]’ estimateur correspondant
a chacune des quatre variantes par calage, mais n’atteint une
parfaite équivalence entre les deux approches que dans un
cas sur quatre. Trois des quatre variantes examinées par
Dupont peuvent étre considérées comme des cas particuliers
de I’approche générale exposée ici.

Partant des travaux de Hidiroglou et de Sdrndal (1995),
nous proposons une théorie intégrée pour I’échantillonnage
a deux phases en présence de données auxiliaires. Nous
montrerons qu’il est possible d’obtenir les estimateurs de
régression parce qu’ils forment un cas particulier de la
méthode de calage. Les deux méthodes présentent donc un
lien direct. Nous nous sommes intéressés a ce travail en vue
de fournir les outils nécessaires 2 une exploitation efficace
des sources de données administratives dans le cadre de
plusieurs grandes enquétes de Statistique Canada. Ce travail
pave aussi la voie a I'inclusion de la technique d’échantil-
lonnage & deux phases au Systeme généralisé d’estimation
(SGE) de Statistique Canada, décrit dans Estevao,
Hidiroglou et Sdrndal (1995).

Nous illustrerons notre théorie générale en 1’appliquant
a deux plans d’échantillonnage actuellement en usage a
Statistique Canada. Armstrong et Saint-Jean (1994) parlent
de la premiere application, soit I’échantillonnage a deux
phases des dossiers de I'impdt. La seconde, mentionnée
dans Hidiroglou, Latouche, Armstrong et Gossen (1995),
concerne 1’échantillonnage a deux phases des comptes de
retenues sur la paye dans le cadre de 1’Enquéte sur }’emploi,
la rémunération et les heures de Statistique Canada.

L’article se structure comme suit. La partie 2 expose la
notation. La partie 3 spécifie la version de la méthode de
calage appliquée a I’échantillonnage a deux phases. Ala
partie 4 est présenté le résultat capital que I’estimateur de

calage peut étre exprimé sous la forme d’un estimateur de
régression a deux phases parfaitement équivalent, c’est-a-
dire d’un estimateur issu de deux ajustements par régression
successifs. D’autres résultats théoriques. apparaissent aux
parties 5 et 6. La premiere traite des formes de I’estimateur
de calage a deux phases pour des données importantes d’un
type particulier, en I’occurrence quand certaines variables
auxiliaires, que ce soit 4 la premiere ou a la deuxieme étape,
correspondent aux variables nominales codifiant un groupe
d’éléments en catégories complétes qui s’excluent mutuel-
lement. La partie 6 fournit des précisions sur deux aspects
qui suscitent toujours beaucoup d’intérét dans les enquétes
et occupent une place prépondérante dans le SGE, soit a)
Iestimation des domaines (sous-populations) et b)
I’estimation de la variance attribuable au plan d’échantil-
lonnage. Pour estimer la variance, nous avons retenu
I"approche de Sdrndal et Swensson (1987). A la partie 7, on
verra comment la théorie exposée antérieurement trouve
application a Statistique Canada. Finalement, la partie &
récapitule brievement ce qui a été appris.

2. NOTATION

La population est représentée par U = {1, ..., k, ..., N}.
On préleve un premier échantillon probabiliste s, (s, < U)
selon un plan d’échantillonnage pour lequel la probabilité de
sélection est m,, = P(k€s,) tiré de la population U. Etant
donné s, un deuxieme échantillon s, (s, < s, < U) esttiré
de s, selon un plan d’échantillonnage pour lequel la
probabilité de sélectionest m,, = P(k€s,|s;). Notonsqu’il
s’agit de probabilités conditionnelles, puisqu’elles
supposent qu’on connait s,. On présume que x;, >0 pour
toutes les valeurs k€ U et que m,, > 0 pour toutes les valeurs
ke s,. A partir de la, nous nous servirons des poids pour
I’estimation. Le poids de I'unité k sera noté¢ w,, = 1/x,
pour I’échantillon de la premiére phase et w,, = 1/m,, pour
celui de la deuxiéme phase. Le poids d’échantillonnage
global d’une unité quelconque seradonc w," =w, w,,.

L’objectif consiste a estimer le total de population
Y=Y ,¥, ou y, représente la valeur de la variable y a
laquelle on s’intéresse pour I'unité k. Si 4 ¢ U désigne un
ensemble arbitraire d’unités, on écrira simplement ) 4 au
lieu de Zke 4 Habituellement, I’échantillonnage a deux
phases exige la collecte de données peu cofiteuses sur les
unités k qui appartiennent au vaste échantillon s, de la
premiére phase. On se sert ensuite de l'information
recueillie pour procéder a un échantillonnage et a une
estimation trés efficaces, a la deuxieme étape. Les valeurs
de y, sont saisies pour k€s,. La formule Y= Z~"2 w, Vi
procure un estimateur non biaisé de ¥, reposant uniquement
sur les poids d’échantillonnage. Nous examinerons main-
tenant les estimateurs de régression, qui autorisent une
meilleure exploitation des données auxiliaires existantes.

Appelons x le vecteur auxiliaire de I’échantillon de la
premiere phase et sa valeur pour 'unité &, en x,. Comme
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le font Sdrndal et coll. (1992, chapitre 9), divisons x, en

= (x> X,,)". L’information sur le vecteur x,, touche

l ensemble de la population, mais dans le cas du vecteur

Xx,,, elle ne concerne que I’échantillon de la premiere phase.

Le tableau 1 résume les hypotheéses qui précedent sur les
données auxiliaires a notre disposition pour I’estimation.

Tableau 1
Liens entre les jeux d’unités et données disponsibles
aux différents niveaux

Données existantes
{xu:keU}or Lyx,
Echantillon de la premiére phase {x . ke sl}

{(xk,yk): ke s2}

Remarquons qu’on n’a pas besoin des valeurs individuelles
x,,, ke U. 1l suffit de connaitre le total ), x,,, qu’on peut
extraire d’une source administrative fiable. L’existence de
données auxiliaires a une phase quelconque ou aux deux
ouvre la porte 2 une modification des poids d’échantillon-
nage a l’aide de facteurs de calage calculés d’apres
I’information complémentaire. On modifie les poids
d’échantillonnage d’une unité a chaque phase en le multi-
pliant par le facteur de calage, ce qui donne le poids calage.

Le poids de calage w,, de la premiére phase pour les
unités kes, correspond a W, =w, g,. Le poids
d’échantillonnage de la premiére phase est w,,, et le
facteur de calage correspondant g, De méme, on calcule
les p01ds de calage globaux W} = w, g, des unités k€s,,
ob g, représente le facteur de calage global. L’exposant
«*» désigne les poids globaux intégrant les deux phases. Le
symbole «~» qui s’y rajoute précise que les poids sont calés.

Jeu d’unités

Population

Echantillon de la deuxieéme phase

3. CALAGE PARLADISTANCE
GENERALISEE DES MOINDRES CARRES

Les données auxiliaires disponibles a chaque étape de
I’échantillonnage peuvent servir 2 améliorer les poids a
I’aide d’un processus de calage. La variance des estimations
résultantes s’en trouvera réduite si les variables auxiliaires
et celles auxquelles on s’intéresse sont étroitement
corrélées. Nous désirons un autre jeu de poids qui se
rapprochera au maximum des poids initiaux. Pour procéder
au calage, on doit spécifier une mesure de I’écart entre les
poids initiaux et les nouveaux poids. Plusieurs fonctions de
distance ont été avancées; lire a ce sujet Deville et Sirndal
(1992), Deville, Sirndal, et Sautory (1993), et Singh et
Mohl (1996). Toutes ces fonctions pourraient servir au
calage a deux phases cependant, nous nous limiterons a une
seule d’entre elles, soit la fonction généralisée des moindres
carrés (GMC). Pour un ensemble arbitraire d’unités s, cette
fonction prend la forme

Iy,

3.1

Wy
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ou {w, : kes} représente les poids initiaux, {w : ke s}, les
nouveaux poids calés et {C, :kes}, les facteurs positifs
spécifiques qui contrlent I'importance relative des termes
de la somme. A chaque étape, on minimise la mesure GMC
de la distance grice aux facteurs C, appropriés, sous
réserve de certaines contraintes. Au terme des deux
calages, on dispose d’un jeu de poids globaux calés.

i) Premier calage (de s,a U).

Les poids d’échantillonnage de la premiere phase
{w,,: kes} servent de poids initiaux. Soit {C |, :kes,},
les facteurs positifs préétablis. On détermine les poids calés
de la premiére phase en minimisant la distance GMC

1 (Wk‘wk)z
D] =_Es Clk 1 ]
2 1 w

(3.2)
1k

sous réserve de 1’équation de calage de la premiere phase

o WX = Dy Xy (3.3)
ol le total } , x,, est connu. Notons que ce calage ne fait
pas intervenir I'information sur x,, car elle n’est disponible
que pour s,.

Les poids résultants sont

Wi =W 8 (3.4)
avec
gl X1k
+(EU X1k _Esl wlkxlk) Lo B
1k
et
wlkxlkxlk
T =3, ——— (3.6)

lk

Une partie des valeurs w,, obtenues en (3.4) peuvent €tre
négatives ou nulles. Maints utilisateurs préférent travailler
avec des poids positifs. On peut rectifier la situation en
greffant I'inégalité w,, >0 a (3.3) pour toutes les valeurs
ke s, . Contrairement a ceux de (3.4), les poids résultants ne
s’expriment pas sous une forme explicite.

ii) Deuxiéme calage (de s, 2 5,).

On se sert de {W, w,,,k€s,} comme poids initiaux,
W, venant de (3.4). Ces poids intégrent I’information sur x,
pour ’ensemble de la population. En les appliquant aux
données {y,:k¢es,}, on obtient un estimateur envisa-
geable, soit ¥ =) w1 W V- Néanmoins, puisqu’ils
n’intégrent pas I’ information existante sur la valeur de Xy,
dont on dispose pour kes;, ces poids peuvent Etre
améliorés par un deuxieme calage. Soit {C,, :k¢s,}, les
facteurs positifs spécifiques. On obtient les poids globaux
calés W, en minimisant

Cop (W = Wy, Wy, ) 3.7

1
D, :—Esz

Wi Wo
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sous réserve de 1’équation de calage de la deuxie¢me phase

Esz WX, = Esl WX

(3.8)

ol x, =(x/,,x,.) . Les poids globaux calés qui en
résultent sont

W;c = Wk* gk* (3.9)
oll

k= 8u8u (.10

et g,, estissude (3.5), tandis que g,, correspond 2

x
& =1 +(Zs, WXy _Esz Wlkakxk)l (T2)—1C_k (3.1

2k

pour kes,, et

~ '
B WieWo Xp X
h=2w — (¢

2k

(3.12)

Une fois de plus, il arrive que g, ait une valeur nulle ou
négative, mais on peut faire en sorte qu ’elle soit positive en
ajoutant a (3.8) I'inégalité wk >0 pour kes,.

Apres avoir déterminé les poids globaux W) grice a
I’équation (3.9), on obtient I’estimateur de ¥

5>

Remarque 3.1: L’approche qui précéde peut soulever un
probléeme. En effet, il se peut que g,, prenne une valeur
nulle ou négative, auquel cas (3.7) ne permet pas de
mesurer 1’écart. Ce probléme ne se pose pas pour quelques
grandes applications comme la stratification a posteriori,
car les valeurs 'g,, qui s’y associent sont toujours
supérieures a zéro. Si g, dépasse toujours zéro, on peut
accepter le critere de minimisation établi par (3.7). Sinon,
il doit étre modifié. Une solution éventuelle consiste a
imposer les contraintes précitées pour que w,, ait une
valeur positive pour les unités k¢ s,. Une autre serait de
remplacer C,, dans (3.7) par

Wy (3.13)

C_ 1k
Cou=Cy—
1k

Il s’ensuivrait que

WiWau  w,)
qui est toujours positif. On peut montrer que les facteurs g
de (3.9) correspondent a g, = g1t &y — 1, ol g, venant
de (3.5), comme avant, et g, de (3.11), pourvu qu’on
définisse plutdt ainsi 7, comme
w,:x X'k

k C2k

T, =

A notre avis, qu’on choisisse la forrne multiplicative
g =g, 8y Ou la forme additive g =8+t &y 1 les
estimations ne s’en ressentiront guére dans la majorité des
applications. Nous pensons en effet que les deux estima-
tions ponctuelles seront voisines et qu’il en ira autant pour
I’estimation de la variance.

Remarque 3.2: Borner les poids n’a habituellement qu'une
incidence négligeable sur les estimations. Comme on peut
le lire dans Stukel, Hidiroglou et Sirndal (1996), les
travaux récents sur le calage dans le cadre de plans
d’échantillonnage a une phase montrent que des jeux de
poids g légérement distincts débouchent sur les estimations
ponctuelles presque identiques. Certains ont derni€rement
mis au point des logiciels de calage, notamment celui décrit
par Deville et coll. (1993), qui minimise une fonction de
distance afin que les facteurs g résultants soient bornés en
haut et en bas.

Remarque 3.3: Les données auxiliaires du tableau 1
peuvent étre utilisées de plusieurs maniéres pour le calage
a deux phases. Si on prend notamment I’équation de calage
de la deuxieme phase définie en (3.8), trois spécifications
poss1b1es pour le vecteur x, sont: i) x, = (x{,,X,,)"; ii)
X, =X,,; etiii) x, = x,,. Voici ce que nous pensons de ces
possibilités, qui donnent les poids calés de la premiere
phase de (3.4) apres calage a la premiére phase.

La spécification i) x, =(x,,,X;,)’, que préconisent
Sdrndal et coll. (1992), exploite toute 1’information
disponible. A cet égard, la spécification est donc idéale.
Les cas ii) et iii) négligent une partie des données. Le cas ii)
présente parfois de I’intérét, méme si certaines données sont
perdues; on en trouve un exemple a la partie 7.1. Le cas iii)
implique que les données {x,,: k€ s, } sont observées mais
gu’on ne s’en sert pas. Nous ne nous y attarderons donc pas
davantage. Nous avons baptisé€ x, = (x/,, x,,)" le vecteur
complet et X, = x,, le vecteur réduit.

On peut procéder au calage de la deuxi¢me phase du
vecteur réduit x, = x,, sans perdre beaucoup d’informa-
tions si x,, constitue un bon substitut a x, ., ainsi que I’a
aussi observé Dupont (1995). Si x,, complete x,,,
cependant, on devrait plutdt se servir du vecteur complet
x, = (x{,,x,,)" pourle calage décriten (3.7). Sans cela, on
perdra une partie appréciable de I’information et la variance
pourrait augmenter.

Remarque 3.4: Les vecteurs complets et réduits x,
donnent les poids globaux W calés sur x,,, de s, a 5;. En
d’autres termes, ) zwkak Y. W 1%y car (3.8) se vérifie
et x,, estinclus dans x 2 Le vecteur complet et le vecteur
réduit se distinguent néanmoins pour ce qui est du calage
fondé sur x,. Si on se sert de la spécification du vecteur
complet 2 la deuxiéme étape, les poids globaux sont calés
& apres x, des,as etdes aU Bref, } kalk

Yo WXy, =YXy, Avec la spemflcatlon di vecteur
redmt en revanche, les poids globaux W, résultants sont
calés sur x,, de s, & U a cause du calage de la premiere
phase. End autres termes Y, wlkxlk Y% Usnesont
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toutefois pas calés de s, & s,, parce que x, n mterv1ent
pas dans le deuxieéme calage Par conséquent, ) w kxl P
Y. RPN = ) X, Silenquéte requiert un systéme de
pondération reproduisant la somme Y./, connue, on doit
donc recourir 2 la spécification du vecteur complet.
Jusqu’a présent, nous nous sommes restreints au cadre
général du calage quand existent deux couches de données
auxiliaires. Ce cadre ne réveéle toutefois rien des nombreuses
formes intéressantes que peut prendre 'estimateur ¥ de
(3.13) avec des données d’un certain type. La partie 7
fournit quelques illustrations. Nous commencerons par
aborder trois points d’intérét pratique pour virtuellement
n’importe quelle grande enquéte: i) la stratification a
posteriori 6u, d’une maniere plus générale, 1’existence
d’information auxiliaire sur divers sous-groupes de la
population (partie 5), ii) ’estimation de domaines d’intérét
(partie 6) et iii) ’estimation de la variance (partie 6).

4. L’ESTIMATEUR DE CALAGE A DEUX
PHASES EN TANT QU’ESTIMATEUR
DE REGRESSION

* L’estimateur de calage (3.13) peut étre exprimé
autrement grace a la formule (4.1) qui suit. La nouvelle
expression lie I’estimateur exactement a ’estimateur de
régression pour les plans d’échantillonnage a deux phases
présentés par Sdrndal et coll. (1992, chapitre 9).

Théoréme 4.1: Quand les poids globaux w; calés sont
établis au moyen de I’équation (3.9), I’estimateur de calage
(3.13) est identique a I’estimateur de régression a deux
phases

r=3, ﬁ1k+zs1

ol y,, et y,, correspondent aux prévisions de régressions
successives, de sorte que

wlk(ﬁZk _yAlk) + wk* (yk _ﬁZk) (41)

Vi =X B, 4.2)
avec
B oot E WXy I . we X1 O~V
TR, S S )
1k 1k
et T, est donné par (3.6), tandis que
Vo =% B, (4.4)
ol
A . W, W, X,y
B, = T21 1k T2k 4.5)

Sy C

et T, est donné par (3.12).

La preuve de ce qui préceéde nécessite des calculs
algébriques fastidieux mais simples. Nous ne la repro-
duirons donc pas ici.

2k
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Nous verrons maintenant qu’on peut arriver a (4.1) en
deux étapes, au moyen de ’estimation par régression. En
premier lieu, supposons que la variable y, a laquelle on
s’intéresse a été observée pour I’ensemble de I’échantillon
de la premiere phase s,. On dispose de données auxiliaires
sur x;, pour k€s, et connait le total de la population
Y X1 L'estimateur de régressionde y = )", , serait donc

F=3, %+ X,

X, v (T, wedh) @)

Le premier terme de la derniere expression correspond
a I’estimateur Horvitz-Thompson (hypothétique) de ¥ pour
la premiere phase. Le deuxiéme et le troisitme termes
representent un ajustement de régression en vertu duquel on
prédit ylk selon la regress1on de y, ajustée sur x,,, pour
kes,. Bref, y& X/ B0

Wik (yk —ﬁ&)

A0 -1 Wik Xue Vi
Bl-1'y, A2
1k

Soulignons que Y, oy =Xy X)) B? ol ), x;, est
connu. Aucun des termes de (4.6) ne peut toutefois étre
calculé directement car on n’observe y, que dans
I’échantillon de la deuxiéme phase. Il faut donc procéder
a une autre estimation par régression. Pour cela, on
remplace le terme Z Wi inconnu de (4.6) par
I’estimateur de regress1on conditionnel

Esl Wiydue * Zsz we (¥e=Py)

ou y,, =x, B, et B, donné dans (4.5), prédit y, d’apres la
regress10130de Y sur x,, qu’on connait _]USA u’.ﬁ s,- Le
vecteur B dont on a besoin pour calculer p;, inclut une
matrice T, connue et un vecteur inconnu

E Wik Xy
i Ci

4.7

En appliquant un estimateur de régression au vecteur
inconnu, on obtient B, qui apparait dans (4.3) et peut
remplacer B(I). Ces deux substitutions dans (4.6) abou-
tissent a I’estimateur de régression a deux phases de (4.1),
qui est identique a I’estimateur de calage (3.13).
Remarque 4.1: Une solution plus directe a E1 en (4.3)
consisterait a n’utiliser que I’échantillon de la deuxiéme
phase. On aurait ainsi obtenu

.
B =¥ Wi Xy X, ) Wi X1l
1,alt Sy C 5y C
2% 2%
Ljes prévisions res,ulta.mtes Pk an = X1 B1 alt rempl}aceram;nt
P, dans (4.1). L’estimateur de regressmn n’est néanmoins
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pas identique 2 (3.13) et s’avere moins efficace, car B
exploite moins d’information sur x,, que B,.

1,alt

5. GROUPES DE CALAGE

Nous appliquerons ici les résultats des parties 3 et 4 au
cas important ol les données auxiliaires du tableau 1
renferment des précisions sur des sous-ensembles complets
dela population Uet de I’échantillon de la premiére phase s,
s’excluant mutuellement. Ces sous-ensembles sont
désignés U,i=1,..,1, et ceux de I’échantillon de la
premiere phase, Sy J = 1,...,J. On les appelle des groupes
de calage, pour des raisons qui deviendront plus claires par
la suite. Les strates a posteriori sont une forme simple de
groupe de calage.

Les vecteurs A, et A, indiqueront I’appartenance de
'unité £ aux groupes de calage U, et 8y respectivement.
Ces groupes sont identifiés par

A]k:(sllk’ s 81;‘1& ...,811k)’ 5.1)
avec
1 si kel
51,'1: = pour i=1,..,1 (5.2)
0 autrement
et
AZk = (521k’ “aey 82jk’ eevy SZJk)’ (53)
avec
1 si kes),
521k = pour j=1,..,J (5.4)

0  autrement

Outre I’information concernant I’inclusion au groupe, qui
est qualitative et établie par A, et A,,, on pourrait disposer
d’informations sur les variables quantitatives (continues ou
discretes) de ’unité £. Nous les appelons «variables auxi-
liaires complémentaires». Les données discrétes sur une
unité (entreprise) venant d’une enquéte aupres des
entreprises pourraient comprendre un code d’industrie ou
un code d’emplacement. L’information sur les variables
quantitatives pourrait aussi se rapporter au nombre
d’employés ou au chiffre d’affaires brut de 1’unité.
Certaines variables auxiliaires complémentaires pourraient
gtre connues pour I’ensemble de la population ou seulement
pour I’échantillon de la premiere phase.

Nous supposerons ici que le vecteur x,, servant a
établir les facteurs g de la premiére phase est structuré
comme suit

X =81, B, (5.5)
ol z;, de la dimension Q, correspond au vecteur des
variables auxiliaires complémentaires dont on dispose pour

I’échantillon de la premiere phase. Les exigences en
matiere d’information du tableau 1 s’appliquent au vecteur
x,,. End’autres mots, il faut savoir soit I’appartenance au
groupe indiquée par A, et la valeur de z,, pour tous les
éléments ke U, soit le total ZU’_ z,, de chaque groupe pris
séparément, i = 1, ..., 1.

Quand x,, adopte la forme présentée en (5.5), on peut
établir les facteurs g, de (3.5) du groupe, un groupe a la
fois. La matrice T, de (3.6) a inverser est une matrice
quasi-diagonale a /Q, dimensions. La matrice quasi-
diagonale type de dimensions Q| par ), est représentée
par

!
B Wir S Zik
Tli - E —
S1i C
1k

pour i=1,..,1. L’inverse de T, est aussi une matrice
quasi-diagonale avec pour matrices diagonales (T“)" . Les
blocs de la matrice inverse de T, qui ne se trouvent pas sur

la diagonale sont des matrices nulles. De (3.6), on tire donc

z

gu=1+ (EU,. Ty~ Es“ Wik zlk)’ (Tu) : C_lli
pour k€s,;,i=1,..,1, ou T}, vient de (5.6). Notons que
les poids w,, résultants sont identiques a ceux obtenus
quand on proceéde au premier calage un groupe a la fois, le
groupe i étant calé sur le total connu ), z,,, c’est-a-dire
Zs”wlkzlk = ZU,. T pour i=1,.., 1 L’appellation
«groupes de calage de la premiere phase» convient donc
parfaitement aux groupes U,.

Examinons maintenant les facteurs g, de la deuxiéme
phase donnés en (3.11). Ces facteurs reposent sur les
vecteurs auxiliaires x,, qu’on doit connaitre pour les unités
kes,. On présume que x, renferme de I’information sur
les groupes de la deuxieme phase, de sorte que

1 AT ’
x|, =N, 7,

(5.6)

5.7

(5.8)

oli A, représente l'identificateur des groupes de la
deuxieéme phase et z, est 1a valeur du vecteur des variables
auxiliaires complémentaires disponibles, pour k€s,.
Puisque les exigences du tableau 1 s’appliquent, A,,
(I’appartenance aux groupes de la deuxiéme phase) et la
valeur de z, (le vecteur auxiliaire complémentaire) doivent
étre connus pour toutes les valeurs k€s,. Dans ce cas, z,
peut comprendre une partie ou la totalité de I’information
de x,, fournie par (5.5), ainsi que tout autre renseignement
disponible pour les unités k€ s,.

Quand x, ala structure indiquée en (5.8), on peut aussi
obtenir les facteurs g,, en les calculant groupe par groupe.
Le fait que la matrice & inverser dans (3.11) soit une matrice
quasi-diagonale autorise pareille simplification. On parvient
donc a

%

8y=1+ (Es,j WikZe~ Eszl. wlkw2kzk)/ Tz—'l o (5.9
%

pour k6szj = sznslj,j =1,...J, ol
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W W, 2,2,
-y Dttty (5.10)
Y Cx
Les poids globaux w, =w, g, résultants ol g, = g,, 8y,

sont les mémes que ceux obtenus quand on procede au
deuxieéme calage un groupe a la fois, le groupe j étant calé
d’ apres la quantité Z wlk Z, qui est connue. Bref,
Y. Wiz, =Y, wlkzk pour] =1,...,j. Les groupes s,
sont baptisés «groupes de calage de la deuxieme phase»
Nous sommes maintenant en mesure de calculer g,, et g,,
groupe par groupe avec (5.7) et (5.9). On estime toujours
le total Y avec (3.13).

6. ESTIMATION DES DOMAINES ET
DE LA VARIANCE

Les parties qui précédent traitaient de I’estimation du
total de y au niveau de la population prise dans son
ensemble. La plupart des enquétes nécessitent aussi
cependant des estimations pour divers domaines ou sous-
populations auxquels on s’intéresse. Les demandes
concernant 1’estimation d’un domaine peuvent surgir avant
ou apres I’échantillonnage. Les données auxiliaires jouent
un rdle essentiel pour les domaines. On pourra se procurer
I’estimation précise d’'un domaine (méme petit) i) si les
groupes de calage et les domaines d’intérét concordent
étroitement, et ii) si les variables auxiliaires illustrent un
fort lien de régression avec la ou les variables qui suscitent
I’intérét.

Notons U, (U, < U) un domaine de la population U
qu’on aimerait estimer. Le total y du domaine U, se définit
par Y(d) = ZU V= YuYe(d) oty (d)y=y, sikeU, et
y, (d)=0sik 3 U,.

L’estimateur deY (d) est

P(d) =3, Wy (d) ©.1)
oll les poids globaux calés W, =w, g, peuvent étre
calculés un groupe a la fois tel qu’indiqué a la partie 5. On
établit les facteurs de calage g, et g,, a partir de toutes les
données auxiliaires disponibles, ainsi qu’on le mentionne
au tableau 1. Dans ce sens, les poids globaux calés W, qui
en résultent sont donc les meilleurs qui soient. Remarquons
que ces poids sont indépendants des domaines particuliers
de I’enquéte a estimer.

Pour établir I'estimateur de la variance de I’estimateur
total du domaine Y (d), on recourt a une méthode reposant
sur le plan d’échantillonnage. En d’autres mots, la variance
est interprétée en fonction d’un tirage répétitif d’échan-
tillons s, et s,. S#rndal et coll. (1992) donnent des
précisions sur cette technique de dérivation (résultat 9.7.1
p. 362). Les probabilités d’inclusion du premier et du
deuxiéme ordre sont intégrées aux poids qui entrent dans la
formule de la variance. Les poids associés a 1’échantillon
de la premieére phase sont w,, = 1/m,, et w,, =1/m,, ol
n,,, =P (k and {€s,). IIs ont pour contrepartie w,, =1/m,,
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et w,, =1/m,, o m,, = P(k and (€5, |s,) aladeuxieme
phase. On a aussi besoin de deux jeux de résidus de
régression, un par phase. L’estimateur de la variance de
7 (d) correspond 2

v{f’(d)} =
E E Ware W W = Wi ) (881, (d) (8484 (D))

kes, les,

E E WW1 (W Wy = o) (880 () (885 (d.

kes,, les,

6.2)

Soulignons que lorsque k ={ nous avons w,, =w, et
W, = W,, en (6.2). Spécifions maintenant les résidus de
régression de (6.2), en présumant qu’il existe des groupes
de calage de premiere phase U,i=1,..,1, etde deuxieme
phase 81,00 = .,J, ainsiqu’on'a exphque ala partie 5.

Les sous- ensembles associés A ’échantillon sont dénotés
ainsi: s, =s,NU;; 8y =8, NSy Les valeurs résiduelles
nécessaires a (6 2) sont les suivantes, pour k€ (s,,N U,),

ey (d) =y, (d) -z}, B, (d) (6.3)
et pour ke (szjn U,
ey (d) =y (d) - 7', 21 (d) (6.4)

Les vecteurs de régression estimés ﬁl ,(d) et 1§2j (d)
correspondent &

A

B (d) =
Es. W2y V() +Es. wy 2, (7, (d) = Py () 6.5)
1 Clk 2% Clk
ol T, vient de (5.6), et
A -1 W Wor 2y (d)

C2k

avec sz est donné par (5.10), et

Y (d) = sz (d) pour ke(s nU).

Remarque 6.1: Notons que pour chaque nouveau domaine
d’intérét, I’estimateur de la variance (6.2) nécessite deux
nouveaux jeux de résidus dépendants e, (d) et e,, (d). On
en a également besoin pour toutes les unités k£ de
I’échantillon s, de la deuxiéme phase, y compris les unités
n’appartenant pas au domaine. Estimer la variance d’un
domaine peut donc s’avérer fastidieux.
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Remarque 6.2: Dans la pratique, on calcule rarement la
variance estimée comme une double somme. Au terme de
certaines transformations algébriques, il est possible de
simplifier la double somme en somme simple dans certains
plans d’échantillonnage importants. C’est le cas notamment
de Iéchantillonnage simple et de 1’échantillonnage aléatoire
simple stratifi€, pour les deux phases. Sidrndal et coll.
(1992) ont donné le développement algébrique explicite de
la variance pour le premier cas, tandis que Hidiroglou
(1995), et Binder, Babyak, Brodeur, Hidiroglou et Jocelyn
(1997) en ont fait autant pour le second.

7. APPLICATIONS AVEC STRATIFICATION
A POSTERIORI A LA PREMIERE PHASE

7.1 L’échantillon fiscal de Statistique Canada

Statistique Canada applique présentement 1’approche du
groupe de calage examinée a la partie 5 a son plan d’échan-
tillonnage a deux phases des dossiers de I’impot.
L’exemple a son importance car il permet d’étendre la
méthode classique de stratification a posteriori des plans
d’échantillonnage a une phase aux plans d’échantillonnage
a deux phases. Armstrong et Saint-Jean (1994) décrivent la
technique d’échantillonnage, les critéres de stratification a
posteriori et les estimateurs. Nous verrons maintenant
comment parvenir & ces derniers en prenant un cas
particulier de la méthode présentée a la partie 5. Dans
chaque phase, on utilise comme plan d’échantillonnage la
stratification de Bernoulli, selon la technique du nombre
aléatoire permanent. Chaque stratification s’appuie sur des
crittres différents. A cause de I’ echantlllonnage de
Bernoull, la taille de 1’échantillon varie de fagon aléatoire
a chaque étape. Pour compenser la tendance 2 la hausse
résultante de la variance, on procéde & une stratification
a posteriori aux deux phases de 1’échantillonnage. Les deux
crittres de stratification different. En réalité, les deux
stratifications se recoupent. Pour reprendre la terminologie
de la partie 5, les strates a posteriori de la premiére phase
correspondent aux groupes de calage de la premiere phase,
notés U,;i=1,..,1, et appartenance de 'unité £ a un
groupe est 1nd1quee par le vecteur A,,, donné en (5.1). Les
strates a posteriori de la deuxiéme phase équivalent aux
groupes de calage de la deuxieéme phase. On les note
8y»J =1,..,J et I'inclusion de I'unité k£ & un groupe est
51gna1ee par le vecteur A,, qui apparaiten (5.3).

On effectue le premier calage grice a I’information sur
la taille des strates a posteriori de la premiére phase N.,.
Cette enquéte ne procure pas d’autres données complémen-
taires donc z;, = 1 pour toutes les valeurs & de (5.5), ce qui
donne x,;, = A,,. Enétablissant que C,, = 1 pour toutes les
valeurs £, de (5.7) il découle que

gy =N,/ N, (7.1)
pour toutes les valeurs k€ s,, ol N Z Wik estime la
taille connu de la strate a posteriori de la prermere phase N,

et s, =s,n U, indique la partie de I’échantillon s, de la
premiere phase qui se retrouve dans la strate a posteriori de
la premiére phase U..

Pour parvenir a ’estimateur d’ Armstrong et de Saint-
Jean (1994), on effectue un deuxiéme calage avec x PR
En d’autres termes, z, = 1 pour toutes les valeurs k de (5.8).
Il s’agit de la spécification du vecteur x, réduit puisqu’elle
n’intégre pas x,,. En stipulant que C,, = 1 pour toutes les
valeurs k€5, ;, eten utilisant (5.9) et (3.10), on parvient aux
poids globaux calés

. N N,
8 == = (7.2)
Nli NZJ
pour toutes les valeurs de kes, ., ,» ol
R LN L . (N .
lez — le';NZj:E — Nzy (71.3)
=N, =LUN,
avec NIU Z et Nzy Ls, w, . Dans le cas qui nous

intéresse, s, s2 ﬂsl désigne la partie de I’échantillon s,
de la deuxieme phase qui tombe dans la strate a posteriori s, I
de la deuxieéme phaseet s,, = U.Ms, ; =s,NU,Ns,,.
Il s’ensuit que l’estlmateur du total YJ (d ) pour un domame
donné U, correspond a 7(d) = Y. wk & v,(d), soit

I J N.
(CIEDY E A” Y.,
2/'

Wk* Y, (d).
=1 N, 1

L’estimation de la variance exige deux résidus qu’on
peut facilement tirer des expressions générales présentées
a la partie 6.

Il existe d’autres solutions 2 la spécification du vecteur
réduit x, = A, eton s’en sert effectivement dans I’enquéte.
Voyons donc a quoi ressemble 1’estimateur avec la
spécification du vecteur complet. Pour le premier calage,
supposons comme avant que x,;, = A, ce qui correspond a
z,, = 1 pour toutes les valeurs k de (5.8). L’équation (7.1)
donne les facteurs g, de la premiere phase. Les données
d’enquéte disponibles permettent d’affecter chaque unité
kes, aunedes Ix J cellules issues du croisement des deux
criteres de stratification a posteriori. Par conséquent, le
vecteur x, du deuxieéme calage peut s’exprimer de la
maniere suivante:

X, =704, (7.4)

Il s’agit de la spécification du vecteur complet
puisqu’elle inclut A, qui véhicule I’information de la
premiere phase. Spécifions aussi que C,, = 1 pour toutes
les valeurs k. Puisque (7.4) emprunte la méme forme que
(5.8), les facteurs g,, de la deuxieéme phase peuvent étre
tir€s de (5.9) un groupe a la fois avec z, =A . Les
facteurs de calage globaux sont donnés par

* ]vl NIU
& T = (7.5)
Nli N2ij
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pour toutes lf:s valeqrs kes,, . Ici ]\71,. est défini dans (7.1),
tandis que N“j et N, sont fes mémes que dans (7.3). Ces
facteurs de calage gl’obaux viennent du produit de deux
facteurs de calage obtenus par stratification a posteriori. Ils
sont positifs et bien définis, pourvu que les cellules de
I’échantillon s, ne soient pas vides. On préconise le
groupement des petites cellules de s, & des cellules non
vides de plus grande taille pour une estimation stable. Ainsi
qu’on le soulignait dans la remarque 3.4, les poids globaux
dérivant de (7.5) reproduisent la taille connue N,, des
strates a posteriori de la premiére phase, mais ceux issus de
I’équation (7.2) ne le font pas.

Remarque 7.1: Comparons les facteurs de calage (7.2) et
(7.5) qui découlent respectivement de la forme réduite et de
la forme complete (7.4). Ces deux facteurs x, = A,, sontle
produit de deux termes. La seule distinction se situe au
niveau du second terme. Dans les deux cas, le calcul du
deuxieme terme nécessite des données recoupées. En
d’autres mots, pour chaque valeur k€ s, il faut identifier la
cellule de recoupement ij a laquelle appartient k. En ce qui
concerne le vecteur réduit, I’information des cellules est
regroupée dans les groupes de la premiére phase.
L’information reste toutefois distincte pour le vecteur
complet, de sorte que les poids résultants devraient s’avérer
plus efficaces.

Remarque 7.2: Pour le deuxieme calage, une solution de

rechange 2 (7.4), qui saisit aussi I’'information relative aux

strates a posteriori de la premiére phase, consiste a prendre
1 1 !

Xp = (Alk’ Azk)' (7.6)

Notons qu’avec une telle spécification, on ne compte

gu'un groupe de calage a la deuxieéme phase, en
’occurrence tout I’échantillon s, de la premiére phase.

7.2 Cas de ’Enquéte canadienne sur I’emploi,
la rémunération et les heures

L’Enquéte sur ’emploi, la rémunération et les heures
(EERH 1994) couvre tous les secteurs de I’industrie
canadienne et recueille des données sur quatre grandes
variables: 1) les salaires et les paiements versés aux
employés (notés z,; ou paye); ii) le nombre d’employés
(zy; emploi); iii) le nombre d’heures travaillées par les
employés (y,; heures) et iv) le sommaire de la rémuné-
ration (y,; rémunération).

L’EERH recourt & un plan d’échantillonnage stratifié a
deux phases. En un premier temps, on préleve un échan-
tillon des comptes de retenues sur la paye au moyen d’un
plan d’échantillonnage stratifié de Bernoulli, le taux
d’échantillonnage des strates variant de 10 % a 100 %. Les
strates sont établies par région, c’est-a-dire une ou plusieurs
provinces. Nous décrirons I’estimation de 'EERH en
fonction d’une région spécifique.

On commence par la transcription de deux variables, la
paye (z,) et le nombre d’employés (z;), pour les unités
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sélectionnées dans I'échantillon de la premiére phase. A
I’étape suivante, on préléve un échantillon aléatoire simple.
Les données sur les deux variables y, et y, auxquelles on
s’intéresse sont recueillies pour les répondants inclus dans
Péchantillon. Les unités échantillonnées sont en outre
classées en fonction de la province et du secteur d’activité.
L’échantillon de la premiére phase subi une stratification
a posteriori selon la taille des effectifs. Il s’agit des groupes
de calage de la premiére phase, qui sont notés Uj;
i =1, ..., 1. Onprésume que la taille des groupes, indiquée N,
pour i =1, ..., est connue. Le vecteur x,,, qui sert au
premier calage prend la forme (5.5), o A, est donné par
(5.1)et z,, = 1 pour toutes les valeurs k. Onchoisi C, =1
pour toutes les valeurs k. De (5.7) il découle que les
facteurs g de la premiere phase correspondent a

gy = N,/N, (1.7)

pour toutes les valeurs kes,, =s,(1U,, ou ]\7], = Zsl_wlk,
i=1,..,1 ’

Passons au deuxiéme calage. On utilise pour cela les
groupes de calage s, , j = 1, ..., J, identifiés par le vecteur
A,,, qui apparait en (5.3). Ces groupes reposent sur une
classification par province et par industrie. Ils sont
construits i) pour que y, et les deux variables z-présentent
une forte relation de régression et ii) pour que chaque
groupe comprenne au moins 30 observations. Le vecteur
x, aJ(I +2) dimensions du calage de la deuxieme phase
est donné par

X = A0 ® (A 2y 23) (7.8)
En vertu de cette spécification (voir le tableau 1), chaque
valeur kes, peut étre classée dans une des /xJ cellules
créées lors du croisement des groupes de calage des deux
phases. Soit s, =5, ﬂslj; Sy = sljﬂ U Sy, =5, ﬂsw. On
doit aussi connaitre la valeur des variables quantitatives z,,
(paye) et z,, (nombre d’employés) pour k€s,. Le vecteur
spécifié x, en (7.8) est complet parce qu’il integre
x;, = A,,. Saversion réduite, qui exclurait les groupes de
la premiére phase, correspondrait a x, = A), ® (z,,,24,) -

Comme dans I’exemple 7.1, deux jeux de groupes de
calage se recoupent.

Puisque le vecteur x, de (7.8) a la méme structure qu’en
(5.8), on se sert de I'équation (5.9) pour dériver les facteurs
g de la deuxiéme phase pour chaque groupe j =1, ..., J. De
(7.8), il découle qu’on ajuste une régression distincte de y,
sur §, =(z,,,2,) & chaque groupe de calage de la
deuxiéme phase, les coordonnées a Vorigine variant au
niveau des groupes de calage de la premicre phase.

Si C,, = 1 pour toutes les valeurs k et si on retient la
forme additive g, = 8 * &y~ 1, pour I'ensemble des
facteurs de calage, on obtient, aprés quelques transforma-
tions algébriques

* 1 =
% =G,Gyy~ HT;'(, - T, )

pour toutes les valeurs k€s,, , ol
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Il s’ensuit qu on g)eut écrire I’estimateur (6.1) sous la
forme P(d) = Z, 12 1Y, (d) avec
jj*"zu (d) ¥ (—Cs

f}ij(d):GliNlij{ C ),B (d)

Vs, d) = Lo, Wi 'V @)IN,

et B d)=(T;) Z, 12, wi (G- C REACH

La forme de Y(d) est facile a salslr Il s’agit des
estimations de Y. y (d), pour les cellules / et J, chacune
refletant la régression de y, (d) sur .. Précisons qu’on
obtient la pente bidirectionnelle du vecteur B (d) en
groupant les données des groupes de la premiére phase car
la spécification (7.8) de x, autorise la variation des
coordonnées a I’origine mais pas celle des deux pentes de
la régression pour les groupes de la premiére phase.

8. CONCLUSIONS

Les plans d’échantillonnage a deux phases présentent
I’avantage d’étre économiques et efficaces. Cet article
propose une théorie générale, applicable a de tels plans
quand on dispose de données auxiliaires a chaque étape.

L’objectif consiste a intégrer cette méthode des enquétes
adeux phases au Systeme généralisé d’estimation (SGE) de
Statistique Canada décrit dans Estevao et coll. (1995). Le
SGE est un programme général actuellement utilisé pour
I’estimation de domaines dans le contexte de plans d’échan-
tillonnage 4 une phase arbitraires. Il incorpore des données
auxiliaires au processus d’estimation. L’article élargit les
principes fondamentaux du SGE aux plans d’échantillonnage
a deux phases, y compris I'idée majeure des groupes de
calage.

Enfin, nous avons illustré 1’application de cette théorie
grice a deux enquétes courantes de Statistique Canada. De
par sa nature générale, la théorie pourrait s’appliquer a tout
plan d’échantillonnage a deux phases qui fait appel a des
données auxiliaires.
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