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Tirage et maintenance d’un panel stratifié de taille fixe

F. COTTON et C. HESSE!

RESUME

Les offices statistiques constituent souvent leurs panels d’entreprises par tirages de Poisson, ou par tirages stratifiés de taille
fixe et a probabilités uniformes dans chaque strate. A ces tirages correspondent des algorithmes utilisant des numéros
permanents suivant une loi uniforme. Comme les caractéristiques des unités évoluent, il est nécessaire d’effectuer
périodiquement des retirages tout en cherchant a conserver le maximum d’unités. La solution par tirage de Poisson est la
plus simple et donne le recouvrement théorique maximal, mais avec I’inconvénient d’une taille aléatoire de I’échantillon.
Par contre, dans le cas du tirage stratifié de taille fixe, les changements de strates occasionnent des difficultés venant
justement de ces contraintes de taille fixe. Une premiere difficulté est qu’on diminue le recouvrement, d’autant plus que
la stratification est fine. Or c’est ce qui risque de se produire si les naissances constituent des strates a part. On montre
comment le fait de rendre équidistants les numéros avant les retirages peut servir a corriger cet effet. L’inconvénient, assez
faible, est que dans chaque strate le tirage n’est plus un tirage aléatoire simple ce qui rend moins rigoureuse 1’estimation
de la variance. Une autre difficulté est de concilier le retirage avec une rotation éventuelle des unités dans 1’échantillon.
On présente un type d’algorithme qui prolonge apres retirage la rotation avant retirage. Il est basé sur des transformations
des numéros aléatoires servant aux tirages, de facon & se ramener au retirage sans rotation. Ces transformations sont
particulierement simples quand elles portent sur les numéros équidistants, mais peuvent aussi se faire avec les numéros
suivant une loi uniforme.

MOTS CLES: Panel; tirage stratifié de taille fixe; tirage aléatoire simple stratifié; recouvrement maximal; rotation de

I’échantillon; numéros équidistants.

1. INTRODUCTION

On considere les tirages successifs d’échantillons
destinés & suivre dans le temps I’évolution de sommes de
variables, plus généralement de fonctions de sommes, dans
une population. Par exemple, il s’agit d’une population
d’entreprises ou d’établissements dont on veut suivre
I’évolution mensuelle des ventes. L’idéal serait de pouvoir
conserver un échantillon constant, mais des mouvements
démographiques I’empéchent et on peut ne pas le souhaiter,
compte tenu de la charge que supportent les enquétés.

Les méthodes de sélection des unités présentées dans cet
article sont soumises aux trois contraintes suivantes.

Premierement, il est nécessaire d’introduire régulicre-
ment les naissances et de tenir compte des morts.

Deuxiémement, le tirage fait intervenir des caractéris-
tiques évolutives d’unités, comme la taille ou I’activité
principale d’entreprises. Ces caractéristiques peuvent servir
a moduler les probabilités d’inclusion. Notamment, il est
souvent judicieux de faire croitre ces probabilités avec la
taille des unités si I’on estime des sommes de variables
corrélées avec cette taille. De plus, ces caractéristiques
peuvent intervenir comme criteres éventuels de stratifi-
cation. Dans cet article, une strate signifiera un sous-
ensemble de la population a I'intérieur duquel le tirage est
a taille fixe, a un arrondi prés. Or les critéres ayant servi a
la stratification du premier tirage deviennent «inexacts»
comme ’activité principale de I’unité, ou de moins en
moins corrélés avec les variables d’intérét comme la taille.

Il s’ensuit une augmentation progressive de la variance des
estimations. Pour y remédier, il convient de faire de temps
en temps un retirage de I’échantillon aprés avoir mis a jour
la stratification et calculé de nouvelles probabilités
d’inclusion. Ceci doit &tre fait en essayant de conserver un
maximum d’unités. Mais, fatalement, des unités seront
écartées et d’autres seront introduites, principalement a
cause des changements de probabilités d’inclusion. Mais
cela arriverait aussi du fait des changements de strates,
méme si les probabilités d’inclusion restaient constantes.

Troisiemement, on souhaite répartir les charges d’en-
quétes sur un plus grand nombre d’unités. On se fixe une
durée limite d’inclusion dans le panel. Au-dela I’unité est
remplacée par une autre choisie parmi celles qui n’y ont
jamais été, ou qui sont les plus anciennes a en étre sorties.
On appelle rotation cette évolution de I’échantillon. Elle est
généralement lente et réguliere. Les différentes méthodes
pour effectuer cette rotation sont bien connues dans les
offices statistiques. Elles consistent principalement a
attribuer, dés le départ, un numéro aléatoire permanent a
chaque unité de la population. Les échantillons successifs
sont définis par des intervalles sur ces numéros ou sur les
rangs induits par ces numéros.

On appelle «panel»a suite chronologique des échantillons
résultant de ces opérations de mise a jour, et maintenance du
panel I’ensemble des opérations de mise a jour.

Le schéma de maintenance présenté dans cet article est
analogue a celui de Hidiroglou, Choudhry et Lavallée
(1991). 1l correspond & une fréquence de mise a jour de la
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stratification et des probabilités beaucoup plus faible que la
fréquence d’interrogation. Cela est généralement le cas
pour des enquétes a périodicité infra-annuelle. La vitesse
des mouvements démographiques n’est pas jugée assez
grande pour qu’il soit opportun de retirer I’échantillon a
chaque occasion. La rotation se fait sans changement des
probabilités d’inclusion et des strates entre deux retirages et
elle est étalée régulierement dans le temps pour garder une
certaine continuité 2 la qualité des estimateurs d’évolution.
Cela correspond aussi & une durée d’inclusion dont
I’espérance est constante. Dans certains algorithmes, on
pourra se fixer une durée constante entre deux retirages;
sinon on pourra la borner supérieurement. La vitesse de
rotation traduit un compromis entre I’efficacité des esti-
mateurs d’évolution, d’autant plus grande que le taux de
renouvellement est faible, et le souci de ne pas garder une
unité trop longtemps dans le panel. Notons que la recherche
d’un recouvrement maximal au retirage garde un sens avec
la rotation: on retranche d’abord la fraction a renouveler
comme s’il n’y avait pas retirage, puis on cherche le
recouvrement maximal avec la partie résiduelle.

Nous examinerons plusieurs méthodes de maintenance
de panel en privilégiant la maximisation du recouvrement
des échantillons lors des retirages. Nous distinguerons plus
particulierement un procédé qui assigne des numéros
équidistants aux unités avant chaque changement de strate.

L’article est divisé comme suit:

Apreés avoir rappelé des définitions et posé quelques nota-
tions 2 la section 2, on indique brievement 2 la section 3
comment le tirage de Poisson permet de réaliser simplement
et parfaitement le schéma précédent de maintenance. Ce
tirage a I’inconvénient d’étre de taille aléatoire, mais il sert
de référence pour les tirages stratifiés de taille fixe que ’on
considére ensuite.

Le plus souvent, dans ces tirages, on se fixe au départ
des probabilités d’inclusion et on procéde a un arrondi pour
déterminer une taille entiere de I’échantillon dans chaque
strate. Ce probléme, traité a la section 4, n’est pas négli-
geable quand les strates sont petites, ce qui peut arriver
pour des strates de naissances. De plus I’arrondi intervient
dans la méthode qu’on propose pour maximiser le recou-
vrement apres retirage.

La section 5 traite du recouvrement maximal d’échan-
tillons de taille fixe. On rappelle d’abord deux méthodes
connues: celle de Kish et Scott (1971) et une autre basée
sur lattribution de nombres permanents indépendants
suivant la loi uniforme & chaque unité. La méthode de Kish
et Scott (1971) ne parait guére adaptée a une rotation
intermédiaire entre retirages. L’autre méthode qui reproduit
des tirages aléatoires simples dans chaque strate n’a pas cet
inconvénient, mais le recouvrement est plus faible qu’avec
la méthode de Kish et Scott (1971). Finalement on propose
que les numéros soient équidistants avant retirage. On
obtient alors le méme recouvrement qu’avec la méthode de
Kish et Scott (1971) au moins dans le cas de la répartition
proportionnelle, tout en facilitant les rotations intermé-
diaires. Cependant le recouvrement reste inférieur au

recouvrement théorique maximum que 1’on obtient, par
exemple, avec le tirage de Poisson.

Dans les sections 6 et 7 on présente les phases intermé-
diaires de mise & jour des naissances et des morts et de
rotation.

Pour en terminer avec la maintenance, on montre a la
section 8 comment le retirage peut s’insérer entre deux
phases de rotation. On présente un type d’algorithme qui
prolonge apres retirage la rotation avant retirage. Il est basé
sur des transformations des numéros aléatoires servant aux
tirages, de facon a se ramener au retirage sans rotation. Ces
transformations sont particulierement simples quand elles
portent sur les numéros équidistants, mais peuvent aussi se
faire avec les numéros uniformes de départ si on veut
continuer avec des tirages aléatoires simples.

2. RAPPELS, DEFINITIONS ET NOTATIONS

Soit une population, ou ensemble fini d’unités
ieU=1{1, .., N} ol Nest la taille de la population.

On ne considere que des échantillons sans remise. Un
échantillon est alors simplement un sous-ensemble s de U.
On appelle taille de I’échantillon le nombre # d’unités qu’il
contient.

Un plan de sondage ou tirage est une probabilité discrete
p(s) sur ’ensemble des échantillons.

On peut généraliser a des tirages conjoints de plusieurs
échantillons. En se limitant & deux échantillons s,, s,, le
tirage conjoint est la probabilité p (s, , s,) sur 'ensemble des
couples (sl, s2).

La probabilité d’inclusion du premier ordre d’un individu
i est définie par:

T = Ep(s).

83§

E(.)étant I’espérance eu égard au sondage, on a:
Emy=) m,.
ieU

Dans le cas de deux échantillons avec les probabilités
d’inclusion du premier ordre m,,,m,,, on peut définir la
probabilité d’inclusion conjointe:

T = E (815 59)-

§y31, 5,31

On a la contrainte:

T, 1o € N, 1, 70;5). (2.1)
Si ies;, la probabilit¢ de reprise dans s, est
T, 2/11:,.’1 <min(l, 7, /m; ).

Dans le tirage de Poisson, les tirages des unités sont
indépendants et la taille de 1’échantillon est al€atoire. Sauf
a la section 3, on va plutdt considérer des tirages dont la
taille est fixe & un arrondi pres.

Le tirage aléatoire simple (TAS) est un tirage de taille
fixe ot les échantillons sont équiprobables. Cela entraine
m;=nIN.
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On effectue une partition de la population en strates
U, h =1, .., Hdetailles N,. Dans cet article, on appellera
tirage stratifi€ de taille fixe un ensemble de H tirages
indépendants de taille fixe n, dans chaque strate et on se
limitera a des tirages a probabilité d’inclusion du premier
ordre uniforme dans chaque strate. On utilisera alors la
notation f, =n. On appellera tirage aléatoire simple
stratifié (TASST) un tirage stratifié¢ de taille fixe avec des
tirages aléatoires simples dans chaque strate.

On appelle durée d’inclusion d’une unité le nombre
d’enquétes consécutives ou elle figure dans le panel. On la
notera D;, ou D, dans le cas particulier ou elle est la méme
pour toutes les unit€s d’une strate 4. Quand =, > 0,5, cette
durée ne peut pas étre inférieure a /(1 - =,). Par exemple,
si m, =0,7, la durée d’inclusion est d’au moins 3. En
pratique on ne ferait pas subir de rotation aux unités dont le =,
dépasse un certain seuil.

Les variables précédentes sont en plus indicées par la
vague d’enquéte ¢. La population U, de taille N, et
I’échantillon s, de taille », varient a cause des naissances
et des morts, et ’échantillon varie aussi par la rotation
qu’on s’impose. D’autre part, on va considérer les
échantillons aux époques particulieres f =¢, du premier
tirage et ¢ = ¢, du premier retirage. Pour alléger, ils seront
notés s,, s, au lieu de Sy Sy Les algorithmes décrits pour
le couple (s, s,) seront valables pour les couples suivants
de retirage.

3. LA SOLUTION PAR LE TIRAGE DE POISSON

Il est éclairant d’examiner comment on peut observer le
schéma de maintenance du panel par tirage de Poisson.
C’est le modele dont on va chercher a se rapprocher afin de
choisir une méthode de sélection.

On attribue 4 chaque unité 7, dés sa naissance, un numéro
qui est un nombre aléatoire , tiré€ selon la loi uniforme
dans [0,1). Il est sous entendu dans les formules ou
apparaissent ces nombres que les résultats des opérations
sont modulo 1.

Au premier tirage, a la date ¢ =¢,, on sélectionne les
unités telles que ®, appartienne a Iintervalle [0, ;) ou

, sont les probabilités d’inclusion que I’on se donne En
1 absence de rotation, on conserve cet intervalle aux dates
suivantes jusqu’au retirage. Les naissances ainsi que les
morts se répartissent au hasard dans cet intervalle. Le
retirage, a la date ¢ = t, se fait en sélectionnant les unités de
'intervalle [0, x,,) ou &, sont de nouvelles probabilités
d’inclusion. La probablhte d’inclusion conjointe est égale
alalongueur de lintervalle commun, soit min(x, , ,2) ce
qui est le maximum théoriquement possible d’apres la
formule (2.1). L’espérance du recouvrement est donc elle-
méme maximale.

Considérons maintenant une rotation entre le tirage et le
retirage. On maintient la probabilit€ =, et on peut se fixer
une durée d’inclusion D, , variable selon les unités, mais
fixe jusqu’au retirage. Cette contrainte est réalisée en
définissant D’échantillon a la date ¢(f,<¢<t,) par
I’intervalle
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€[ - tl)ni’I/Di‘l, (t- tl)ni’l/D,.Y1 + 7‘/,1)~
Le taux de rotation est une variable aléatoire. Son
espérance résulte des D, . Elle est égale, pour un sous
ensemble quelconque V de la population, a
Yiey®,\/D; 1)/ZIEV i1t o
Au premier retirage a la date ¢ = #,, on pourrait définir
I’échantillon par
w,e[@, -

1), /D, 1, (t ~ t)® /D,y + ).

Toutefois, on tombe sur une difficulté pour les unités

telles que
Mo <W| 1- L )
’ ' D;,

et si o, appartient a I’intervalle

(ty=t)m /D, + 1,0, (8~ )W, /D, +ni,1[ 1-

)

Ces unités qui étaient précédemment dans I’échantillon
le quittent, mais vont s’y retrouver a une prochaine rotation.
Si on veut I’éviter, il faut faire coincider I’extrémité du
nouvel intervalle avec celui de I’ancien, et ’échantillon a la
date ¢ = ¢, est finalement défini par:

o€la;,a,, +7,),

a4

= (t, - t,)m, /D, + max|0, 71;,.’1[ - DL] n
il

La probabilité d’inclusion conjointe est égale a la
longueur de I’intervalle en commun, soit

min( ni{ 1- —51—) ) ”f,z) .
i1

C’est aussi le maximum compatible avec la rotation.
Si on poursuit la rotation avec des durées d’inclusion
D,, Uintervalle a la date ¢> 1, est:

tz)nl J/D; a;, +(t-

[ai,l +(- i20 /Dy “i,z)'

Le tirage de Poisson contrdle exactement la durée d’in-
clusion et maximise, en espérance, le recouvrement lors du
retirage mais avec I’inconvénient d’une taille d’échantillon
aléatoire, dans n’importe quelle sous-population. Dans ce
qui suit, on recherche des algorithmes proches de ceux qui
viennent d’étre décrits pour le tirage de Poisson afin de les
appliquer a des tirages stratifiés a tailles fixes. On essaie de
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contrdler la durée d’inclusion dans la rotation, comme pour
le tirage de Poisson, et d’approcher le méme taux de
recouvrement lors du retirage. On commencera par le
probléme du recouvrement lors du retirage a la section 5.
Mais auparavant, il est utile de préciser certaines notions
sur I’arrondissage des tailles d’échantillons par strate.

4. ARRONDISSAGE DES TAILLES
D’ECHANTILLON PAR STRATE

Ce probleme est relié aux formules d’estimation.
Celles-ci utilisent les probabilités d’inclusion du premier
ordre, que ce soit dans 1’estimateur sans biais de Horvitz-
Thompson ou dans des estimateurs calés. Soit f, la proba-
bilité d’inclusion par strate, et soit v, =N, fh Il faut un
nombre entier », par strate. Pour cela une premiere
méthode consiste a restreindre le choix des f, de fagon que
v, soit entier. Dans chaque strate oll 'on aurait eu v, <1
on doit prendre v, =1 pour que /,>0. Mais si la
stratification est tres fine vis-a-vis de la taille de
1’échantillon, cela se produit dans de nombreuses strates.
Cela oblige, soit a augmenter la taille de 1’échantillon, soit
a diminuer le taux de sondage dans les autres strates, au
détriment de Iefficacité.

On va utiliser une deuxiéme méthode, qui consiste a lier
de fagon plus lache la probabilité f, a n,. On applique un
processus d’arrondi tel que E(n,) =v,, ol v, n’est plus
nécessairement entier.

Posons I(.) la fonction partie entiere. On doit avoir

Prn, =1(v,) + 11 = ¢,

Prln, =I(v)] =1- ¢,

ou @, =v, - 1(v).

Il n’est plus alors nécessaire que n, >0 pour que f, > 0.
Notons que la premiere méthode peut étre considérée
comme un cas particulier de la seconde. Ces arrondis
peuvent se faire de facon indépendants par strate, de fagon
liée par arrondissage systématique ou par la méthode de
Cox (1987). Nous décrivons seulement [’arrondissage
systématique.

Ordonnons d’abord les strates, et indigons-les par leur
rang. Soient ¢, =0 et ¢, = Zj’:l @.; on tire un nombre 0
dans Uintervalle [0, 1), selon la loi uniforme et on prend
n,=I(v,) +1 dans les strates telles que ¢, , <m-1+
0 < c, pour m entier.

Ceci implique que

| (nj1 o njz) - (vj1 +ot vj.z) | <1,

pour tout j,j, telsque 1<j, <j, < H.

En particulier la taille globale différe de moins d’une
unité de son espérance. Ce n’est évidemment pas le cas
avec des arrondis indépendants.

5. ALGORITHMES POUR LE
RECOUVREMENT MAXIMAL
D’ECHANTILLONS DE TAILLE FIXE

Les algorithmes de maintenance que nous proposons
sont basés sur I’attribution de numéros équidistants. Cela
n’est pas nécessaire au premier tirage, ni dans la rotation,
mais est utilisé pour maximiser le recouvrement lors des
mises a jour de la stratification. C’est pourquoi on examine
en premier cette phase de la maintenance.

Précisons d’abord les notations et faisons quelques
constatations utiles.

On tire un premier échantillon s, stratifi€é selon un
critére ;. Au bout d’un certain temps on tire un nouvel
échantillon s, avec une stratification 4, mise a jour. Les
probabilités d’inclusion du premier ordre sont respecti-
vement fh fh et les tailles des échantillons requises par
strate sont respectlvement Pyo Py 1l suffit de con51derer ce
qui se passe dans une nouvelle strate quelconque 4,

Soit s,, la partie du premier échantillon s, dans cette
nouvelle strate, dont la taille 7, , est généralement aléatoire.
Soit s,, la partie du second échantillon s, dans cette
nouvelle strate dont la taille est fixe a I’arrondi pres. La
tallle ng 1, du recouvrement ne peut dépasser la borne
ng 12 mm(ng 1» Ng2)- On peut espérer trouver un procédé
de retirage 2 probabilité d’inclusion du premier ordre dans
S0 uniforme permettant d’atteindre cette borne, au moins
quand les probablhtes d’inclusion du premier ordre dans
sg1 sont elles aussi egales a une seule valeur fh =/

Remarquons que, méme si cette borne est atteinte, les
contraintes de taille fixe diminuent le recouvrement. Cet
effet est d’autant plus marqué que la stratification est fine.
En effet plus 'effectif de la strate g est petit, plus le
coefficient de variation de n, | rlsque d’étre grand ainsi que
la proportion d’unités non reprises dans le cas ng; > M2

Il y a une maniére évidente d’atteindre la borne n,; ,.
Supposons d’abord que les probabilités d’mclusmn du
premier ordre dans s,; soient uniformes. Si n 21 < Mg, O
ajoute n,, = n,, umtes as,, tirées au hasard dans le
complement de Sg1- Si ngy>n,, onretranche Ron = Mg
unités a s, ; tirces au hasard. Par construction on a
Sg2 S Sg1 OU S5 25,4, etn, , = g12 Si les probabilités
d inclusion du premier ordre dans 5, De sont pas
uniformes, on apphque la méme méthode a l'intérieur de
sous ensembles oll ces probabilités sont uniformes. C’est la
méthode proposée par Kish et Scott (1971) a 1a page 468 de
leur article. Is ne précisent pas la maniére de tirer au hasard
mais on suppose qu’il s’agit de TAS.

Comme le signalent Kish et Scott (1971), les probabilités
d’inclusion du second ordre ne sont pas uniformes et si le
premier tirage est un TASST, le second tirage ne 1’est plus.
La probabilité d’inclusion du premier ordre, elle-méme,
n’est pas strictement uniforme quand g regroupe des
morceaux de strates du précédent tirage: voir un exemple en
annexe. Or il existe une autre méthode qui vérifie cette
condition. Elle est bien connue des offices statistiques qui
pratiquent la coordination d’échantillons. Par commodit€ on
I’appelle «<méthode 1».
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La méthode 1
Utilisation de numéros indépendants suivant
la loi uniforme

On attribue aux unités, dés leur naissance, des nombres
®; suivant la loi uniforme dans [0,1) et indépendants,
comme pour le tirage de Poisson. Le premier échantillon s,
s’obtient en sélectionnant, par exemple, les n, unités de
plus petit rang selon ®, dans chaque strate. " Avec cet
algorithme, le recouvrement maximal s’obtient également
en sélectionnant les » y unités de plus petit rang selon o,
dans chaque strate h,. ’11 est par ailleurs évident que ces
deux tirages sont des TASST.

Il est aussi évident qu’on ne peut pas avoir un plus grand
recouvrement avec cet algorithme. De plus, on fait la
conjecture qu’il n’est pas possible de faire mieux, pour des
TASST, quel que soit I’algorithme.

Par contre le recouvrement est plus faible en espérance
qu’avec la méthode de Kish et Scott (1971), au moins dans
le cas particulier ot les probabilités d’inclusion du premier
ordre dans s, sont un1formes En effet, on n’a pas alors
nécessairement dans 8552 C Sy OUS,H 258, 1,1, , =1, 1 5
et la perte de recouvrement est a’ autant plus grande que les
Strates sont petites au premier tirage.

Montrons-le, toujours dans le cas particulier d’une
probabilité d’inclusion uniforme f; dans s,. Posons @y la
plus grande valeur de ®, pour les unités de s, dans la strate
h,, et o, la plus grande valeur de o, pour | les unités de s,
dansla strate g. Soient @, = rmn((x)hl) et (1)1 max(wp, ). Si
mgscol onas,,cs,; etsi o, 2o onas; ;25 . Dans
les deux cas on a blen g2 = ng 12- Le risque de ne pas
atteindre la borne n’existe que si ®; < o, < ©,. Dans ce
cas,onn aplus nécessairement sy, < Sg 1 ot Sg2 2 Sg 1 VOIr
la figure (1), ol on n’a considéré que 2 strates 4,. La perte
de recouvrement est d’autant plus grande que la quantité
®, - ®] est plus grande en espérance, donc que les strates
h, sont petites.

La méthode 2
Utilisation de numéros équidistants

Si on accepte de ne pas conserver un TASST, comment
modifier la méthode précédente pour obtenir le méme
recouvrement que la méthode de Kish et Scott (1971), au
moins quand on a la probabilité d’inclusion uniforme f]
dans s, 7 On a vu que la perte de recouvrement venait de
I’écart entre les @ hy 1l suffit de transformer les o, en
nouveaux numeéros p ., de facon que les pj, correspondant
aux o, soient aussi proches que possible d’une valeur
commuhe, soit /;- Plus précisément, on souhaiterait avoir
I’équivalence:

{ies, = Rh1 Hell,..., nhl]} “pi € [O,j;l),

o R, (i) est le rang selon ®, dans A, de I'unité i. Une
solut10n est donnée par la transformatlon
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R, ()-1+9,
T (5.1)

ou §, estun nombre réel vérifiant:
1

8, €10,0,).m, =1(7,) +1,

0, €10, Dum, =1(,).

La transformation fait donc intervenir 1’arrondi des Vi,
examiné a la section 4. Le tirage de s, s’effectue comme
celui de s, sauf que les p, | jouent mamtenant le role des
®,: dans chaque nouvellé strate g on définit des tailles
arrondies n  eton sé€lectionne les #,, unités de plus petit
rang selon p, ;. Notons que ces rangs sont différents de
ceux induits par o,.

Supposons tOllJOllrS une probabilité d’inclusion uniforme
dans s,. Soit p, la valeur de p,, pour I'unité de rang n,.
dans g. Si pge[O /), ona Sg2 S Sg1- Sinon s 22 2
Dans ce cas pamcuher on atteint donc le recouvrement
maximal n,,, comme dans la méthode de Kish et Scott
(1971) et contrairement 2 la méthode 1. On illustre par les
figures 1 et 2 comment la transformation en numéros
équidistants permet d’augmenter le recouvrement par
rapport a la méthode 1.

On applique le m&me algorithme quand les probabilités
d’inclusion dans s, ne sont pas uniformes. Contrairement
a la méthode de Kish et Scott (1971), on n’a pas besoin de
fixer la taille du nouvel échantillon & I’intérieur des
sous-ensembles oul ces probabilités sont uniformes. C’est un
autre avantage et on pense que cela augmente le recou-
vrement.

Malgré tout, Ie recouvrement obtenu par cet algorithme
reste inférieur, en espérance, a celui d’un tirage de Poisson
qui aurait les mémes probabilités d’inclusion. Pour avoir, en
espérance, le méme recouvrement qu’avec le tirage de
Poisson il suffirait de définir s 22 Par pi1€[0, fg) En effet
on aurait alors Pr(i€s, ns,) = rmn( j; , jjg) mais le tirage
ainsi obtenu ne serait plus de taille fixé.

Les retirages suivants, apres de nouvelles mises a jour,
se font en itérant le procédé Par exemple, avant de tirer s,
on calcule des numéros équidistants p, o apartirde p,, (et
non ®,) dans chaque strate A,.

Le plan de sondage qui en résulte dans les nouvelles
strates n’est plus un TAS. En particulier les probabilités
d’inclusion des couples d’unités varient généralement en
fonction des anciennes strates. Dit de facon imagée, le
retirage garde « trace » de la stratification du premier tirage.
Par ailleurs, les probabilités d’inclusion des unités dans s
ne valent exactement f;, que pour I’échantillon défini par

P, €10, f ). Pour I’échantillon de taille fixe n,, cette
probab1hte varie en fonction des tailles des anciennes
strates. Comme dans la méthode de Kish et Scott (1971) on
ne contrdle pas strictement ces probabilités. Mais 1’écart
entre f et la probabilité vraie devient négligeable quand » 2
est assez grand.
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Remarque 1. La transformation de numéros suivant
indépendamment la loi uniforme en numéros équidistants
a été proposée par Brewer, Early et Hanif (1984) comme
un moyen d’effectuer la rotation d’échantillons de la méme
maniere que le tirage de Poisson avec 1’avantage d’une
variance plus faible de la taille de I’échantillon. Mais cette
transformation est faite en prenant I’ensemble de la
population, et donc ils n’ont pas abordé le probleme du
recouvrement maximal lors des changements de strate. Les
numéros ne changent qu’a I’occasion des mises a jour des
naissances et des morts, selon une procédure qui est
d’ailleurs bien différente de celle qu’on propose pour les
changements de strate.

Remarque 2. Dans la démonstration que 1’on vient de
faire, il n’est pas nécessaire que les numéros soient
completement équidistants. I suffit que les » n, unités de s,
et les N, n, unités complementalres ajent leurs
nouveaux numeros respectivement dans [0, fh ), [ fh ,1).On
pourrait attribuer ces nouveaux numeéros dé facon qu’ils
suivent indépendamment la loi uniforme dans ces
intervalles.

|
|
I
e OO DO OO OO 0N
I
I
I
I
!
!

h1=1 ® 00 o

o a0 Oo oo

|
[
|
|
|
|
|
l
t
|
|

»

©=0 o [0 (D;r o=1 o

Figure 1. Recouvrement avec la méthode 1 (numéros suivant la loi
uniforme).

On a représenté les unités dans g selon la valeur du nombre @ (en
abs<:1sse) et la strate /4, du premier tirage (en ordonnée). On suppose
qu’il n’y a que deux strates Les cercles correspondent a Sg1 et les
carrés 2 la partie complémentaire. Les pleins correspondent & Sg2 et
les vides  la partie complémentaire. La taille de s, , a ét€ fixée a9 ce
qui définit w_. Dans cet exemple on voit que deux unités ne sont pas
reprises (dans 4, = 1) et qu’une autre est nouvelle (dans &, =2). La
taille du recouvrement est de 8 alors que la méthode de szh et Scott
(1971) permettrait de reprendre les 9 unités dans s,
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Figure 2. Recouvrement avec la méthode 2 (numéros équidistants).

On st dans la méme situation que dans la figure (1), mais cette fois-ci
les numéros équidistants p servent d’abscisses aux unités. Cette
équidistance est définie dans chacune des strates /, entiéres et les trous
quel’on voit apparaltre dans la séquence des numéros correspondent
aux unités qui ne sont pas dans g. Le premier échantillon S €St
composé des unités dont ce numéro est inférieur 2 la probabilité
d’inclusion fl, quelle que soit la strate. Le deuxiéme échantillon s,
est constitué des 9 unités de plus petit p et le recouvrement est de 9
comme pour la méthode de Kish et Scott (1971).

6. MISE A JOUR DES NAISSANCES ET DES
MORTS A L’INTERIEUR DES STRATES

Dans cette section et la suivante on considere la strati-
fication (k) sans référence a la période. La mise a jour des
naissances et des morts a I’intérieur des strates est, dans le
fond, un cas particulier de changement de strate des unités.
Tout se passe comme si les naissances entraient dans les
strates etque lesmorts en sortaient. On peut donc appliquer les
méthodes précédentes. Voyons en particulier la méthode 2.

Dans une strate, la population U, , d’effectif N, , varie
a chaque mise 2 jour effectuée au temps t. Notons Bh (s 168
naissances et D, ., les morts entre 7 et 7+ 1, on a
Upior = Uni * Biy ™ Diia

On cons1dere le cas s1mple oll les probabilités d’inclu-
sion £, restent uniformes dans U, , et constantes. La taille 7, ,
de l’echantlllon 5;,, estun arrondi a I’entier de N, , ;. Les
numéros p, , évoluent a chaque mise 2 _]OUI‘ Juste avant la
mise a jour de s> conduisant a Shrat
a) on rend équidistants les numéros P dans U, .

b) on attribue des numéros équidistants aux unités de
B ht+l" .

Soit p; , le numéro ainsi obtenu. Une premiére solution
consisterait 2 sélectionner les n, ., unités de U, ,, ayant
les plus petits p, . Remarquons que ceux-ci ne sont plus
équidistants parce qu’on a enlevé les morts situés au hasard.

Cependant des unités aux numéros proches de f,
peuvent sortir de 1’échantillon puis y retourner a une
prochaine occasion. On y remédie par un déplacement vers
la droite de I'intervalle de sélection. Soient p, 4 le numéro
de 1'unité de début de I’intervalle de sélection pour sy, et
Phe, celui de I'unité qui suit immédiatement dans U,
I'unité de fin de cet intervalle. Autrement dit I’échantillon s, i

consiste en I’intervalle fermé 4 gauche et ouvert 2 droite
(o, a7 Phe ) Entre fet ¢ + 1, le nombre d’unités de U, .,
appartenant a cet intervalle devient m, . Si ny 4 2
my, .1 le début de I’intervalle pour s hie est fixé a ’unité
de numéro pj, 4, sinon on déplace I’intervalle de fagon que
sa fin soit I'unité de numéro Phe, . On subit donc une légére
rotation involontaire.

7. ROTATION ENTRE DEUX RETIRAGES

7.1 Rotation sans mise a jour des naissances
et des morts

On peut alors se donner un temps d’inclusion D, entier
et constant dans la strate. On a deux variantes selon qu’on
garde le méme arrondi ou qu’on le fait varier.

7.1.1 Arrondi fixe

On a donc une taille », strictement fixe pendant la
rotation. On divise n, en D, nombres entiers By p
(=1,..,D) tels que |n,,-n/D, | <1. Soient g, le
quot1ent et r, le reste de la d1v1310n de t-t par D, etsoit

n,, =0. L’échantillon au temps ¢ comprend les unités
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allant du rang 1 +g,n, + Z:ﬁonhy, au rang (g, + n, +

1= Onhl
Si D, = D, on peut s’imposer en plus

H n
|Zh=lnh’1_ B' < l, l = 1, veey Dh'

La variance du taux de rotation est alors pratiquement nulle.

Toutefois, la durée d’inclusion n’est pas contrdlée quand
v,<1:onan,=0oun, =1. Dansle premier cas,iln’y a
pas de rotation, et dans le deuxieme cas, au contraire, le
temps d’exclusion peut étre jugé trop bref. La méthode
suivante permet d’obtenir une rotation correspondant a v,.

7.1.2 Arrondi variable

L’échantillon s, , est défini a partir des numéros rendus
équidistants:

i€s, =p € , +£1-
h,t i1 h Dh h Dh h

La taille de I’échantillon varie entre I(v,) et I(v,) + 1
dans la strate, et elle est indépendante des tailles dans les
autres strates. On retrouve ainsi ce que deviendrait la
rotation de 1’échantillon préconisée par Brewer, Early, et
Hanif (1984) dans le cas du tirage stratifi€ a taille fixe et
probabilité uniforme dans chaque strate.

7.2 Rotation avec mise a jour des naissances
et des morts

Pour simplifier, on suppose que chaque nouvelle vague
d’enquéte est accompagnée de I’introduction des naissances
depuis la vague précédente et d’une rotation. La méthode
bifurque en deux procédures selon qu’on veut ou non
respecter exactement les durées d’inclusion D, entre deux
retirages.

7.2.1 Procédure A

Les naissances sont isolées dans des strates a part, et on
attend le retirage pour soustraire les morts. Dans ce cas,
chaque vague de naissances est traitée exactement comme
un premier tirage apres avoir attribué des nombres ®,. Le
tirage se fait en stratifiant avec la méme nomenclature (4),
ou avec une autre plus éclatée ou plus regroupée. Pour
simplifier les notations, mais sans perte de généralité, on
suppose que c’est la méme nomenclature. L’indice de
stratification peut alors s’écrire (b, ), ol b croisé avec h
indique la vague des naissances avec une modalité
particuliere b = 1 correspondant aux unités déja existantes
lors du premier tirage ou retirage précédent. On est ramené
aux cas de la section 7.1 dans chaque strate (b,h) et la
durée d’inclusion est respectée exactement.

Le nombre de strates, donc d’arrondis, est multiplié par
le nombre de vagues de naissances. La taille de
1’échantillon peut devenir assez aléatoire avec des arrondis
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indépendants (mais moins qu’avec le tirage de Poisson). On
peut donc avoir intérét a lier, au moins partiellement, les
arrondis. Par exemple, on fait un arrondissage systématique
dans la dimension # pour chaque b ou l’inverse. On
conserve ensuite ces arrondis et ¢’est 1a méthode 7.1.1 qui
s’applique alors plutdt que la méthode 7.1.2.

7.2.2 Procédure B

Dans la procédure B, on soustrait les morts a chaque
vague d’enquéte. C’est le type de mise a jour présenté a la
section 6. On voudrait une durée d’inclusion fixe, mais cela
est rendu difficile du fait du nombre aléatoire des morts.
Tout au plus peut-on essayer de contrdler une durée
d’inclusion maximale DM,. On peut souhaiter également
éviter que des unités venant de sortir de I’échantillon n’y
retournent a une prochaine occasion, ce qui peut arriver si
la rotation est lente. L’idée est de se ramener a I’algorithme
décrit a la section 6 en retranchant d’abord de s,, , les unités
dont la durée antérieure de séjour dans s, , a atteint DM, .
Elles se trouvent le plus & gauche de I'intervalle [p nds Phe, )
et sont mélangées avec des naissances trop récentes pour
avoir atteint DM, . Mais celles-ci doivent étre quand méme
retranchées pour que la répartition de I’échantillon selon les
générations soit correcte. Pour cela, il suffit d’attribuer aux
naissances une durée antérieure de séjour fictive comprise
entre 1 et DM, , juste apres avoir défini 1’échantillon. Par
exemple, apres avoir défini s, ,, on affecte a chaque unité
de B,, appartenant 4 DPéchantillon la méme durée
anterleure de séjour dans I’échantillon que celle de ’unité
de U située immédiatement a gauche. Ensuite soit Rh g

-1
le rangt le plus élevé parmi les rangs selon p, , des unités dé

I'intervalle associé a s, , ayant figuré DM fois dans
1’échantillon, on écarte les premieres unités de Sy jusqu’au
rang R, hd, compris. Enfin, on est ramené a I’algorithme
décrit 2 1a'section 6 avec, pour p hd, le numéro de I'unité de
rang R, +1,p, , restant celui de 1’unité qui suit celle de

dernier rang dans’ Sy

8. RETIRAGE APRES ROTATION

On reprend maintenant les indices de strates 4, 4,. On
définit la stratification h, en fonction de la procédure
utilisée pour les mises a jour des naissances. Avec la
procédure A, on met les naissances dans des strates a part,
c’est la stratification définie en croisant les vagues de
naissances b avec la nomenclature /. Avec la procédure B,
h, est identique & /,. Mais on conserve les notations des
quantltes indépendantes de b comme f, , D, .

Le tirage du nouvel échantillon s,, dans une nouvelle
stratification 4, doit &tre fait a la période ¢ = ¢,.

On commence par retrancher de l’échamillon précédent
(2 la période 1 =t, - 1) les unités qui ont atteint la durée
maximale d’inclusion autorisée. Il reste un échantillon s
de taille ni,l dont on voudrait conserver le maximum
d’unités dans le retirage.

Dans le cas sans rotation examiné a la section 35, il était
facile de définir le retirage parce que 1’échantillon s, était
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constitué des unités de plus petit rang selon ®, dans chaque
strate apres un nombre réel indépendant des ®,. En
I’occurrence il s’agit de 0. Le retirage s’effectuait de la
méme maniere en sélectionnant les unités de plus petit rang
selon p, |, aprés ce nombre, dans les nouvelles strates.

Apres rotation cela ne marche plus: il n’existe plus de
réel indépendant des numéros tel que I’échantillon s soit
constitué des unités de plus petit rang apres lui. Cela est
vrai méme dans le cas fh = /- Le probléme est évidemment
aggravé avec fh variant par strate. L’idée qui vient alors 2
l’esprlt est de procéder d’ abord a une transformation des
numéros de fagon que ceux de s se retrouvent au début de
[0,1). On sera ensuite ramené au cas sans rotation. C’est le
méme genre d’idée qui est présenté par Hidiroglou,
Choudhry et Lavallée (1991).

Cette transformation est assez immédiate dans le cas
particulier ol les mises a jour se sont faites avec la
procédure A et avec les arrondis variables de la section
7.1.2. Sans retirage I'intervalle de sélection au temps ¢,
aurait été:

Piy €|ty = 1)1 /Dy (4 = 1)1, /D), +fhl)'

Le retirage se traduit par de nouvelles strates avec des
probabilités fh Celles-ci incluent les créations d’unités
entre les dates’ t,- 1 et t,, auxquelles on attribue des
numéros equrdlstants Pir dans chaque strate 4,, indépen-
damment des survivants. Elles contiennent toujours les
unités dont la mort est survenue depuis le tirage précédent.
Il est possible de définir un nouvel échantillon s, de la
méme maniere que pour le tirage de Poisson, c’est a dire
par 'intervalle

Piy E[ahl’ a, +fhz)’

— —_ -— 1 u—
a, = (t, tl)fhl/Dh1 + max O,fhl[ 1 D—hl] fh2 .
Rappelons qu’on décale de la quantité supplémentaire
Fl- 27, st (=27, >0
hy Dhl hy? hy Dh1 hy”

pour éviter que des unités qui viennent de sortir de
I’échantillon ne s’y retrouvent trop vite.

Comme pour le tirage de Poisson, la probabilité qu’a un
survivant d’€tre dans 1’ancien et le nouvel échantillon est
alors le maximum possible, a savoir:

. 1
min, fi’l I_D— ,f}"z

h

Cependant la taille nj, de cet échantillon est aléatoire
alors qu’on veut un échantillon de taille fixée . On

I’obtient en sélectionnant, dans chaque nouvelle strate A,,
apres avoir retranché les morts, les » h, unités de plus petlt
rang selon Ny =Piy = Gy Ce numérd joue donc, pour le
retirage, le meme role qu’a joué o, au premier tirage.

Si, par contre, on a choisi la procedure A avec arrondi
fixe dans la rotation ou si on a choisi la procédure B, on
doit repartir du rang des unités de h, lors de la derniére
mise a jour. Il s’agit du rang selon ®, avec la procédure A
ou du rang selon p - 1 avecla procedure B. Posons NV, 1la
taille de la populatibn 2 1a date t,— 1. Soit R, , d le rang de
I’unité précédent celle de plus petrt rang dans shet R, (1)
le rang de 1’unité i. Le numéro servant a classer les umtes
dans les nouvelles strates devient:

R ({)-1-a +06
M, = all MM modulo 1,

ahl

=Ryt max(O, ny /Ny, - fhz).

Avec laprocédure A on peut garder 8, =6, alorsqu’on
fait un choix de 8h cohérent avec le dem1er arrondi si la
procédure B est apphquee. Mais la rotation fait que ce
choix a une incidence faible sur le recouvrement et ce serait
presque aussi bien de tirer au hasard dans [0,1).

9. CONCLUSION

Les algorithmes basés sur les numéros équidistants ne
produisent pas des TAS. Les probabilités d’inclusion du
premier ordre ne sont pas exactement contrdlées et celles du
second ordre sont inconnues. Lors des changements de
strate, il subsiste une « trace » des anciennes strates dans les
nouvelles. L’application des formules du TAS pour estimer
la variance aboutit a des résultats biaisés, généralement
dans le sens de la surestimation. Cependant on pense que
I’amélioration des recouvrements lors des retirages,
procurée par les algorithmes basés sur les numéros
équidistants 1’emporte sur I'inconvénient d’une estimation
biaisée de la variance et des intervalles de confiance.
D’apres la section 5 cet avantage est d’autant plus net que
la stratification est plus fine. En particulier 1’usage des
numéros équidistants parait bien indiquée avec la procédure
A ou les strates (b, /) risquent d’é&tre tres petites pour les
vagues de naissances (b>1). L’avantage des numéros
équidistants est moindre avec la procédure B. Mais le fait
de rendre équidistants les numéros des naissances rend
moins aléatoire le nombre de survivants repris a chaque
mise a jour de 1’échantillon ainsi que la durée d’inclusion.

Cependant, voyons rapidement ce qui changerait dans la
maintenance si on voulait conserver un TASST. A chaque
étape on doit conserver la distribution indépendante et
uniforme des ®,. D’abord les phases de mises a jour des
naissances et de rotation entre retirages décrites aux
sections 6 et 7 s’appliquent en conservant toujours le méme ®,
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et ¢’est méme plus simple. Le plus délicat est le retirage
apres la phase intermédiaire de rotation. Non seulement il
s’agit d’obtenir un TASST mais aussi d’avoir, si possible,
le méme recouvrement que pour la méthode 1 de la
section 5.

Posons o, (]) le numéro  de 'unité de rang j dans
une an01enne strate h,.

Supposons d’abord que, dans une ancienne strate, toutes
les unités soient telles que fh ny, /N, . En particulier cela
se produit dans toutes les strates pour un sondage avec un
seul taux dans la partie sondée, si on ne baisse pas ce taux.
On cherche alors une transformation telle que les numéros
des unités de 1’échantillon se retrouvent au début de [0, 1).
La plus simple est la permutation:

Bhl(j) = ah,(i * Nhl - Rhl’d)’ J< Rhl’d’

Ba, () =0y G- Ry 50 J>Ry i

Cependant une transformation moins colteuse est:
Bhl(j) = ahl(i) + ah] (Nhl) - ahl(Rhl’d)’ ] < Rhl’d’

Bhl(j) = ahl(j) - ahl(Rh]’d)’ j>Rhl’d‘

11 suffit d’aller rechercher a, (R , d) et a, (N, ) apres
quoi un simple calcul sequentlel permet de dedulre B de a.

Le Jacobien de la transformation est égal a 1 et par
conséquent les numéros conservent leur distribution
uniforme. Par ailleurs la loi conjointe p(s,, s,) est la méme
que s’il n’y avait pas eu rotation. La démonstration figure
dans Cotton et Hesse (1992, page 55). On a donc le
recouvrement maximum de TASST.

Si dans la strate on a des unités avec f, <ny /N, et
qu’on applique la transformation, les unités dont le rang est,
en gros, compris entre N, fh et ny, ne sont pas reprises
lors du retirage mais vont1 étte réintroduites a 1’occasion
d’une prochaine rotation. Il est donc préférable d’utiliser
pour ces unités une transformation qui situe juste avant fh
les nouveaux numéros. On doit procéder par sous:
ensembles selon la valeur de fh Mais cela tend a diminuer
le recouvrement.
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ANNEXE
Les probabilités d’inclusion du premier ordre dans la
méthode de Kish et Scott (1971)

Donnons un exemple ot la probabilité€ d’inclusion du
premier ordre n’est pas strictement contrdlée.

La population est divisée en trois parties 4, B et C
d’égale taille N. Le premier tirage est un TAS de 24 unités
dans 4 + B et un TAS de a unités dans C. Au deuxieme
tirage, on veut tirer a unités dans A4 et 2a unités dans B + C,
en retenant le maximum d’unités du premier échantillon et
avec la probabilité d’inclusion uniforme a/N. La méthode
de Kish et Scott (1971) consiste a rajouter ou retrancher par
TAS le nombre convenable d’unités séparément dans A4 et
dans B + C. Dans 4, le second tirage marginal est un TAS
et la probabilité d’inclusion est bien uniforme. Montrons
qu’il n’en est pas de méme dans B + C. Soient n, et n, les
tailles des deux échantillons successifs dans B. Par
symétrie, la probabilité d’inclusion au second tirage est
uniforme dans B. Elle y vaut:

E(n)IN = [E(n)) + E(n, - n)UN

=alN + E(n, - n))/N.

Si n =a,n,-n =0; sinon I’espérance de n, - n,
conditionnelle a n, differe selon le signe de a - n,:

Si a-n>0,E[(n,-n,) | n]=(a-n)(N-n)/(2N-n,-a).
n)|n

Notons p(n;) la probabilité que le premier échantillon ait la
taille n, dans B. On a:

n) =Y p(n) El(n, -

Sia-n <0, E[n,- =(a-npn/(n, +a.

En, - ny) | nl.

Comme les tailles de 4 et B sont égales, p(n,) =
p(2a-n)), d’olt:

E(n,-n)

=Y p(){El(n,~

m<a

nl) inl] +E[(n2 "nl) I (2(1‘ nl)]}

= E pn)(a-n)N-n)(2N-n-a)-Q2a-n)@Ba-n)]

m<a

=(2a-N) E p(n)a- n1)2/ [QN-n,-a)(3a-n))]

n1<a

=Qa-N)K,K>0.

Sauf dans le cas 2a - N =0, E(n, - n;) n’est pas nul et
E(ny)IN est différent de a/N. La probabilité d’inclusion
n’est donc pas uniforme dans B + C.
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